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AVVERTENZA

In questo lavoro sono esposti lo sviluppo storico e
critico della geometria non-euclidea e le proprietd
caraiteristiche di essa.

A svolgere largomento Si puo giungere per due
vie: o coll’esporre a priort 1 principi di una geome-
tria indipendente dalla verita o dalla falsila del postu-
lato euclideo sulle parallele, o col mostrare la possi-
hilita dell’ esistenza logica di una geometria jondaata
sulla ipotest della falsita del postulato stesso.

Noi abbiamo seguito, per gran parte, quest’ultima,
perche ’argomento riesce pitt facile a trattarst ele-
mentarmente, e anche perche viene messo in miglior
mce lo svolgimento storico della nuova geometria.

Per questa pubblicazione Cct siamo valst principal-
mente delle eccellenti opere del Bonola e del Bar-
barin, e di altri lavori sparsi qua e la nelle varte
ripiste di scienze e di storia delle matematiche.
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GEOMETRIA NON-EUCLIDEA

CAPITOLO ..

il postulato euclideo.

. — Per geometria non-euclidea s intende quella
che respinge alcuni dei principi fondamentali sui
quali si basa la geometria ordinaria od euclidea, o &
da essi indipendente.

[La-distinzione delle due geometrie porterebbe la
discussione in un campo che non € solamente mate-
matico, ma piuttosto filosofico; perche dalla critica di
certe proposizioni cardinali della geometria ordinaria
si risale, in ultima analisi, alla natura delle forme
geometriche e in generale a quella dello spazio.

Mentre la geometria ordinaria espone 1 suot assiom)
e postulati con 'affermazione di caratteristiche che si
accordano per la maggior parte con l'esperienza del
nostri sensi € con lintuizione comune, la geometria
non-euclidea cerca di liberarsi da questo empirisSmo
per fondare su principi piu generali e piu vasti una
nuova dottrina. Sotto questo aspetto, la geometria
non-euclidea, sebbene porti talvolta a conseguenze
che ripugnano ai nostri sensi o che possono sembrare
paradossali, non ha un valore scientifico minore che

la prima.

2. — Il postulato delle parallele. - 11 punto su cui

e

cadde la discussione e la critica dei vari geometri,
fin da quelli che seguirono Euclide (330-275 a. C.) &
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il significato di parallele quale € inteso dal geometra
greco e, in particolare, il quinto postulato del primo
libro degli Elementi.

Euclide chiama parallele: due rette poste nello
stesso piano, che prolungate comunque non §’iNcon-
trano. 1 diversi teoremi sulle parallele si basano per
la maggior parte sul quinto postulato che € 1l seguente :

Se una linea retta, cadendo sopra due altre, fa gl
angoli interni da una medesima parte, in modo che
la loro somma sia minore di due retti, quelle due
rette, prolungate da questa parte, s'incontrano.

[Le conseguenze pilt notevoli che da questa propo-
sizione derivano Sono:

La possibilita di condurre da un punto dato una
sola parallela a una retta data;

L’ equidistanza di due rette parallele;

Il teorema sulla somma degli angoli interni di un
triangolo;

I.e proprieta delle figure simili.

Fu appunto la critica del famoso postulato ora e-
nunciato che diede origine, sebbene non immediata,
alla nuova geometria. Ma prima di trattare di queste
nuove teorie, dobbiamo parlare di quei geometri che
con le loro ricerche dettero impulso alla scoperta
della nuova dottrina. Distingueremo pertanto in tre

oruppi gli autori che dovremd ricordare nel presente
studio.

1° gruppo. - Comentatort e traduttori di Euc?ide (dal
| secolo a. C. al XVII secolo).

2° eruppo. - Precursori della geometria non-euclidea
(dal secolo XVII al secolo XIX).

3° gruppo. - Fondatori della geometria non-euclidea.
(secolo XIX in poi).

[ primi cercano una dimostrazione del quinto po-
stulato: quelli del' secondo gruppo discutono e dubi-

tano sulla verita del postulato stesso; gli ultimi, sul-
I'ipotesi della falsita di esso, o indipendente da esso,
fondano la nuova geometria.
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3. — Il dubbio sull’evidenza del quinto postulato. -
Anche 1 piu antichi comentator:t degli Elementi di Eu-
clide non ritennero abbastanza evidente 1l quinto po-
stulato, si da accettarlo senza dimostrazione; essl
percio idearono di dedurlo come conseguenza da altre
proposizioni, o cercarono di esprimere la questiont
diversamente.

Dobbiamo pero avvertire che le dimostrazioni di
questi geometri sono per la maggior parte artificiose,
quando non siano addirittura errate; le migliori pei
non persuadono. |

Una questione assal importante ci Si presenta:
come mai € potuto sorgere il dubbio sulla verita del
quinto postulato?

Certo, per noi, avvezzl da secoli a servirci unica-
mente della geometria ordinaria, € come scopo di ri-
cerche teoriche e come mezzo nel bisogni della pra-
tica, tale dubbio non € del tutto spontaneo, perché
oramai alcune delle proprietad, anche meno evidenti,
della geometria euclidea, sono, per il fatto dell’ere-
ditarieta psichica, insite nella nostra mente come idee
aprioristic' e e fondamentali. Ma non dové essere la
stessa cosa per 1 filosofi greci posteriori a Euclide,
che, avvezzi a sottilizzare € magari a sofisticare sulle
questioni ce’la filosofia, non potevano accettare a
priori, senza discutere, i principi di una scienza che
si pretendeva rigorosamente € assolutamenfte vera,
quale la geometria appare negli Elementi di Euclide.

Ed invero i1 primi a dubitare della verita dell’enun-
ciato euclideo sono, come abbiamo detto, di poco,
relativamente, posteriori al geometra greco; € percio
in essi il dubbio sorse necessariamente spontaneo;
mentre quelli che seguirono, trattarono la questione
pit per sfoggio deduttivo e logico, che per intima
convinzione della falsita del postulato.

Un esempio chiarissimo lo abbiamo dal matematico
tedesco TAURINUS (principio sec. XIX), il quale, pur
essendo intuitivamente convinto, come dichiard ezl
stesso, della verita del postulato sulle parallele, riusci
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r a costruire unsistema geo-
metrico 1ndipendente da
ess0. A questo matema
tico accenneremo pit
avanti 1n altro capitolo.

4, — Vi1 sono tuttavia
dei casi 1n cut 1l potulato
In questione non €& di as-
5 soluta evidenza.

Consideriamo infatti due
H rette a, b (fig. 1) in un

-

—*  piano, segate da .una tra-
sversale ¢, e tali che la
somma degli angoli interni
da una stessa parte « - f
sia di poco inferiore a due
retti.

Immaginiamo le due
rette tracciate su di un fo-

glio il cui margine destro

Flg. 1:

\ ———— sia la retta [. Se il foglio &
\ relativamente piccolo, il
| 14a punto d'incontro m delle
Jj rette a € b cadra fuori del
] margine, I, cioe fuori del
\ foglio, € sara compreso
\ entro un secondo foglio il
cul margine destro sia [,.
Teniamo fissa la retta ¢
e spostiamo la b in modo
che 1"angolo B divenga
By < 8. (1) Il nuovo punto
m, d’incontrodelle due ret-

(1) Sempre essendo o - B,
< 2 retti. I simboli < e -
significano, rispettivamente .
minore € Nageiore.
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te, cadra, se anche il secondo foglio & abbastanza
piccolo, fuori di questo. Ora puo darst, ed € logico
 ammetterlo, che-la retta b assuma una posizione b,,
tale che, pur essendo %+ 8, <2 retti, non esista un
foglio cosi grande da comprendere il punto d’incontro
della retta a con la retta ba; In altre parole: per
quanto il margine ! si allontani da un punto fisso del
piano, superando qualsiasi lunghezza ad arbitrio, il
sunto d’ incontro delle due rette cada sempre al di
5 di essa retta. In tal caso dobbiamo concludere che
le rette a e b, non Ss’incontrano effettivamente; il
quinto postulato cosi non sarebbe assolutamente vero;

e conseguentemente Si potrebbero avere due rette
come a e b, in un piano, che prolungate indefinita-

mente non s'incontrano, senza soddisfare alla condi-
zione che sia *+B.=2 retti o 180 gradi.

Tali rette. stando alla definizione euclidea, sareb-
bero parallele. Dunque la definizione di parallele in
Euclide esprime un concetto pitt generale di quello
che egli stesso attribuisce alle sue parallele.

Sj vede fin d’'ora come- sia logico ammettere 1 e-
sistenza di due specie di parallele :

Le euclidee: quelle che prolungate indefinitamente
non s’incontrano, ma tali che la somma degli angoll
interni da una stessa parte sia eguale a due angoli
retti: 4

Le non-euclidee, (pitt generali delle prime) quelle
che prolungate indefinitamente non s’incontrano, senza
che sia verificata la condizione di cui sopra. '

Queste sono, in sostanza, le considerazioni che hanno
dato luogo alla scoperta della nuova geometria. Si
vede anche come la geometria ordinaria non sia che
un caso particolare di una geometria piu generale,
dalla quale si passa alla prima introducendo delle
condizioni speciali.

5 — | comentatori greci. - POSIDONIO, filosofo stoico
del 1 secolo a. C., propone di chiamare parallele due
reite complanari ed equidistanti, senza preoccuparsy -
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del loro punto d’incontro. GEMINO, astronomo contem-
poraneo del primo, intravide la possibilita di avere
rette parallele nel senso euclideo, cioe che prolun-
gate non s'incontrano, ma tuttavia non equidistanti;
in altre parole egli considera le parallele come due
rette asintotiche (1). E questa una interpretazione
ardita che vedremo confermata dai moderni geo-
metri.

ToLoMEO (Il secolo d. C.) non Si occupa, come i
precedenti, della natura delle parallele, ma cerca di
dimostrare il quinto postulato nel modo seguente,

Fig. 2.

non troppo rigoroso, conservando pero alle parallele
1l significato euclideo. ,

Si abbiano due rette parallele m, n, (fig. 2) segate
da una terza s. Siano @« Py gli angoli interni a de-
stra, € % Py quelli interni a sinistra. Posto questo. la
somma % 1Py sara maggiore, 0 minore, ovvero uguale
a due retti. Ora Tolomeo ammette che (e qui sta il
punto debole della dimostrazione) se per una coppia
di parallele si verifica uno dei tre casi, altrettanto av-
venga per ogni altra coppia.

(1) Si dice asintolica unalinea (generalmente una cuirva) che
tm]qe_ ad i1dentificarsi con un’altra (generalmente una retta)
avvicinandovisi indefinitamente, senza perd raggiuneerla mai
se non all’infinito, Tale ¢, appunto, la relazione fra i rami del-
I"iperbole ed 1 suoi asintoti.
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Supponiamo allora che sia
oy + B < 2 R.
Allora sara anche
oo + Bs <2 R.
Ne segue
ay + By + % 1+ B <4 R,
il che & assurdo. Dunque non puo essere
gy -~ P <<2'R.
[denticamente si dimostra non potere essere
ae + Bo < 2 R,.
e perd deve essere
oy - By =2 R.

Con questo. Tolomeo conclude che due rette pa-
rallele, segate da una terza, rormano angoli interni da
una stessa parte la cui somma & due angoli retti; e
il quinto postulato sarebbe anch’esso dimostrato.

ProcLO, filosofo alessandrino (412-485), critica il
ragionamento di Tolomeo, € tenta dimostrare di-
versamente la cosa, introducendo l'ipotesi che la di-
stanza di due parallele si mantenga finita; ipotesi
che concorda perfettamente col concetto di equidi-
stanza delle parallele euclidee.

A questi matematici dobbiamo aggiungere SIMPLI-
cius (VI secolo) che & 'ultimo dei greci che si sia
occupato del quinto postulato. Le sue jdee pero Si
‘dentificano con quelle di Gemino e Posidonio.

Per mostrare come l'argomento delle parallele in
generale, e particolarmente del quinto postulato eucli-
deo, sia stato oggetto di ricerche presso 1 Grecli,
esporremo il seguente paradossale ragionamento col
quale alcuni sofisti pretendevano dimostrare che due
rette in un piano non s'incontrano mai, anche quando
segate da una terza formino angoli interni da una
stessa parte la cul somma sia minore di due retti.

D
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Siano m, n due rette segate dalla trasversale s
(fig. 3). Da quella parte di s in cui la somma degli
~angoli interni € minore di due retti, prendiamo su m, ed
n rispettivamente AD = BE = AC (C essendo il punto
medio di AB). Le due rette m, n non possono incon-
trarsi fra 1 punti 4, B e D, E perché in un triangolo
ciascun lato & minore della somma degli altri due.
Congiungiamo allora D. con E e prendiamo, a partire
dal segmento DE, due segmenti (su m, n) DF — EH =
- = DK (K essendo il punto medio di DE). Le rette m,

A
|

™ - s Ehe. F

o
//ﬁ |

:

]:igi 3!

L

n non possono incontrarsi fra i puntiD, Ee F, H per
le stesse ragioni; e poiché questa operazione pud
ripetersi all’infinito, 1 sofisti pretendevano concludere
che le rette m, n non Ss’incontrano.

L’errore sta in ci0 che con tale processo non si
puo raggiungere il punto d'incontro delle due rette :
ma questo non porta a concludere ch’esso non esista.

Tornando a Proclo, esponiamo ancora alcune sue
idee sulla questione del quinto postulato.

Egli-osserva che, pur ammettendo vero il teorema
che la somma di due angoli di un triangolo & minore
di due retti, non s1 pud a priori dir vera la reci-
proca: che cioe due rette, segate da una terza,
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quando formano angoli interni da una stessa parte la
cui somma sia minore di due retti, s’incontrano da
quella parte, in quanto che due lati di un triangolo sono
rette speciali. Resta a dimostrare che: se per alcune
coppie di rette (come i due lati d’'un triangolo) segate da
una terza e formanti angoli ecc. €cc. esiste un punto
d’'incontro, questo punto esiste per tutte le coppie di
rette che soddisfano alla stessa‘condizione.

A noi sembra che qui Proclo voglia troppo sotti-
lizzare e anche sofisticare. Perche se si vuole ammet-
tere senz'altro il quinto postulato, dubitare sulla re-
ciproca del teorema sulla somma di due angoli di

A
a - £
b H‘x\
R '
\\"H—“
Fig, 4,

un triangolo & assurdo; sarebbe lecito dubitare quando
si volesse ritenere dubbio il postulato euclideo.

6. — I filosofi Arabi. - Di questi, alcuni accettarono
le idee’di Euclide riguardo alle parallele e si limita-
rono a comentare gli Elementi; altri portarono con-
cetti nuovi alla quistione. Fra questi ultimi € da ri-
cordare NASIR-EppIn (XIII sec.) che riesce a dimo-
strare il teorema sulla somma degli angoli di un
triangolo indipendentemente dal concetto di parallele.
Per dimostrare il quale premette il seguente teorema:
Se due rette a, b (fig. 4) sono la prima perpendico-
lare e l'altra obligua al segmento AB, i segmenti di
perpendicolare calati da b su a sono minort di AB
dalla parte in cui AB forma con b un angolo acuto,

o =
e s -

o e S NE T e e e

= atoa il el

e

.

il e e e R
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maggiori di AB dalla parte in cui AB jorma con b
un angolo ottuso.

Ne segue subito che se due segmenti uguali 4B,
AE C&d{}ﬂ{} da una stessa banda e perpendicolar-
mente alla BB', la retta AA’ sara anch’essa perpen-
dicolare ai segmenti dati (fig. 5).

Inoltre si avra AA'=BB’'; e la figura AA'B'B
sara un rettangolo.

Con questo Nasir-Eddin ricava subito che la somma
degli angoli interni d un triangolo e uguale a due
retti. Per un triangolo rettangolo la cosa € manifesta,
essendo esso la meta di un rettangolo; per un trian-

A A

Fig. 5.

golo qualunquc si ottiene la dimostrazione SCompo-
nendo il triangolo in due triangoli rettangoli.

Ecco ora come il geometra arabo dimostra il quinto
postulato. La dimostrazione € divisa in due. parti.
Nella prima si suppone che una delle rette segate
dalla trasversale sia perpendicolare a questa. Noi
daremo la dimostrazione di questa prima parte, mo-
dificandola alquanto per renderla pii‘l chiara.

Siano BC, AD due rette: la prima perpendicolare,
I'altra obliqua alla AB (fig. 6).

Da un punto qualunque D di AD si conduca la
perpendicolare alla retta AB prolungata, ¢ sia M i[
punto d’'incontro. Da D s'innalzi (dalla parte di B) |
per pendicolare alla DM, e si prunda DE=MB. ]Der
1l lemma premesso, la F;:,ura MDEB e un rettangolo
e pero sara 1 angolo EBM uguale all’angolo CBM’
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essendo entrambi retti. Dunque la BC coincide con la
BE. Inoltre, nel triangolo rettangolo AMD, 1’angolo
MDA e acuto (teorema sulla somma degli angoli
di un triangolo): per cui il punto E, che si trova
sulla perpendicolare innalzata da DM fuori dell’angolo
DAM, cadra fuori di questo angolo. Allora i punti B
ed E sono Separati dalla AD, e perd la BC che coin-
cide colla BE, inconfrera necessariamente la AD.

Nel caso che anche la BC sia obliqua alla AB,
la dimostrazione dopo quanto Si €& detto € ovvia.
Resta in tal modo dimostrato il quinto postulato di
Euclide.

[.a questione pero € solo apparentemente risolta:

N E

\

M B A

Fig. 6.

perche la dimostrazione di ‘Na_sir:*Eddip* sebbene non
contenga contraddiziont e quindi sia !oglcamﬂﬂte accet-
tabile. pure essa dipende dalla verita del lemma enun-
ciato. la cui evidenza non ¢ certo maggiore di quella
del quinto postulato.

7 I geometri del Rinascimento. —*Sqlo verso la
meta del secolo XVI i geometri si cominciano ad, oc-
cupare dell’'argomento delle parallele. Cid si deve al
tatto che il testo di Proclo, Degli Elementt, fu pub-
blicato soltanto nel 1533 a Basilea. Ne iu stampata
ana edizione in latino a Padova nel 1560,

& & =
o e ——

s

e e

E__
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ComMmANDINO (XVI secolo) al significato di parallele
aggiunge il concetto di equidistanza.

CLAviO, di poco posteriore al primo, cerca dimo-
strare il postulato euclideo esponendo il teorema che :
la linea equidistante da una retta ¢ una retta.

Nel secolo XVII, CATALDI € il primo ad occuparsi
esclusivamente delle parallele, a differenza di quelli
sopra detti 1 quali trattarono di questo argomento inci-
dentalmente nei1 loro comenti al testo euclideo.

Nella sua « Operetta delle linee rette equidistanti et
non equidistanti », egli -identifica le parallele con le
rette equidistanti, basandosi sulla supposizione che
«rette non equidistanti convergono in un verso e diver-
gono (n nell’altro.

BORELLI riprende il concetto di CATALDI, aggiun-
gendo perd alcuni assiomi.

VITALE nega alle parallele un comportamento asin-
totico e cerca di provare, con una dimostrazione er-
rata, che il luogo dei punti equidistanti da una retta
¢ una retta. L’errore della dimostrazione sta nel fatto
ch'egli applica in caso generale un lemma da lui pre-
Messo in un caso speciale.

WALLIS (inglese), abbandonato il concetto di equidi-
Stanza, dimostra (o crede dimostrare) il quinto po-
stulato, basandosi sul principio intuitivo : di ogni fisura
esiste una simile di grandezza arbitraria. Se non che
a noi sembra che in questo principio sia gia implici-

tamente ammesso 1l concetto euclideo di parallele :

perche le proprieta delle figure simili dipendono ap-
punto dalla premessa del postulato euclideo, per cui
non e lecito derivare questo da quelle.

8. — Chiuderemo questo capitolo osservando come
la lprﬂposizione sulle parallele venga da alcuni autori
chiamata postulato, da altri addirittura assioma. l.a
cosa ha una certa importanza, trattandosi di un prin-
‘cipio la cui evidenza non & da tutti accettata per
manifesta,
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Postulato & la traduzione latina (postulatum) della

parola greca etema, che significa richiesta. Quando -

si enuncia un postulato si chiede che questo venga
ammesso senza dimostrazione come abbastanza evi-
dente.

Assioma & parola del tutto greca e vuol dire prin-
cipio intuitivo degno (ayicc) di essere accettato senza
dimostrarlo : anzi la cui dimostrazione € impossibile,
essendo un’idea fondamentale.

Tuttavia. esistono proposizioni che sarebbe dif-
ficile dire se siano assiomi o postulati, la distinzione
dipendendo in fondo dalla perspicacia intuitiva di diverse
intelligenze alle quali la stessa cosa pud sembrare
pilt 0 meno evidente.

Ma, tornando alla proposizione sulle parallele, il
fatto di avere cercato di essa una dimostrazione, di
avere dubitato sulla sua veritd, e finalmente la sco-
perta di una geometria da essa indipendente, o magari
fondata sulla sua falsita, mostrano la relativita dell’'evi-
denza dell’enunciate euclideo, si da porlo senz altro

fra 1 postulati.
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CAPITOLO I1.

I precursori della geometria non-euclidea.

|. — L’opera saccheriana. - E stato ‘'un geometra
italiano, 1l Padre Gerolamo Saccheri, gesuita (1667-
[733) a dare i1l maggior impulso alla fondazione della
geometria non-euclidea. Le questioni ch'egh ftratta
sul quinto postulato si trovano in un’opera pregievo-
lissima, stampata in Milano nel 1733 : U'Euclides ab
omnt naevo vindicatus, ciloe: Euclide rivendicato. In

2 essa l'autore dedica la sua parte

s _________16' maggiore a quegli argomenti che

lo inducono a concludere sulla

verita assoluta del quinto po-
stulato.

Per riuscire a tale intento, il
Saccheri si vale in fondo di un
A AMplo ragionamento per assur-

5 do. Egli concede, a coloro che

Fig. 7. dubitano sulla verita del postu-

lato euclideo, I'ipotesi della sua

falsita: e cerca fra le conseguenze di tale ipotesi
qualche proposizione contradittoria con I'ipotesi stessa,

.per concludere ch’essa & falsa, e quindi & vero il

quinto postulato.
La figura fondamentale del Saccheri & il quadri-
latero birettangolare isoscele, cio¢ un quadrilatero con

. due latt opposti eguali e perpendicolari alla base.

L’Autore deduce le proprieta di questo quadrilatero
dal seguente lemma:

Se in un quadrilatero ABCD (fig. 7) cogli angoli A, B
retti, i lati AD, BC sono uguali, anche I’ angolo C
e uguale all’ angolo D. E se i lati AD, BC sono di-
suguali, dei due angoli C, D, é maggiore quello adia-
cente al lato minore, e viceversa.
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Daremo la dimostrazione della prima parte di que-
sto lemma, mestrando com’ esso sia indipendente dal
quinto postulato.

Dimezziamo in M e in N rispettivamente 1 lati
DC, AB del quadrilatero (fig. 7 a): otterremo cosi due
quadrilateri ANMD, NBCM. Stacchiamo il quadrila-
tero NBCM dall’altro e ribaltiamolo sul piano del di-
segno in C'M'N’'B’ (fig. 7 b). Portiamo a coincidere il
lato B'N' col lato AN del primo. Allora, essendo per
“ipotesi ang. A — ang. B e quindi ang. A —ang. B', e
"AD=BC=B'C’, il vertice C' coincidera col vertice D.

' n
{
{
!
p N
Fig. T a. Fig. 7 0.

Supponiamo che il quarto vertice M’ cada in M''. Ma &
evidente che il punto M'" (che si pud considerare inter-
sezione di due circonferenze coi centri in D e N, e di
raggio DM'' e NM'') dovra necessariamente coincidere
col punto M: perché questo si puo considerare interse-
zione di due circonferenze aventi gli stessi cen-
tri D, N e- di raggi rispettivamente uguali ai primi,
essendo per costruzione DM"=C'M'=DM, e
NM''— N’M' = NM. Dunque i quadrilateri DMNA,
CBNM si possono far coincidere e perdo sono uguali,
per cui sara ang. D =ang. C. Questo lemma si pud
enunciare pitt generalmente, perche gli angoli 4, B
possono essere anche non retti, ma solamente uguali.
' La dimostrazione della seconda parte & ovvia.
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Abbiasi ora un quadrilatero ABCD birettangolo
(ang. A =ang. B=1 R) ed isoscele (AD = BC): nell'i-
potesi ‘euclidea anche gli angoli C, D sono retti. Ma se
noi @ priori neghiamo il quinto postulato, 1l lemma pre-
cedente (assolutamente vero, perché indipendente dal
concetto euclideo di parallele), ci viene a dimostrare
pilt generalmente che 1 due angoli C, D sono uguali,
senza esser necessariamente retti, e perd dobbiamo
ammettere che siano entrambi acuti o entrambi ot-
tusi. Queste sono le conseguenze logiche del lemma,.
per quanto a prima vista possano sembrare para-
dossali; pure, ci &€ forza accettarle nell’ipotesi della
falsita del quinto postulato.

[1 Saccheri discute le tre ipotesi rispetto agli an-
goli C, D del quadrilatero: ipotesi che egli denomina
rispettivamente dell’angolo retto (sistema euclideo,
C=D=1R), dell’ angolo acuto (C=D<1R), dell’ an-
golo ottuso (C=D=1R).

Le prime conseguenze del lemma enunciato sono
le seguenti:

A seconda che nel quadrilatero birettangolo isoscele
ABCD é werificata I’ ipotesi angolo retto, I’ ipotesi
angolo ottuso, l'ipotesi angolo acuto, si ha rispetti-
vamente: AB=CD, AB > CD, AB < CD.

Per quanto riguarda la prima ipotesi la dimostra-
zione € immediata.

Nell'ip. ang. ottuso, abbiamo visto che la perpendi-
colare MN, abbassata dal punto di mezzo M di
DC, divide il quadrilatero dato in due quadrilateri
ANMD, BMNC uguali, e pero sara ang. DMN =
ang. CMN=1 R.

Posto questo, consideriamo uno dei due quadrilateri,
p. es. ANMD: esso € birettangolo in M e in N, inoltre
e rettangolo in A, ed € ottusangolo (ip. ang. ottuso)
in A: dunque (lemma precedente) sara DM < AN.
Nello stesso modo si dimostra essere CM < BEN.
Dunque ¢ AB > DC (fig. 7 a).

Nell’ip. ang. acuto, le disuguaglianze s’'invertono, e
risulta AB < DC. ~




" Uip. ang. acuto, la somma de-
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A questa proposizione l'autore fa seguire queste
tre altre.

— Se in un solo caso e vera l'ip. ang. retto, essa e
pera in ognlt altro caso. |

— Se in un sol caso e vera l'ip. ang. acuto, essa e
pera in ogni altro caso.

_ Se in un sol caso e vera l'ip. ang. ottuso, essa é
vera in ognit altro caso.

[La dimostrazione delle quali serve ad affermare
I'incompatibilita della coesistenza delle tre geometrie
relative alle tre ipotesi in uno stesso sistema geome-
trico, ovvero: l'indipendenza
di ciascuna di esse dalle altre D c
due.

Conseguenza immediata del
teorema dimostrato € | altro
importantiSsSimo :

A seconda che sia verificata
'ip. ang. retto, l'ip. ang. otiuso,

gli angoli interni di un trian- A R
golo e rispettivamente uguale,

maggiore o minore di due an- Fig. 8.

goli retti.

Sia ABC (fig. 8) un triangolo rettangolo in B. SI
completi il quadrilatero tracciando AD — BC e nor-
male ad AB, e si congiunga D con C.

Nell ipotesi ang. retto i due triangoli ABC, ADC
sono uguali: e perd sara § =248, 1=".

[noltre & anche ¢« + 8+ v+ +8+1=4R.
ed essendo =B ="
sara e+ B+ yvy=o+8h+nu=2R

Ad un triangolo qualunque, la dimostrazione € ap-
plicabile, scomponendolo in due triangoli rettangol.

Abbiamo cosi una dimostrazione del teorema eucli-
deo sugli angoli di un triangolo, indipendentemente
dal significato di parallele. A questo risultato era
giunto anche Nasir-Eddin. Ma il geometra italiano ha
il merito di aver fatto dipendere questo teorema da

T e e L

T -_'—;':r_

S
— - - - —

e
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un lemma la cui evidenza & ben: pitt grande di quella
del lemma del filosofo arabo.

Supponiamo ora verificato 'ip. ang. ottuso, sara
allora AB > DC, e VS

e pero o=l Bty > o By o s
e =B S =20 R
dunque v+ p+7v>2R.

Nell’ip. ang. acuto si dimostra identicamente essere
a+B+rv<2R.

Scomponendo un triangolo qualunque in due trian-
goli rettangoli, si dimostra il teorema ingenerale.

B

¢
Fig. 9.
2. — Esponiamo ora un teorema le cui conse-

guenze sono notevolissime.
Sia ABC un triangolo rettangolo in C, (fig. 9): siano
M il punto medio dell’ ipotenusa AB, . N il piede

della perpendicolare abbassata da M su N ; si dimostra
essere

AN = NC (nell’ip. ang. retto)
AN < NC (nell’ip, ang. ottuso)
AN > NC (nell’ip. ang. acuto).

Per cid che riguarda I'angolo retto, la dimostrazione
¢ immediata. Nell’ipotesi ang. ottuso, la somma degli
angoli di un quadrilatero essendo maggiore di quattro
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retti, sara (considerande il quadrilatero NMBC, biret-
tangolo in N e in C):

ang. NMB +ang. MBC > 2 R;
ma essendo ang. NMB + ang. AMN =2 R,
risulta * ang. AMN < ang. MBC. '

Caliamo ora da M la normale MP al cateto BC; 1
due triangoli rettangoli AMN, MBP colle ipotenuse
uguali, in virtll della precedente relazione danno luogo
alla disuguaglianza ;. AN < MP. Inoltre nel quadrila-
tero trirettangolo NMPC, 'angolo NMP & ottuso (ip.
ang. ottuso); per cui sara (lemma fondamentale):

S MP<NC: "
unque. AN {NC W

M

Fig. 10.

Analogamente si dimostra nell’ip. ang. acuto essere
AN > NC.

La proposizione che segue & una estensione imme-
diata del teorema premesso.

Sia dato un angolo qualsiasi MAN (fig. 10). Sul lato
AM si prendano successivamente 1 segmenti uguali
9, 4y, Ag.... € Si costruiscano le rispettive proiezioni
a'y, a’s, ag'.... su AN. Allora si ha:

ﬂlf = Hg! — Hgf = o (Ip ang. I'Eﬂ'ﬂ)
a;' < ay <as <.... (ip. ang. ottuso)
a,' > ay' = a3 > .... (ip. ang. acuto)

La dimostrazione & ovvia e pearcio la tralasciamo,
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Dunque, nel caso che siano verificate le due EPO‘
tesi angolo retto e angolo ottuso, la serie a;’ +ay' +
g5’ + .... delle proiezioni & illimitata, potendo supe-
perare qualsiasi segmento grande a placere.

Abbiansi allora due rette AC, BD (fig. 11), la prima
obliqua, le seconda perpendicolare alla retta AB.

Nelle ipotesi ang. retto € ang. ottuso potremo sem-
pre trovare sulla AC un punto A, tale che, costruita
la sua proiezione A,  sulla AB, il segmento A,  sia
maggiore del segmento AB (1) o per lo meno uguale.
Percio la BD, normale al lato 4 4.’ del triangolo ret-
tangolo 4 A A.' incontrerd necessariamente I ipote-

nusa A,. In altre parole :

C nell’ip. ang. retto e ang.

ottuso,una perpendicolare

e un'obliqua s’incontrano;

con c10 si viene ad am-

mettere implicitamente la

verita del quinto postulato

di Euclide anche nell’ip-

ang. ottuso. Dunque : sia.

Fig, 11. mo partiti dalla falsita del

_ quinto postulato introdu-

cendo l'ip. ang. ottuso, abbiamo trovato una conse-

guenza in contraddizione con tale ipotesi;  Saccheri
per tanto conclude.che essa & falsa.

Risulta che le ipotesi logicamente accettabili sono
quelle dell’angolo retto e dell’angolo acuto.

E veniamo a quest’ultima.

Abbiamo visto nel lemma precedente, che nell’ip.
ang. acuto, le proiezioni ', ay', as'.... vanno sempre
diminuendo. Allora possono darsi due casi:

I. Che il segmento AB sia la somma delle proie-
zioni di un certo numero N di segmenti uguali ay,

(1) I1 segmento 4, s1 deve immaginare multiplo di un certo
segmento a) la cui prolezione sia a,’;. Per quanto piccola ti-
sulti tale prolezione rispetto ad 4B, il lemma precedente per-

mette, nelle due ipotesi ammesse, ’esistenza di un punto A4,’
2l di la del punto B,
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ag, a3.... dn (fig. 12). Se questo si verifica, la BD
coincidera con la retta A, 4, € percido incontrera ne-
cessariamente la obliqua AC nel punto Ax. -

[I. Che, per quanto il punto A4, si allontani dal ver-

As

Pt E'(Ar

Fig. 12,

tice A superando qualsiasi grandezza ad arbitrio, 1l |
. punto corrispondente A.' in proiezione cada dentro i
| AB. avvicinandosi sempre piu al punto B (fig. 13).
In altre parole il segmento AB € il limite della somma

4 A BlA%) o

=2
Big, 13:

delle proiezioni dei segmenti uguali sulla AC. Allora
la BD dovra ritenersi come la congiungente del punto
B col punto all’infinito della retta AC, € percio non

incontrera la AC. | L0
Pertanto: Nell’ipotesi ang. acuto esistono una per-

e S
S w = =
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pendicolare e un’obliqua a una stessa retta che non
s‘incontrar:o.

L’ipotesi dell’angolo acuto non porta dunque a con-
cludere sulla verita del quinto postulato. Si vede
quindi fin da ora la possibilita di costruire un si-
stema geometrico logicamente conseguente ed indi-
pendente dal postulato euclideo. Ma il Saccheri non
giunge a questo: Sempre pilt convinto intuitivamente
della verita della proposizione del geometra greco,
cerca tutti 1 modi per distruggere l'ipotesi dell’angolo
acuto, dichiarandola contraria alla natura della retta.

3. — Vediamo ora come Si possano costruire una
perpendicolare ed una obliqua alla stessa retta che
A non s’incontrino.

Si consideri un
triangolo ABC ret-

Fig, 14.

tangolo in B (fig. 14). Si prolunghi il lato BC. Pel vertice
A s1 conduca la retta DA in modo che sia ang. CAD =
ang. ACB La AD e la BC, la prima obliqua, la seconda
normale alla AB, non s’incontrano. Invero, se s’in-
contrassero in un certo punto X, nel triangolo ACX
la somma degli angoli interni CAX + AXC + XCA
supererebbe 1 due retti dell’angolo AXC, 1l che & con-
tro l’ipotesi. ~

Ver}iamo ora ad un’altra: proprieta importantissima
che si ha, nell’ ip. ang. acuto, in certe coppie parti-
colari di rette in un piano. |

Consideriamo (fig. 15) due rette complanari a, b
aventl in 4, B, una perpendicolare comune AR, Ve-
diamo cosa succede di queste due rette. Prendiamo
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sulla retta a un punto A’ e sulla b stacchiamo a par-
fire da B il. segmento BB'=AA’. Avremo cosi un
quadrilatero birettangolo in A, B, ed isoscele, sul
quale, per il lemma fondamentale applicato all’ip. ang.
acuto, sara A’B’ > AB. Preso un terzo punto A"’ su g,
stacchiamo sulla b a partire da B’ il segmento B' B =
— A’A’" - avremo il quadrilatero isoscele A'B'B""A"
ottusangolo in A’, B'. e percid acutangolo in 4", B"';
dunque,. sempre per il lemma, sara RGBT
o cosi via. Ne segue che le distanze 4B, A'B'.....

' I AL
A' )3_,__...-—""""'_-'-— a‘
Al _— B
!
3 S —— 1 '
B L 5
i ,-B .BH:
Fig. 15.

fra i punti delle due rette crescono oltre ogni limite,
perche tale operazione puo ripetersi indefinitamente;
le due rette a, b allora dovranno necessariamente
divergere. |

La stessa cosa si dimostra per il verso di sinistra
della normale AB; dunque: nell’ip. ang. acuto, due
rette tomplanari aventi una perpendicolare comune,
divergono indefinitivamente da bande opposte rispetto
alla loro perpendicolare. ;

Questo risultato, paradossale per le proprieta ordi-
narie della re:ta, € stata una delle ragioni per cui il
Saccheri fu indotto a rigettare anche I'ipotesi ang.

acuto.
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4. — Imitatori e continuatori del Padre Saccheri. —
Un continuatore dell’opera saccheriana.lo abbiamo
nel geometra svizzero LAMB:RT (1728-1777) il quale,
sulla figura fondamentale che & il quadrilatero triret-
tangolo, discute le tre ipotesi dell’ang. retto (che s’iden-
tifica col sistema euclideo), dell’ ang. ottuso ch’ egli
dichiara falsa, e dall’ang. acuto nella quale non trova
alcuna contraddizione. | |

Anzi 1l Lambert prosegue, in questa terza Ipotesi,
nelle sue deduzioni e scopre alcuni teoremi fra i qual;
notevole ¢ quella sulla deficienza del poligono, di-
mostrando che in un poligono di n lati, la somma
degli angoli interni & sempre minore di 2 (n—2) retti :
e piu precisamente « la differenza fra 2 (n—2) retti
e la somma degli angoli interni (differenza ch’egli
chiama deficientia) & proporzionale all’ area dello Stesso
poligono ». A questo egli giunse osservando che I’area
e la deficienza d’un poligono che & la somma dj pit altri,
sono rispettivamente la somma delle aree e delle de-
ficienze dei poligoni che lo compongono. |

Tuttavia anche il Lambert cerca di confutare la
terza ipotesi; ma procedendo.nelle ricerche non trova
nulla che lo porti a concludere sulla falsita del sistema
geometrico su tale ipotesi foridata: anzi trova alcune
analogie fra la geometria ordinaria della sfera e questo
sistema. Infatti, nella geometria ordinaria, I’area di un
triangolo sferico & dato dalla formula dove A,B,C,
sono gli angoli ;

(A + B + C —x);
mutando 1n questa il raggio v nel raggio imaginario

TVH’—I:

diventa: y2(r— 4 — B — @)

che € appunto la formula dell’area di wun triangolo
piano nella terza ipotesi di Lambert.
In sostanza il metodo seguito dal Lambert per affer-

W

mare la verita del postulato euclideo & analogo a
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quello del Saccheri; ma il matematico svizzero €
andato piu oltre nelle sue ricerche, senza perd ri-
solvere completamente la questione.

5. — Geometri francesi nel secolo XVIII. - Un no-
tevole interesse alla teoria delle parallele presero i
francesi verso la fine del secolo decimottavo.

D’ALEMBERT, infastidito delle ricerche infruttuose
sulla questione, propone di troncare ogni discussione
con una buona definizione della linea retta. Egli chiama,
scherzando, le parallele lo scandalo della geometria.

[LAGRANGE fa notare 1’ indipendenza della trigono-

metria sferica ordinaria dal quinto postulato (cio era
stato osservato anche dal Lambert); e quindi la pos-
sibilita di una geometria da esso indipendente.

Ma soprattutto notevole e 'opera del LEGENDRE (1752-
[833). che per certi riguardi pud paragonarsi a quella
del Saccheri e del Lambert per cio che concerne la
teoria delle parallele e specialmente la dimostrazione

del quinto postulato. | |
Legendre scarta a priori 'ipotesi dell’angolo ottuso,

ponendo in principio il teorema: ‘ _
In qualsiasi triangolo la somma degli angoll intermt
> minore (ip. ang. acuto) o ¢ uguale (ip. ang. retto)

a due angoli retti. | _ :
La dimostrazione che riportiamo € fondata sulla

i e o Ll
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verita del postulato di Archimede, sulla infinita della
retta.

Siano, su d’una retta data, n segmenti ugualt A; 4o,
As Az..... A, A, + I (fg. 16). Su di essi come base
si costruiscano n triangoli eguali 1 cui vertici Siano
By Bo.aue Ba, tutti.dalla stessa banda della retta.

Otterremo cosi (avendo congiunti i punti B B,
By Bs....) altri n— I triangoli uguali fra di loro, ma
non uguali ai primi se non st ammette 'ipotesi eucli-
dea. Completiamo la figura col triangolo B, Br4+; An4q
uguale ai precedenti. Indichiamo con § I’angolo B; del
triangolo 4, B; A, e con « I’angelo Ao del triangolo
B, A, Bg. Dico che § non puo essere maggiore di o.
Concediamo allora che possa essere 8> «. In tal caso,
avendo 1 triangoli A,B,4., 4A3B;B, due lati rispettiva-
mente uguali per costruzione (4;B, = AyB,, A9B; in
comune) sara

A, Ay > B; By
Inoltre la spezzata A; B; B,..... Batq Anty € mag-

- giore del segmento Ay Aq+4; ; percid avremo :

A, Bl -+ HBI Bg + Bn—i-l An--i—l l‘-‘-'. nA1 Ao

ed avendo ammesso B>« e quindi A4, 4, > B; Ba
sara : 2141 Bl = (B'l Bg = A] 0d ).

Ma per n abbastanza grande (1) questa disugua-
glianza contraddice il postulato di Archimede: perché,
per quanto sia piccola la differenza B; By — Ay A, ri-
spetto ad Aj By, S1 deve poter sempre trovare un
multiplo, secondo un ‘certo numero n di tale differenza,
che sia maggiore di 2 Ay B;. Dunque non pud essere
Ay Ay > B Ag; e quindi ¢ assurdo supporre = «. Se-
gue che € B <o« e la somma degli angoli del trian-
golo A, By 4s ¢ minore od uguale a due retti. Cosi &
eliminata I'ipotesi dell’angolo ottuso.

(1) T punti sulla retta data possono essere in numero qual-
sivoglia. :
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Legendre dimostra in seguito il teorema:

Se in un solo triangolo la somma degli angoli e
minore od uguale a due angoli Tettl, é minore od
uguale rispettivamente in ogni altro triangolo.

Questa proposizione mostra I’ incompatibilita delle
due ipotesi dell’angolo acuto e dell’angolo retto. Re-
sta adunque a decidere quale di esse sia la vera. A
tale scopo Legendre dimostra il seguente teorema:

La somma degli angoli di un triangolo e uguale @
due angoli retti, che giustifica I'ipotest euclidea.

Dimostreremo il teorema per un triangolo rettan-

Ey

golo. Scomponendo un triangolo qualunque in due trian-
ooli rettangoli si ottiene la dimostrazione in generale.

Sia ABC (fig. 17) un triangolo rettangolo C. Sup-
poniamo gli ang. A + B+ C=>2R. Da un punto D
ad arbitrio sulla AB si conduca la perpendicolare DE
al lato BC. Nel quadrilatero birettangolo in C e in E,
avendo ammesso | ipotesi dell’ angolo” acuto, sara
ang. CAB + ang. EDA < 2R: e poiche ang. EDA +
ang. EDB = 2 R, sara ang. EDB > ang. CAB.

Preso un altro punto D sulla AB, si ripete la co-

" struzione precedente. Otterremo I angolo Ey Dy B

maggiore dell’angolo A; ma minore dell’angolo EDB.

Allora I’ angolo generico D si puo considerare come
una determinata funzione crescente del segmento AD,
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Diamo a tale segmento il valore zero, cio& suppo-
niamo che il punto D si porti in A. Avremo in cor-
rispondenza un angolo ExAB, e sara ancora AE, per-
pendicolare alla BC. Allora nel triangolo AE.C, la
somma degli ‘angoli interni € maggiore di due retti,
.il che & contradditorio con I'ipotesi ammessa, la quale
¢ per tanto falsa.
Dunque si avra ang. 4 + ang. B + ang. C =2 R.

6. — Chiuderemo questo capitolo sui precursori della
geometria non-euclidea accennando a WoLFANG BOLYAI
(1775-1856) e FEDERICO WACHTER (1792-1817).

Il primo di essi cercdo dimostrare il quinto po-
stulato, partendo dall’ ipotesi che & sempre possibile
costruire un cerchio passante per tre punti che non
sono in linea retta. 11 secondo dimostrd che quat-
tro punti arbitrari nello Spazio (ma non collineari)
determinano unda superficie; e che due di tali super-
fici si segano in una linea determinata da tre punti.
La superficie e la linea in discorso sarebbero identi-
ficabili colla sfera e col cerchio. Le ricerche di Wachter
non avrebbero molta importanza per se stesse: egli
pero merita di esser ricordato per un colloquio epi-
stolare ch’ebbe con Gauss, dove si parla gia di una
geometria anti-euclidea, la quale corrisponderebbe pie-
namente a quella nell’ipotesi dell’angolo acuto, intro-
dotta per primo dal nostro Saccheri.
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CAPIT QLGOS
I fondatori della geometria non-euclidea.

{. — CarLO Feperico GAuss. - Fra 1 primi che
abbiano avuto un ’idea chiara di un sistema geome-
trico indipendente dal quinto postulato & Carlo Fede-
rico Gauss (1777-1855).

Quale influenza abbiano avuta su di lui le opere
del Saccheri e del
Lambert non si1 puo
precisamente affer-
mare. 1 A

E tuttavia facile M il
che egli abbia avuto
qualche conoscenza §

dell’ « Euclides ab

omni naevo vindi- /
catus » e della -

« Theorie der Pa- / *
rallellinien ». Anche

Gauss, come Sac- * i
cheri, tenta di dimo- Fg. 18.

strare la verita del

quinto postulato partendo dall'ipotesi della sua falsita;
ma poi, non contento delle conclusioni a cui giunge, ab-
bandona la questione esponendo i principi di una nuova

geometria indipendente dall’ enunciato’euclideo. Nelle

'q

sue Meditationes (com’egli denomina le sue ricerche °

intorno alle parallele, ricerche che seguirono per ben
quarant’anni) ecco come-Gauss definisce le parallele :
" Qjano MN, RS (fig. 18) due rette poste nello stesso
piano e segate da una trasversale AB fissa. La MN
non incontri la RS.

Se la retta MN e tale che ogni retta condotta per
A e compresa nell’angolo BAN incontri la RS, allora

la MN si dice parallela alla RS.




vra coincidere con la MN (fig. 19).

che esista un’altra retta n per B esterna all” angolo
BAN che sia parallela (verso destra) alla pS.
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Osserviamo subito che Gauss ammette il paralle-
lismo della MN alla RS in un dato verso: nel caso
della figura la MN & parallela alla RS verso destra,
La trasversale AB ha appunto l'ufficio di determi-
nare 1 due versi distinti di parallelismo. Cosi la pa-
rallela alla RS verso sinistra non & necessariamente
la M ; supporre questo sarebbe fare un’ipotesi equi-
valente al postulato euclideo.

Segue subito dalla definizione stessa di parallele
che da un dato punto 4 si pud condurre una sola

q )

bhe

Filg, 10,

paral’e’a MN, in un verso dato, ad una data retta RS.
Invero, qualunque altra retta 'm uscente per 4 e
compresa nell'angolo BAN che non incontri [a RS do-

Ne si puod ammettere

y Per-

che, in tale ipotesi, dovendo le rette n ed RS soddi-
stare alla definizione gaussiana dj parallele, tutte |e
rétie comprese nell’angolo BAn e passant; per 4, do-
vrebbero incontrare la RS; e quindi anche la MN
dovrebbe incontrare la RS. Il che & assurdo.

Cosi dimostrata I’'unicita della parallela in un dato
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verso, ne segue che per Gauss da un ‘punto dato si
possono condurre due sole parallele a una retta data.
Dalla definizione gaussiana non risulta evidente la
reciprocita del parallelismo, cio¢ che anche la RS sia
parallela alla MN. Ecco come si puo dimostrare la cosa.
Supponiamo infatti che la RS (fig, 20) non sia pa-
rallela alla MN. Sia invece la m la parallela a quella
retta. Ammettiamo che la m cada di fuori dell’angolo

SBA. |
Per la definizione stessa di parallele, tutte le linee

Fig. 20,

per B e comprese nell’angolo mBA4 dovrebbero in-
contrare la MN: e pero anche la RS dovrebbe incon-
trare la MN: ma allora la MN non sarebbe piu paral-
lela alla RS, contro l'ipotesi; dunque la m non puo
essere parallela alla MN. Analogamente si dimostra
non esistere altra retta n parallela alla MN cempresa

nell’angolo SBA.

Dimostriamo finalmente che anche per Gauss due
rette parallele (in un dato verso) ad una terza sono
parallele fra loro (nello stesso VErso).

Siano M Ni, My No (fig. 21) due rette entrambe

narallele (verso destra) alla retta MN. Anzitutto &
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chiaro che le due rette M;Nj, My Ny non possono
incontrarsi in uno stesso punto, perche se cid avve-
nisse si potrebbe da questo punto condurre due pa-
rallele nello stesso verso a una retta. Di pil, qua-
lunque retta m per C e compresa nell’angolo 4 C Ns
dovendo incontrare (per ipotesi) la MN, seghera ne-

~ cessariamente anche la M; Ny la quale & compresa

fra la MN e la My Ny. Dunque le rette MN, Mgy Ny
sono parallele. Analogamente si dimostrerebbe la cosa,
ove la MN fosse compresa fra la M, N; e la My No.

Eigt=01s

~ Gauss da inoltre il concetto di punti corrispondenti
su due parallele. I punti A, B sono corrispondenti
quando la retta AB forma con le parallele m, ms due
angolt A, B uguali da una stessa parte (fig. 22).

Segue subito che date tre parallele my'm,ms (Gg. 23)
(nello stesso verso) se *4, B sono punti corrispon-
dentt e B, C sono anch’essi corrispondenti, anche
A, C sono corrispondenti. '

Qui terminano le ricerche di [Gauss, ma & bene
fare alcune osservazioni sulle ultime considerazioni.
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[l concetto di puntt corrispondenti, trasportato al
caso In cul le rette miy; mg mg.... appartengono a un

|

fascio, cioe per un punto (fig. 24), c1 permette di
definire la circonferenza come il luogo del punti cor=

W
Bio 523,
rispondenti di un punto dato sulle rette di un fascio.

Questo luogo pud anche construirst quando le rette
del fascio sono parallele. Nel caso euclideo si ottiene

i
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una retta; negando 1’ipotesi euclidea, si ottiene una
linea che ha una certa analogia con la circonferenza,
ma che non € una circonferenza. Ed € evidente che
tre qualunque de’ suol punti non appartengono a una
circonferenza. Tale linea puo imaginarsi come limite
di una circonferenza il cui raggio divenga infinito.
Gauss trattd la sua geometria anche analiticamente, e
nelle sue formule compare una costante k, nota la
quale si pud risolvere qualunque problema.

m‘s 1 Fig- 24.

[n questa nuova geometria la lunghezza della cir-
conferenza di raggio r & data dalla formula

'ﬂ:k(ﬁ ";”——e“%)

Gauss aggiunge che, ove si voglia metter d’accordo
la nuova geometria con ’esperienza, bisogna supporre
k infinitamente grande rispetto a tutte le grandezze
misurabili.

Invero, facendo nella precedente k=0 si ottiene
I'espressione 2mr della circonferenza ordinaria (1).

_ (1) Sostituendo a ciascun esponenziale il suo sviluppo in se-
rie, s1 ha:

k( M _L) : oy 73 | o
T e —_0 —= 27K —
f 2 : (ﬁ: dE el I:‘5I+ """ )

] 12 ri
=2T”.(I ' k23! i Fa'i.51+""')
e al limite per k=00, si ottiene 277,
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Gauss non prosegui le sue Meditationes sulla nuova
geometria, perche nel 1832 conobbe l'opera di Gio-
VANNI BOLYAI sulla geometria assoluta.

2. — La geometria astrale di SCHWEIKART. - Con-
. temporaneamente ed indipendentemente dalle ricer-
che di Gauss. svolse le sue il giurista SCHWEIKART
(1780-1857), autore di una Geometria astrale, la quale
s’identifica facilmente con il sistema geometrico sac-
cheriano e lambertiano nell’ip. ang. acuto.

Schweikart spedi a Gauss una lettera nella quale
esponeva le seguenti dichiarazioni sulla geometria
astrale:

« Esistono due tipi di geometria; una geometria in
« senso ristretto, la euclidea, e una geometria astrale.
« [ triangoli di quest’ultima hanno la particolarita che
« la somma dei loro angoli non €& uguale a due an-
« goli retti. Cido posto, si pud rigorosamente dimostrare :

«a) che la somma dei tre angoli d’'un triangolo &
« minore di due angoli retti;

« b) che questa somma €& tanto pit piccola quanto
« pit grande & l’area del triangolo (1);

«c) che l'altezza di un triangolo rettangolo iso-
« scele, pur crescendo col crescere dei lati, non pud
((tuttavia superare un certo segmento che io chiamo
«« costante.

« La geometria euclidea vale nell’ ipotesi che la
«.costante sia infinitamente grande. Solo allora &
« vero che la somma dei tre angoli di un triangolo €
« yguale a due retti: e cio si lascia facilmente dimo-
(« strare ».

Schweikart, nella sua opera, nomina esplicitamente
il Saccheri e il Lambert, per cui non v'e alcun dubbio
sull’influenza di questi due geometr: su di lui.

Gauss ebbe a lodare assai Schweikart, dichiarando
di concordare perfettamente in tutto quanto egli svolse

(1) Concorda pienamente col teorema di Lambert sulle defi-
cienze di un poligono.
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nella Geometria astrale; anzi compi l'opera risolvendo
altre questioni.

[mportante & il fatto ch’egli giunse a determinare
11 valore limite dell’area di un triangolo, quando 1 tre
vertici vadano all’ infinito, valore espresso dalla formula :

5 .G
$og ip. (1 £V 21*

essendo C la costante di Schweikart.

E bene insistere sul significato di limite superiore
dell’area di un triangolo.

Schweikart fu indotte ad ammettere un limite a
tale area, solo come conseguenza dei fondamenti della
geometria astrale. Ora € noto che Gauss, indipenden-
temente da qualsiasi postulato in contradizione con
I"ipotesi euclidea, aveva intuito a priori la possibilita
di un tale limite, negando essere assolutamente vero
quello che comunemente viene ritenuto per assioma,
cioe che l'area di un triangolo (rettilineo) i cui ver-
tict vadano all’infinito, tenda anch’essa all’infinito. —

A tale riguardo cosi Gauss si esprime :

(« Quasi tuttt vorrebbero dare a‘ cio il titolo di as-
«sioma, 10 no;: potrebbe mfatta accadere che per quanto
(« lanram fassero fra loro t vertici di un triangolo nello
« Spazio, la sua area fosse non di meno sempre :nfe-
Criore ad un limite assegnato ».

La scoperta della geometria asirale di Schweikart
conferma cosi effettwamente I'ipotesi gaussiana.

La costante C di Schweikart e la costante k di
Gauss (quest’ultima [’abbiamo vista nella formula

della lunghezza della circonferenza) sono legate dalla
seguente relazione :

e
~log (14 V2)

Finalmente osserviamo che se nella formula del
limite superiore dell’area di un triangolo, facciamo
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C — oo : ciog, secondo quanto avverte lo stesso Schwei-
kart, supponiamo la costante infinitamente grande ri-
spetto a tutte le grandezze ordinarie, l'area assume an-
ch'essa un valore infinito.

3. — Sistema geometrico di LOBACEFSKI - Tale
sistema fu identificato facilmente con quello di Gauss
e di Taurinus e con quello di Bolyai che vedremo in
seguito. Prima di parlarne dobbiamo riportarct a un
argomento gia svolto trattando dell’ip. angolo acuto
del Sacchersi.

Siano due rette a, b (fig. 25) la prima normale,

b

Fige 20.

I’ altra obliqua alla retta AB, che non S’ incontrano.
In tale ipotesi esistera un certo triangolo BAC ret-
tangolo in A4, tale che sia ang. BCA —= ang. CBM.

Ora, la posizione. relativa delle due rette date a, b
puo esser tale che non esista nessun punto D sulla
retta a, per il quale l'angolo B DA sia uguale a un
certo angolo DB N, la retta BN essendo compresa
nell’angolo A BM. Allora le rette non incidenti a, b
s'identificano colle parallele gaussiane, perche la retta
B N incontrerd necessariamente la retta a.

[l caso particolare della retta a, b non esclude pero
la esistenza di punti come D; tali che a ogni trian-
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golo rettangolo A B D, corrisponda una retta come BN,
esterna all’angolo A BM e non incidente in a ma
tuttavia non parallela alla a.

In altre parole la parallela b alla a.separa il fascio
delle rette non secanti la a dal fascio delle secanti
la a stessa. .

Facendo le medesime considerazioni per il verso
di sinistra, risulta :

Presa una retta e un punto fuori di essa, esistono
due rette distinte passanti per il punto dato, le quali
Separano 1l fascio delle rette secanti la retta data, dal
fascio delle non secanti la retta medesima (fig. 26)

L ]

|
A
o - feeanti E %:\ }Mffm;f;
[th'aﬁb b {Jf.:uﬂ : sz.uf ¢ ﬁdmfﬁi
Ko | F 0
i
" Fig. 26.

Questo & il significato delle parallele di Lobacefski
Pero In L{_:}bacefski 1 due versi di parallelismo sono
determinati dalla: perpendicolare 4 B condotta dal
punto A alla retta data R S, mentre in Gauss Ja tra-
sversale 4 B non fa un angolo determinato colla
RetiasRes,

Gli angoli «, B delle due parallele colla normale 4 B
S1 dicono angoli di parallelismo.

Inoltre Lobacefski (e qui & la sostanziale differenza
dalle parallele gaussiane) introduce il concetto di di-
Stanza di parallelismo, e trova una relazione fra questa
distanza e I’angolo di parallelismo. Cosi, data una
retta RS e un punto A fuori dj essa, al segmento

a — A B, corrisponde un certo angolo o di parallelismo
(fig. 27).
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Per indicare I’angolo di parallelismo corrispondente
alla distanza a, Lobacefski adopera il simbolo = (@).
In Euclide, qualunque sia a, si ha sempre = (a) = 90"
In Lobacefski = (a2) & una ben determinata funzione
di @ che tende a 90° quando a tende a zero, e che
tende a zero quando a tende all’ infinito; ciog, simbo-
licamente :

lim = (a) =90°

a=0
lim = (a) =0
@ — oo

1.’indole del nostro lavoro elementare non ci per-

A

Qa

J’[ .
R L e =
B Fig. 21.

mette di espotse in qual modo 1l geometra russo sia
pervenuto alla scoperta cosi esplicita di questa deter-
minata funzione. Una dimostrazione grafica € nelle
figure 28 e 28 4.

E evidente perd ch’essa e di capitale importanza,
perche ci permette di costruire effettivamente le pa-
rallele, mentre in Gauss bisogna accontentarsi di stu-
diarne le proprieta, supponendole gia costrutte (a10):

(x) A tale scopo Lobacefski si serve della relazione seguente
da lui trovata, fra la distanza a di parallelisme e il corrispon-
dente angolo « di parallelismo:

- (R
tang. — g —e , U
2
dove u ¢ il parametro nel piano (cfr. Taurinns) corrispondente

al sistema lobacefskiano, e che si pud concepire come il limite
delle lunghezze che st sanno costruire.
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Alle parallele lobacefskiane rimangono tutte le pro-
prieta delle parallele gaussiane (reciprocita, ecc.) che
abbiamo dimostrato.

La teoria delle parallele nel sistema Lobacefski
(sistema esposto nella sua opera Pangeometria o Geo-
metria imaginaria) &€ preceduta dai teoremi sui trian-
goli, quelli stessi gia enunciati dal Legendre, dal
Lambert, e prima ancora dal Saccheri nell’ip. angolo
acuto.

Ora occorre rilevare un’altra importantissima pro-

i

Fig. 28,

prieta delle parallele lobacefskiane, g1a espressa da
Gauss nelle sue Meditationes e persino dal nostro
Saccheri; ciog il carattere asintotico di due: parallele.

Dimostreremo cio¢ che la distanza de; punti di una
retta da quellt della sua parallela pud renders; pill
piccola di quanto vuole.

Siano a, b due parallele Da un punto A della
prima, caliamo A B perpendicolare alla seconda. Rer
a relazione ora esposta che legano | angolo « di
parallelismo alla distanza 4B di parallelismo, avremo
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che. essendo il segmento AB finito e diverso da zero,
’angolo « sara compreso fra 0° e 90°; e percio sara
acuto. Analogamente, se da un secondo punto A’ dia
caliamo A'B’ normale a b, 'angolo ¢’ sara acuto. Allora
I’angolo B adiacente sara ottuso; e percio nel quadrila-
tero ABB’A’ birettangolo in B e B il lato A'B" & minore

& i W e W

Fig. 28 a.

del lato AB (lemma di Saccheri). Similmente, se si ri-
petono le stesse considerazioni per il quadrilatero bi-
rettangolo A'B'B''A", risulta AUBY = AlB e cosi
via. Dunque le distanze AB, A'B, A''B.... dei punti
di a da quelli di b vanno sempre decrescendo: d'altra
n potranno mai diventare nulte, per 1l fatto

parte 1o
stesso che le rette a, b sono parallele. Con ci0o €

dimostrato il loro asintotismo.
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4 — GIlovANNI BoLyAlL - Dell’ opera di Giovanni
Bolyai & inutile parlare per esteso, perche giunge-
remmo alle medesime conclusioni gia trovate da Gauss
e da Lobacefski. Le ricerche di Bolyai sono nella sua
tamosa opera La geometria assoluta, pubblicata nel 1832
come appendice ad un’ opera del padre Wolfango. E
scritta in latino. Il titolo merita di essere ricordato;
s il seguente: Appendix Sscientiam Spatii absolute ve-
ram exhibens a wveritate aut falsitate axiomatis XI
Euclidis (haud a priori decidenda) independentem :
cioe : « Appendice nella quale si espone la scienza dello
spazio assolutamente vera ed indipendente dalla ve-
rita o dalla falsita dell’assioma XI di Euclide (1), fal-
sita che tuttavia non S1 pud riconoscere a priori.

Daremo alcune notizie della vita del grande mate-
matico ungherese, perche € una figura originalissima
ed interessante.

Giovanni Bolyal nacque nel 1802; ebbe i primi ru-
dimenti nelle classiche discipline e nelle matemati-
che dallo stesso padre Volfango. Ben presto il geni-
tore ebbe ad accorgersi di una meravigliosa disposi-
zione di Giovanni per le matematiche; enunciato un
teorema, 1l giovanetto ne intuiva subitamente la di-
mostrazione. Comincido 1 suoi studi su Euclide per
darsi poi alla lettura delle opere di Gauss ch’era
amico di suo padre. A dodici anni era versatissimo
nel calcolo differenziale ed integrale. Conservo pa-
rimente il gusto per la letteratura classica: ne’ suoi
componiment: letterari 1mitava con facilita ed ele-
ganza lo stile conciso € robusto di Tacito. Coltivod
con buon successo anche la musica, si da divenire
uno dei piu eccellenti virtuosi di violino. Entrato non
ancora ventenne nell’Accademia militare dell’esercito
austriaco a Vienna, supero i suoi compagni nello stu-
dio delle lettere e della matematica;: né era ad al-
cuno secondo negli esercizi ginnastici e sportivi, spe-

(2) In alcuni trattati, il V postulato sulle parallele era an-
che delto assioma X1 di Euclide.

i
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cialmente nel tirare di scherma; la quale ultima pas-
sione lo perto talvolta a conseguenze non belle.

Fin da quando era in famiglia, concepi i1l disegno di
dimostrare il quinto postulato, sebbene da cio il pa-
dre lo avesse piu volte distolto. In queste sue prime
ricerche fu aiutato da un suo giovane amico il quale
poi abbandono gli studi della matematica per quelli
delle leggi. Ma senza frutto furono le discussioni che
si svolsero fra i due amici. Fu solo nell’ Accademia,
quando aveva all’incirca ventidue anni, che Giovanni
riusci a gettare le basi positive del suo nuovo edi-
fizio geometrico. Quale fosse la gioia del giovane
matematico si puo facilmente comprendere: aveva
finalmente risolto un problema la cui soluzione era
per lui un incubo continuo. Spedi al padre il mano-
scritto, esprimendo in modi assai vivaci la propria
soddisfaziene. Fra l'altro Bolyai dice: Ho creato dal
nulla un nuovo mondo; intendeva cioe dire come egli
avesse costruito la sua nuova geometria senza il
soccorso di alcuna teoria precedente, ma solo partendo
da principi logici appartenenti alla pura intuizione. Il
padre spedi il pacco a Gauss. La risposta che Gauss
dette a Volfango fu, in sostanza, la rovina del giovane
matematico.

La lettera di Gauss cominciava a un dipresso cosi:
« Se comincio col dirvi che non posso lodare l'opera
di vostro figlio Giovanni, non vi meraviglierete, per-
che sarebbe lo stesso che lodare l'opera mia. » E pro-
seguiva accennando alla sua opera sulle parallele e
alle ricerche svolte nelle Meditationes, di cui abbiam o
gia parlato, per terminare col dire che le conclusioni
a cui era giunto Giovanni erano gia state da lui molto
tempo prima Scoperte.

Tuttavia Gauss riconobbe un merito nell’opera di
Bolyai : perche, venuto a conoscenza dell'Appendix, si
astenne dal pubblicare le sue ricerche non solo per-
che la loro pubblicazione, dopo il lavoro di Bolyai, non
avrebbe avuto il pregio dell’originalita, ma sopratutto
perche la geometria assoluta di Bolyai era un’opera

=
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completa e perfetta dove i fondamenti della nuova
scienza venivano esplicitamente ed arditamente espo-
sti in modo affatto razionale. La qual cosa non si po-
teva dire per | opera gaussiana sulle parallele, con-
sistente pilt che altro in pechi frammenti ed abbozzi
schematici della nuova dottrina. Volfango Bolyai cerco

in tutti modi di diminuire nel figlio la dolorosa sor-

presa, € per consolarlo gli scrisse che in fondo era
orgoglioso di lui che aveva saputo concepire da solo
quanto era stato immaginato da una mente come

‘quella di Gauss, e che questo fatto tornerebbe ad

onore di tutta lUﬂgherla

Ma ben altro furono le impressioni del figlio il
gquale, non certo persuaso della verita del noto pro-
verbio francese: les beaux esprits se rencontrent,
sospettd che il padre nelle sue corrispondenze con
Gauss gli avesse comunicato le sue ricerce sulla
geometria assoluta, e che Gauss si vantasse poi di
avere, da solo, tratte le originalissime conseguenze
di tale disciplina.

Da questo momento la mente del giovane comin-
cio sensibilmente a turbarsi; concepi un’avversione
ingiustificabile per Gauss, e la mantenne per tutta
la vita.

Divenuto di carattere irascibile, ebbe parecchi
duelli con 1 suoi colleghi dell’ Accademia e del-
['esercito. Tornato in famiglia stefte in continua lite
col padre, fino a che wun giorno arrivo a sfidarlo a
duello!

Tuttavia, saputo che Gauss si asteneva dal pubbli-
care le sue Meditationes; si accinse alla pubblica-
zione della sua geometria; per consiglio del padre la
scrisse in latino, come la lingua ch’era pitt diffusa fra

1 dotti dell’ Unghena

Ma né la soddisfazione che da tale pubbhcazmnc
doveva derivargli, né la gloria e la fama che glie ne
vennero, valsero a modificare 1l suo carattere dive-
nuto ormai ipocondriaco € misantropo.

Ritiratosi a vita privata, conduceva i giorni disor-
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dinatamente : talvolta gli atteggiamenti della sua mente
prendevano la forma della pazzia.

Concepiva i disegni pit assurdi: fra l'altro ided un
sistema di scrittura universale basato sui simboli
musicali; sistema che poi si riconobbe assolutamente
inattuabile. Parecchi anni avanti la sua morte (mori
nel 1860) si era fatto construire il cataletto nel quale
soleva riposare; nel suo testamento lascio scritfo che
sulla tomba venisse scolpito un pomo in memoria di
Eva, di Paride e di Newton.

Ma forse abbiamo gia troppo detto della figura di
Bolyai, e il lettore vorrd perdonarci questa piccola

digressione. Aggiungeremo qualche considerazione

generica sulla geometria assoluta.

Come & detto nel titolo, le proposizioni che vi sono
messe in rilievo sono dimostrate indipendentemente
dall’enunciato euclideo.

Bolyai non si preoccupa cella verita o della falsita
del quinto postulato, ma tratta la geometria in un
modo pilt generale, formando cioé una scienza asso-
luta dello spazio, nel senso etimologico della parola (1) :
una scienza geometrica non soggetta ai vincoli che
derivano dall’ammissione del postulato sulle parallele.
Se tale postulato sia, vero o falso, poco importa al-
Pautore, perche la sua geometria ne € indipendente.
Ammesso questo, egli enuncia alcuni teoremi gene-
rali, fra i quali notissimo e il seguente :

Le circonferenze che hanno per raggio [ lati di un
triangolo, stanno fra loro come i seni degli angoli

OppOStL.

Bolyai termina la sua Appendix. colla risoluzione

della quadratura del cerchio; mostrando cosi che tale
problema € assolutamente possibile, € che € invece
impossibile se si accetta il quinto postulato.

5 _ BERNARDO RIEMANN. - Ed ora occupiamoci
del sistema geometrico di Riemann (1826-1866) che

e ———

e

(1) Absolytis viiol dire appunto disciolto, senza vincoli.
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s'identifica con quello fondato sull’ipotesi del Saccheri
dell’angolo ottuso e con quello del Lambert.
Consideriamo due rette (fig. 29) poste nello stesso
piano ed aventi una perpendicolare comune. Co-
strutamo, come -abbiamo fatto nell’ip. ang. acuto, i

quadrilateri isosceli successivi 1, 2, 3..... E facile
dimostrare che in questa nuova ipotesi i lati 4 B,
A'B', A"B" .. .. vanno sempre diminuendo sino ad

annullarsi. Per tanto concludiamo :
Nella geometria di Riemann due rette complanari e

Fig. 29,

perpendicolari ad una stessa retta si segano in due
puntt separati dalla perpendicolare comune.

[ punti O, O" nei quali si tagliano le due rette si
dicono punti opposti. Essi debono concepirsi come
situati ad una distanza superiore a qualsiasi lunghezza
ordinaria ad arbiifrio; ma sono punti effettivi della
retta, per quanto non ci Sia permesso raggiungerli.

Potrebbero anche dirsi punti assoluti della retta, in
quanto che la loro esistenza € assolutamente logica
e ndipendente dal fatto che non Si possono meccani-
camente costruire o solamente raggiungere. Notiamo
una certa analogia fra 1 punti opposti e il punto al-
["infinito della geometria ordinaria.

Nella geometria ordinaria, date due rette complanari
e aventi una perpendicolare comune € quindi parallele
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nel senso euclideo, si ammette che si seghino in un
punto che si dice all’ infinito.

In Riemann pero 1 punti opposti non Ssono intro-
dotti per convenzione o per una certa generalizza-
zione come s1 & fatto nella geometria ordinaria, ma
esistono eftettivamente sulla retta.

Posto questo dimostriamo che in Riemann due rette
qualunque in un piano Sono Sempre secanti.

Siano a, b due rette complanari (fig. 30). Da wun
punto A4 della prima caliamo 4 B normale alla seconda,

PRA

Fig. 30.

innalziamo poi da A la perpendicolare N alla A B; le
rette b ed AN si segheranno allora nel punto asso-
luto O.

Consideriamo ora un raggio mobile per 4, com-
preso nell’angolo retto B A N. Ad ogni posizione di
questo raggio corrisponde sulla refta b un certo punto
M, compreso fra B e O.

Dunque quando il raggio “mobile coincidera colla
retta b corrispondera su questa un certo punto M
compreso fra B ed O. Le rette a, b per tanto si se-
gano necessariamente in questo punto. |

Si vede cosi che l'ipotesi saccheriana dell’angolo
ottuso porta a un sistema geometrico sul quale non
esiste il parallelismo.

Seguono ora alcune proprieta della retta, rieman-
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niana; tralasciamo la dimostrazione di quest’ ultima
poiche se ne pud fare a meno, dopo quanto abbiamo
£sposto.

Abbiamo due rette AB, CD entrambe nofmall a
una stessa retta, e siano O, Q' i punti nei quali le
rette si segano. Se da O come centro & con raggio
ad arbitrio descriviamo una circonferenza che le tagl
in a, b e dividiamo |’arco ab in n parti uguali, le
rette che congiungono il punto O con i punti di di-
visione dell’arco, incontrano nell’altro punto O, qua-
lunque sia n. Inoltre, prendendo sulla circonferenza
degli archi successivi ed uguali ad ab e applicando
I'operazione di cui sopra, tutte le rette del piano pas-

santi per O e incontranti la circonferenza, si Se-
gheranno in O,

Finalmente siano date due rette qualsiansi: esse
avranno almeno un punto o in comune. Se le tra-
sportiamo in modo da applicarle su due rette dello
stesso angolo passanti per O, si verifica ch’esse hanno
un secondo punto o' comune che coincide con O. La
distanza ww' & invariabile e sempre eguale a 00';
indichiamola. con 2A. La retta riemanniana & dunque
finita (1), come una mrconfarenza e la sua lunghezza
totale &€ 44; v e o sono detti punti opposti.

I piano riemanniano si presenta cosi come analogo
ad una superficie sferica. Le rette sarebbero 1 cerchi
massimi della sfera, i punti opposti i poli. La perpen-
dicolare comune a, due rette sarebbe il cerchio mas-
simo contenuto nel piano perpendicolare alla retta che

unisce i1 punti opposti, cioe¢ i poli. Vi sono ancora

altre analogie. Sopra una sfera, due punti qualsiansi
determinano pienamente un cerchio massimo, per il
fatto che il suo piano passa per un terzo punto che
e 1l centro della sfera. Ma per i poli della sfera pas-
sano un’infinitd di cerchi. Cosi nel piano riemanniano
due punti qualsiansi A4, B, la cui distanza sia di-

() In senso assoluto, s’intende.

e —
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versa da 2A individuano una retta; ma se 4B =2 4,
abbiamo visto che per A, B passano infinite rette,
aventi tutte una normale comune.

S’intende che tale analogia va coneepita con una
certa larghezza, e noi I'abbiamo mostrata unicamente
per facilitare la concezione del piano riemanniano.

E notevole il fatto che, nelle regioni normali del
piano, le rette riemanniane conservano alcune delle
caratteristiche fondamentali della retta euclidea, come
quella dell’individuaziorie per mezzo di soli due punti;
se invece c¢i mettiamo da un punto di vista dal
quale si possa abbraceiare tutto il piano rieman-
niano, allora le rette non conservano piit tali pro-
prieta.
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CAPITOLO IV.

[ sistemi geometrici in generale.

1. — Osservazioni preliminali. - E opportuno ri-
levare la distinzione fra sistema geometrico e sistema
logico (o filosofico). Se per sistema geometrico s’ in-
tende un qualunque sistema logicamente accettabile
il quale esponga relazioni di posizione e relazioni
metriche frale figure geometriche, relazioni che alle
volte 1mplicano una deformazione nella natura delle
figure stesse quali da noi ordinariamente si concepi-
scono, possiamo a priori rispondere che & lecito am-
mettere l'esistenza di altri sistemi geometrici diversi
da quelli esposti. Ma se, circoscrivendo alquanto il
campo delle ricerche, intendiamo rispettati certi con-
cetti primitivi. € fondamentali, negando i quali o an-
che soltanto modificandoli, si andrebbe fuori della
geometria propriamente detta, per entrare nel campo
della logica pura, allora dobbiamo concludere non
esistere altre geometrie all’infuori di quelle di Loba-
cefski (Gauss, Bolyai) di Riemann e di Euclide.

Questo ha dimostrato il matematico belga D TiLLY,
partendo dal concetto di distanza, ch’egli assume come
concetto intuitivo e comune e a qualsiasi sistema
geometrico. logicamente conseguente.

Esporremo brevemente la questione.

2. — Il concetto di distanza. - La nozione di di-
stanza puo essere considerata, per noi, come ura
di quelle forme prime e fondamentali della cono-
scenza che la pit semplice esperienza ci rivela,
poiché vi siamo condotti paragonando, per mezzo di
un oggetto campione, gl’intervalli relativi dei punti
di un solido ritenuto invariabile. Ogni intervallo fra
due punti corrisponde per tanto ad un humero (razio-




GEOMETRIA NON-EUCLIDEA 55

nale o irrazionale), e noi diciamo per convenzione che
tale numero & la misura della -distanza fra i1 due
punti.

Ora bisogna ammettere che in qualunque sistema
completo e razionale di geometria devono esistere,
fra le distanze delle coppie di punti dello spazio, delle
relazioni generali di una certa forma; il numero de-
ol’intervalli che figura in ciascuna di queste relazioni
& in rapporto col numero di dimensioni dello spazio
che si studia. Per esempio, nello spazio a una di-
mensione (linea), vi & una € una sola relazione ge-
nerale fra le tre distanze di tre punti qualsiansi 1, 2, 3
di questo spazio. Invere, ve n’ ha almeno una:
senza di che, uno degl’intervalli essendo preso come
campione, gli altri due sarebbero misurati rispetto ad
esso’ da numeri arbitrari, il che & inamissibile; inol-
tre non pud esistere che una sola relazione, perche
se ve ne fossero due, preso come campione uno de-
gl’intervalli, questo determinerebbe completamente gli
altri due ; o, in altre paroley dati 1 punti I, 2, gl’in-
tervalli 1—3. e 2—3 sarebbero costantemente rap-
presentati dagli stessi numeri, qualunque fosse il

punto 3. . g |
Similmente, nello spazio a due dimensioni (super-

ficie), vi & una e una sola relazione generale fra le
sei distanze di quattro punti qualunque; e nello spa-
7io a tre dimensioni, il pitt generale che noi dobbiamo
considerare qui, vi € una e una sola relazione fra le

dieci distanze di cinque punti qualunque.

3. — Il problema di tale relazione unica e generale
& stato oggetto di studio, prima ancora del De Tilly,
di Lagrange e di Cayley per lo spazio euclideo, € pot
di Schering per lo spazio non-euclideo. Ma si deve
sopratutto a De Tilly la risoluzione completa dell’ ar-

gomento. |
11 De Tilly ha dimostrato che la relazione generale

fra le dieci distanze di cinque punti nello spazio a
tre dimensioni non puo0 esser posta che sotto dee
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-con tre numeri (coordinate) x, v, z e indichiamo con e
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forme distinte, le quali egli esprime con due deter-
minanti eguagliati a zero:

A(p1)=0 (1)
A (o) =0 ()

dove &; e o sono due funzioni incognite che indicano
la relazione di distanza fra due punti qualsiansi dello
spazio; per es. fra il punto 1 e il punto 2, la ¢ avra
1l valore ¢ (1,2); fra il punto 2 e il punto 3, ¢ (2,3) ecc.
€ analogamente per la 9.

La prima ¢ che verifica il determinante primo deve
esser tale che, se definiamo ciascun punto del sistema

-

il valore + 1, si abbia fra due punti p, g del sistema

A |l +e(xpxg T ¥pYgtzpzg
— Vil4e(x?p + 2, +2%p )41+ e(x? g+ v g+ 224))

nel quale i radicali devono essere positivi: quanto
alla funzione ¢ che verifica il determinante (II), essa
dev'esser tale che fra due punti p e g abbia il valore

Qilp q) = V(xp—xﬂ)ﬂ+(3’p“}’q)*+(Zp_ztf)E

De Tilly ha dimostrato che se esistessero delle al-
tre forme diverse dalle (I) e (II) per rappresentare

~ un sistema di cinque punti, la loro scoperta non con-

durrebbe ad un nuovo sistema di geometria distinto
da quellt che risultano dalle funzioni gia trovate.

La prima o si riferisce allo spazio non-euclideo e
precisamente per e=1 si ha lo spazio riemanniano

per e=—1 si ha quello di Lobacefski (Bolyai, Gauss)
[noltre la ¢; deve esser tale che sia

Pr(lyly=0o1 (242)=¢1(343)=...... PS8 =1

La ou si riferisce allo spazio euclideo e dey’ esser
tale che sia

:4;:”{],[)::;4](2,-2'?: ....... o (518)=0.




GEOMETRIA NON-EUCLIDEA 57

4. — Obiezioni alle nuove geometrie. - Da quanto
esponemmo. nei precedenti capitoli, si vede che se
& stato possibile spingere fin dove si € voluto € senza
nessun impedimento logico I’analisi delle figure geo-
metriche non-euclidee, pure qualcuna di esse pre-
senta delle proprieta assai strane quando vengano
paragonate alle proprieta delle figure analoghe della
geometria ordinaria.

Per esempio, nella geometria lobacefskiana e bolya-
iana esistono una perpendicolare e un’obliqua a una
stessa retta che non s’ incontrano; di piu, due rette
parallele hanno un comportamento asintotico; € an-
cora: due rette di un piano aventi una perpendico-
lare in comune divergono nei due sensi. Le parallele
che si possone condurre per un punto ad una retta
data sono quindi infinite. Invece, nella geometria
riemanniana non esistono parallele, e due rette di
un piano aventi una perpendicolare comune Si Segano
in due punti separati dalla perpendicolare stessa.

Tali proprieta, senza alcun dubbio paradossali e
contrarie alla natura delle forme geometriche, hanno
dato luogo a diverse ed ingegnose obiezioni da parte
di alcuni geometri, allo scopo di concludere sulla ve-
rita assoluta del quinto postulato, indimostrabile per
via diretta. =t

Ed invero alcuni hanno enuneciato il seguente prin-
cipio: che una scienza geometrica, anche intesa nel
senso pitt vasto nella parola, non ha diritto di mo-
dificare la natura degli enti che studia, a meno che
non si avverta esplicitamente a priori che tali ents
sono suscettibili di deformazione. Ora Lobacefskai,
Bolyai e Riemann non hanno fatto alcuna dichiara-
zione a tale riguardo; essi, al prinpipio  delle loro
opere, mantengono alla retta e al piano il carattere
e le proprieta euclidee, per giungere poi ad attribuire
alle forme stesse proprieta che, come abbiamo visto,
sono cosi contrarie alla loro natura da ammecttere
necessariamente una deformazione nelle medesime.
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5. — La forma geometrica nel nostro universo. -
Tuttavia si possono opporre, agli oppositori della nuova
dottrina, argomenti altrettanto giusti € non meno per-
suasivi.

Cominciamo col dire che il torto principale di que-
sti contradditori sta nel considerare la forma geome-
trica del nostro universo come obiettivamente eucli-
dea, e conseguentemente nell’ attribuire alle figure
geometriche proprieta non suscettibili di modificazioni
e non diverse da quelle che ci rivelano I’ esperienza
dei sensi. Ed infatti, si puo affermare senz’altro che
1l nostro universo sia veramente euclideo? e bisogna
unicamente attribuire all'imperfezione dei nostri stru-
menti di misura le differenze, per quanto piccole, che
nol constatiamo sempre fra i risultati teorici e quells
dell’esperienza? E lecito dubitarne.

Dal fatto che il sistema cercato di geometria non
presenta alcun carattere di necessitd a priori, la pil
completa riserva non puo che imporsi riguardo alle
conclusioni da trarre dalle nostre misure.

_Secondo 1l filosofo Reid, un womo ridotts al sem-
plice senso della vista e che non potesse concepire
che lo spazio a due dimensioni. prenderebbe per
delle rette cid che in realtd sarebbero degli archi di
cerchio massimo tracciati su una sfera della quale
egli ocecupasse il centro; per un tal uomo, evidente-
mente,_il mo_ndﬂ ﬁs@co sarebbe costruito secondo la
concezione riemanniana.

Immqglnigmp con Poincaré, una sfera S, limitante un
mezzo il cui indice di rifrazione e la temperatura
Stano variabili; e in questo mezzo degli oggettr mo-
bili, 1 cul spostamenti siano troppo lenti e i calori
gspemﬁgl troppo deboli, perché essi possano mettersi
immediatamente in equilibrio colla temperatura am-
biente. Se questi oggetti hanno lo stesso coefficiente
di dilatazione, la lunghezza d’uno qualunque fra essi
puo definire la temperatura.

Ammettiamo che indicando con R il raggio della
sfera, e o la distanza di un punto del mezzo al cen-
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tro. la temperatura assoluta e ’indice di rifrazione
siano rispettivamente misurati in questo punto da

I
RZ_ o2

RZ—p%e

Se degli esseri intelligent (1) abitassero un mondo
simile. essi crederebbero necessariamente :-

[. - che le dimensioni degli oggetti mobili non
hanno variato, perché hanno cambiato nello stesso
rapporto;

[I. - che la sfera S ha un raggio infinito, perche
pilt gli oggetti si avvicineranno alla periferia, € piu
i loro movimenti saranno lenti 1in seguito al rafired-
damento che proveranno;

[II. - che le circonferenze ortogonali qlla sfera S
sono delle rette perché sono le traiettorie dei raggi
luminosi, e d’altra parte gli oggetti fuort della stera
S rimangono invisibili; |

[V. - che in un triangolo rettilineo la somma degli
angoli & minore di due retti, perche questa € una
proprietd dei triangoli curvilinei formati da tre cerchi
ortogonali a S.

[n conseguenza, questi esseri non potrebbero adot=
tare che la geometria di Lobacefski.

(1) Purche dotati di psiche analoga alla nostra; S€ I1OL s1
suppone guesto non ¢ Jecito trarre le comnseguenze che Se-
guono. :
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CONCLUSIONE -

Ma la realta dei fatti concorda ftanto con un si-
stema fisico riemanniano o lobacefskiano di parame-
tro grandissimo, quanto col sistema euclideo. Abbiamo
visto che quest’ultimo pud esser considerato come ur
caso particolare della geometria non-euclidea. La quale
€ compresa In un'unica relazione generale esprimente
il concetto di distanza fra i punti dei due sistemi:
ed abbiamo anche visto come per ottenerli separa-
tamente, basta attribuire alla costante = i due valori
I, o —1. |

Questi dati analitici mettono felicemente in evi-
denza il carattere filosofico della Metageometria. cioe
della metafisica' della geometria: e spiegano I’ine-
vitabile insuccesso di tutti gli sforzi tesi a provare
direttamente la verita del quinto postulato.

L'esperienza sola dovrebbe togliere i dubbi, ma a
condizione assoluta che le sue operazioni avessero
la precisione teorica. Dunque, a supporre il nostro
universo esattamente euclideo, ¢i sarebbe impossibile
di provarlo sperimentalmente.:

Al contrario, se le nostre determinazioni di rette,
di lunghezze, di angoli, finissero con ’effettuarsi con
una esattezza sufficiente, forse un giorno avremmo
Il mezzo di sapere se il nostro mondo fiSico & rie-
manniano o lobacefskiano.

Ma & evidente che questo giorno non potra mail
giungere, per il fatto che le nostre misure non ayranno
mal un’esattezza teorica. Per cui & logico, ed an-
che piltt prudente, concludere che il nostro universo
obiettivamente non & euclideo, neé riemanniano, ne
lobacefskiano; ma che pud considerarsi come ap-

partenente separatamente ad uno di questi tre Si-
stemi.
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Segue immediatamente che:

Lo spazio non e una forma obiettivainente assoluta,
ma suscettibile di diverse manifestazioni, ad ognuna
delle quali corrisponde un sistema geometrico che lo
interpreta.

Ed a mostrare la relativith delle diverse geometrie,
termineremo colle parole di Poincare :

NON VI SONO GEOMETRIE PIU’ O MENO

VERE, MA SOLTANTO GEOMETRIE PIU’ O
MENO COMODE.
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645. Elementi di costruzione in ce-
mento armato,

649. La patria dell’uomo,

650.. Compendio di letteratura ita-

osr. I motori d'aviazione, [liana.

652. Malattie e rimedi,

653. Formulario per il
H1€Ccanico, [materiali.

654. lisercizi sulla resistenza deij

655. Federico Mistral e « Mirella ».

656. Galileo Galilei,

657. ounti di.didattica,

658. Gl1 ingranageoi. [popolo,

056-660. I Promessi Sposi esposti al

661. Misure elettriche pratiche,

62. I motori a scoppio nell'agri-
coltura.

663. I contatori elettr. a induzione

604-665. Costruzioni navali in ferro.

666-667. Piccalo voeabolario

tornitore

CO1-
merciale.
668. Breve corso di geografia eco-
nomica, — Vol. I. — Noziomni
generali,

009. Id. - Vol. II. - Dell’Italia.
670. Id. Vol. IIT - I.”Europa.

671. Id. Vol. IV - I.’America.

672. Breve corso di geograiia eco:
nomica. - Vol. V - L’Asia.

7300 0d. “Vol. VI - I.'Africa:

674. Corso Elementare d’Algebra
A4 I I

675. 1d. - Vol. IT.

676. Id: - Vol. IIT.

77. Id. < Vol. IV.

678, Id. - Vol. V.

679-680. Geometria Fﬁ]ementﬂare
681-682, Id. - Vol. II [Vol. L

683-684. Id. - Vol. III. :
685. L.a tenuta dei libri in scrittu-
ra semplice e doppia. - Vol. L.
636. Id. - Vol, II. _
687. Antologia della vita n_mderua
- Vol. T - Vita (‘c'mmmn*mle..
688, Id. - Vol. II - Vita 1'11{.111?&1‘1&_119.
63g. Id.- Vol, IIT - Vita ecnmn.mc:l.
650, Ide = Vol SEve = Yata _.t:f;u:ml_ﬁu
601-602. Codice Civile - [Libro 1
Relazione Ministeriale.
503-604. Codice: Civile -

Delle Persone,

I'jifj‘l't.i I

VOLUMI RINNOVATI O SOSTITUITI:

37. 11 Poker.

73-74. Tesi di storia della musica.
75. Storia della Russia,

112, Emanuele Filiberto.

155. Sant’Antonio di Padova.

59. Umberto Biancamano.

t;m‘ San Carlo Borromeo.

215-214. Benito Mussolinig.

226. La Carta del lavoro.

22G-230. Sant’Ambrogio.

200. Diritto Corporativo Sindacale.
204, Televisione.

2760, Cultura militare,

300, Compendio di pedagogia.
302. La meccanica ondulatoria.
318-319. Pio XI.

329. La nuova chimica. _

341. I principii del disegno archi:
tettonico.

348. Storia degli Ebrei. &

350-351. Repertorio di parole it
ficili,

359. Guglielmo Marconi.

361, Navi mercantili e da

363-364. T.e grandi religioni della
terra,

3606. Il petrolio.

371. Cant1 del soldato.
75. Riassunto della
terra. o

377. La circolazione Automobilist:
ca. (Codice della strada).

o 1eTTa,

storia della
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