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PREFAZIONE

Questo manualetto ¢ destinato ai giovani che col-
lwwano le discipline matemaliche e che si avviano
agly studi superiori. La [forma piana ed elemeniare,
con cur e svolta la materia, servira a facilitarne lo
studio, che deve servire d’introduzione all’analisi.

Ho dato molli e&émpi sulla teorica dei massimi e
manime stimando questo un ramo imporilanlissino
del calcolo.

Il manualetto nella sua semplicita e nella sua
forma modesta (rovera, voglio sperarlo, buona ac-
coglienza da parite degli studiosi.
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INTRODUZIONE AL CALCOLO DIFFERENZIALE

colla teorica dei massimi e minimi
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CAPITOLO I.

Quantita costanti e variabill.

1. — Si chiama costanite una grandezza che durante
1 calcoli non puo cambiare di valore. Allorcheé si stu-
dia la variazione che subisce il perimetro di un poli-
gono regolare inscritto in un circolo, col variare del
numero deil suol lati, abbiamo per costante il raggeio
del circolo.

Di due capitali impiegati rende pia il maggiore ,
avendo per costanti il tempo ed il tasso, ece.

2. — Chiamasl variabile una grandezza che pud as-
sumere, in una determinata questione, piu wvalori o
stati.

Se poi due quantita variabili @ ed y sono legate
’una all’altra in modo che la variazione di una di esse
implichi la variazione dell’altra, si dice che queste due
quantita sono funziont 'una dell’altra. Cosi la circon-
ferenza quanto l’_’area del circolo sono evidentemente
funzioni del ragglo.

Se si considera y come una funzione di x, si in=-
dica questo legame col simbolo y = [ (a).
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Noil supporremo in cio clie segue che, allorgquando
la variabile 2 varia d’un modo continuo entro certi li
miti, la funzione y vari pure d’un modo continuo: in
altre parole, supporremo che ad una variazione picec-
lissima A della variabile, corrisponda una variazione
piccolissima %k della funzione.

Cosl ad una variazione piccolissima del raggio, cor-
risponde una variazione pure piccolissima della circon:
ferenza.

Se pol la prima variazione tende verso zero, la se.
conda tende pure verso zero. In generale il rapporto
—-%—— della variazione della funzione alla variazione della
variabille tende verso un limite finito e¢ determinato
questo limite € ¢i0 che si chiama la derivata della
funzione proposta. La derivata & una nuova funzione
di 2 che rappresenteremo col simbolo 7/ o / ().

Consideriamo, ad esempio, un corpo animato di moto
vario. A partire da un certo istante ¢ potremo supporr.
che il corpo si muova di moto uniforme, purché si consi-
deri un tempo infinitamente breve ¢. Sia s lo spazio

, ¢ |
percorso in quel tempo. Il rapporto &re sara la velo

cita del corpo durante quel tempo. Se ammettiamo che
¢t tenda verso zero, anche la funzione s tendera verso
--i— tendera verso un valore o fi-
nito e determinato, che esprime la velocitd del Corpo
nell’istante 7.

La velocita-d'un corpo che si muove di moto vario
6 dunque la derivata della funzione spazio rispetto
alla variabile ftempo.

[n matematica si da il nome di acerescimento alle
variazioni piccolissime delle grandezze continue, nulla
importando se queste mriaxiani SONo0 positive o negative.

zero, ed il rapporto
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3. — Consideriamo, per esempio, la funzione y = a2
Se 81 da alla wvariabile 2« ’accrescimento i, la. fan=
zione diventa

(@ 1+ h) = a* + 2 2 h + ke
@ 81 ha cosi la variazione o acerescimento
b= =N — at =2 2 == Fh2

S1 puo rendere h tanto piccolo che ciascuno dei
due termini 2 @ h ed A% e per conseguenza la loro
somma k& diventi piccola quanto si vuole: cosi la fun-
zione y varia d'un modo continuo con z.

; /
Dividendo per h si ha —% — Rz -+ h.

Allorche si fa tendere 1 verso zero, il rapporto %?-—
L

dell’accrescimento della funzione all’acerescimento della
variabile tende verso il limite 2 2. Si econchiude che
la funzione proposta ammette una derivata y’ = 2 4.
4. — Consideriamo ancora la funzione pit generale
Yy = ax™ neila quale l'esponante m & intero e positivo
ed il coefficiente @. Se si da alla variabile 2 I’acere-
scimento .k, la funzione, giusta il binomio newtoniano.

diventa :

m
a (v + h)m =aqam - a xm—1 h L
i
(m— 1)
+ m aom=—= h* 4 ..,.., - @ghm
12

e subisce l'accrescimento
k="a (@ - h)n —"gon = maen-1ah L

m (m—1)

+ m 0 @ @em=2 b2 L e e hm

e

= Ay
e ——

e i e B e T

e i

B . = -
i el e g, L
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Ora si puo prendere i tanto piccolo perche ciascuno
del termini del secondo membro, e per consecunenza la
loro somma £k, assuma un valorz piccolo quanto si
vuole ; cosi la funzione ¥ varia d’un modo conlinuo
con @

Dividendo per h si ha:

Hi_ —maxm-1-} E({'}i;j‘) GXP=E A, = @ R

Allorche si fa tenderc h verso zoro, tutti i termini
del secondo membro, a partire dal secondo, tendono
Verso zero; e come sono in un numero finito, la loro
k

I
que verso il limite m @ 2 m-1; si conchiude che la

funzione proposta ammette una derivata y/ = m a xm—1.

Cosl, st otliene la derivala della funzione axm
molliplicando questa [unzione per U esponente di X,
e diminuendo in seguito Uesponente di una wnita.

Cosi la derivata di 7 @t 6 47 a® = 28 83,

o. — In generale, le funzioni continue ammettono
delle derivate; a questa propricta analitica delle fun-
zioni continue, corrisponds la proprieta geometrica
delle curve, che le rappresentano, di ammettere una
tangente 1n ciascuno dei loro punti.

Sia ¥y = [ (z) la funzione proposta. Tracciamo in
plano due rette fisse 0X, 0Y, I'una perpendicolare al-
laltra; a partire dall’origine O portiamo sulla prima
una lunghezza OP uguale ad un valore qualunque della
variabile @ ; dal punto P tracciamo la perpendicolare
sulla quale prenderemo la lunghezza PM uguale al va-
lore corrispondente della funzione ¥, e facciamo altret-
tanto per ciascun valore di «; la funzione essendo con-
tinua, 11 lnogo dei punti M cosl ottenuti formers una

curva che rappresentera la marcia della funzione. Allo

somma- tende pure verso zero. Il rapporto —— tende dun-
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scopo di estendere questo modo di rappresentazione a
tutti 1 valori, si & convenuto di portare i valori posi-
tivi di @ a destra del punto O, i valori negativi a si-
nistra ; come pure si porta il valore di y sulla perpendi-
colare al di sopra se & positivo, ed al di sotto se &
negativo.

Ci0o posto diamo alla variabile z un acerescimento
PP = h; la funzione provera un accrescimento k& rap:
presentato dalla differenza M’ D fra le due perpendi-

Y
Af/T

M7 p

A
0 VA A

Fig. 1.

colari, od ordinate vicine 3 P, M’P’. Tracciamo la se-
gante M M’; nel triangolo rettangolo MM’D, il rap-

porto % ¢ eguale alla tangente dell’angolo M’MD, o

dell’angolo B che questa segante fa coll’asse orizzon-

tale 0X. Se si fa diminuire 1’accrescimento h fino a

zero, il punto M’ si avvicinera indefinitamente al

punto M; se la funzione / (@) ammette una derivata,
. . | k Rt !

vale a dire, se il rapporto — tende verso il limite /7 (z),

Pangolo B tendera verso un angolo limite x dato dal-

Pequazione tang w'= 7’ (x) ¢ la segante I}, ruotando
attoreo al punto M, tenderda verso la retta MT che

B =

———
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10 INTRODUZIONE AL CALCOLO DIFFERENZIALE

forma coll’asse orizzontale OX l'angolo «; questa po-
sizione limite MT della secante € cio che st chiama la
tangente alla curva nel punto M.

6. — Abbiamo chiamata derivata d’una funzione con-
tinua ¥ = [/ («) il limite del rapporto dell’accresci-

mento della funzione all’acerescimento della variabile,
quando questi due accrescimenti tendono verso zero.
Questa derivata /° (x) € una nuova funzione di @, che
ammette una derivata; questa derivata della prima de-
rivata & la seconda derivata della funzione proposta
e la rappresenteremo col simbolo y” o f” (x). Cosi
pure la seconda derivata y”/ = f (x) & una nuova
funzione continua di a; la sua derivata & la terza de-
riwata della funzione proposta, che rappresenteremo
con /" o [ ().

Continuando in questo moio si ottengono le derivate
dei differenti ordini della funzione proposta. |

Cosl, se si ha la funzione ¥y = 5 @' le successive
derivate sono ¥y’ = 20 2%; y” = 60 x2: y// = 120 x:
g/ = A0, g — Q.

Derivata d’una somma,.

7. — S1 abbiano diverse funzioni w, v, w, della me-
desima variabile . Supponiamo che queste funzioni
abbiano delle derivate che rappresenteremo con w’, v’, w’

Indichlamo con A & ’accrescimento che si da alla
variablle «, 8 con A w, A v, A w gli acerescimenti o
variazionl che ne derivano per le funzioni w, », 1.

La somma algebrica y = u -+ v — w delle fun-
zionl proposte € una nuova funzione,della variabile .

Indicando con A y la variazione che prova questa fun-
zione s1 ha evidentemente Ay = Aw J- A » — A0,
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Ciascuna delle funzioni u, v, w essendo continua,
si puo attribuire alla variabile & un accrescimento A »
tanto piccolo cosi che ciascuno degli accrescimenti A wu,
A, Aw e per conseguenza la loro somma A y, abbia
un valore piccolo quanto si vuole ; da cio si comprende
che la nuova funzione y varla d'un modo continuo
con «. Dividendo tutti i termini per A & risulta:

Ay A AU . A v A w
Az R A @ A x A

Supponiamo ora che l'accrescimento A z della varia-
bile tenda verso zero, gli accrescimenti corrispondenti
A u. A v, Awdelle funzioni tenderanno pure verso zero;
, A U . o
il rapporto o tendera verso un limite che, per de-
finizione, ¢ la derivata della [unzione 1, derivata che
abbiamo rappresentata colla notazione w’; i rapporti

A v A w
Azpl = “SA-Es
derivate delle funzioni v e w rappresentate con v/ e w’;
A Y
A @
an limite eguale a v/ 4 v/ — w0’ la funzione y am-
mette dunque una derivata, e si ha ¥y’ = u’ 4o — .

Cosl, la derwata d’una somma algebrica e uguale
alla somma delle deriwale delle diverse funzioni che

la compongono.

tendono pure verso limiti che sono le

tende pure verso

si conchiude che il rapporto

Derivata.d’ una funzione intera.

8. — Ogni funzione 1ntera di grado m & della forma

[ (@)= a0 ™ + 4, xm 1 covies + Am—1 &+ AM

Ciascun termine essendo una funzione continua di @

avente una derivata, la loro somma, in virtu del teo-

- e

|
f
5
1.
|

|
1
1
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rema precedente, ¢ pare una funzione continua di @
che ammette una derivata, e questa derivata e uguale
alla somma delle derivate dei differenti termini che la
compongono. Abbiamo visto (N.° 4) che per trovare la
derivata della funzione elementare @ 2™, bisogna mol-
tiplicare per Il’esponente di # e diminuire poi questo
esponente di una unita: applicando questa regola a 1
clascun termine del polinomio si ha

["(@) = m A, am—t 4 (m—1) A. am—2 4 ... + Am

| - [1 grado di ciascun termine abbassandosi di una unita,
| la_ derivata sara una funzione intera di grado m—1. ell
| termine costante 4» non entra nella derivata, e, in-
fatti, quando 2 varia, ’accrescimento %k della costante

k
essendo nullo, si ha == = 0 6 ¢os] la derivata e nulla
Pirendendo la derivata di questa prima derivata, si

ottiene la seconda derivata del polinomio proposto.

" (@) = m (m—1) A, z m—2 L
= (m—=1) (m—2) A, @m-3 | ... -1~ & Am -2

la_quale ¢ una funzione intera di grado m - 2.

[.a terza derivata, o la derivata della fseconda deri-
vata &

" (@) = m (m—1) in—2) A, xm—3 e

LR M LT N B

KSEMPIO,

[:r*):m3—|—5m9—-711:—|—5

Applicando la regola enunci lata, si ottengono le suc-
cessive derivate

A= R
[/ () = 62 <1=40
f’*.’: 3,} —— 6
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Derivata d’'un prodotto.

9. — Consideriamo dapprima il prodotto ¥y = u » di
due funzioni continue u# e v d’una medesima variabile
v: ammetteremo sempre che le funzioni % e » abbiano
lelle derivate.

Se alla variabile @ si da l'acerescimento A », le {uun
zioni #, v, y subiranno i corrispondenti accrescimenti
S A v, Ay e sl ha y Ay = (v A u)(» -4 7).

Eseguendo la moltiplicazione e sopprimendo nei due
membri le qualita uguali ¥ ed w0 v si ottiens

Ay=ubdv+vadu+4 4AuXxXAav

Si pud rendere 'accrescimento A & cosi piccolo tanto
che gli accrescimenti A u, A v, 6 per conseguenza A y,
sieno pure cosi piceoli quanto si vuole, il che significa
che la nuova funzione ¢ pure una funzione continua

della variabile # Dividendo tutll 1 termini per A a si
ottiene |

Ay A v Aw A u
—— = U =

v ' A v
A 2 41:1:_!_ et o ﬁ:.‘c-x

Se laccrescimento A @ della variabile o tende verso
A uw AV
N = Al
sono le derivate w/, v/ delle funzioni %, v, 1l terzo ter-
mine del secondo membro diventa nullo, poiché il primo

fattore i i tende verso un valore finito «/, mentre
@

Zero, 1 rapporul tendono verso limiti che

il secondo fattore tende verso zero.

-
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; | A7
Si conchiude che il rapporto a; tende esso pure

verso un limite uguale a u v’ ++ » w/; la funzione y
asmmette dunque una derivata, e si ha y/ = w v/ - v uw/

Cosl, la derivala d’ un prodolto div due faltori ¢
uguale al primo faltore molliplicalo per la derivala
del secondo, pit il secondo molliplicato per la deri-
pala del primo.

(OSSERVAZIONE.

Allorché una funzione ¢ moltiplicata per un fattore
costante, € evidente che la sua derivata e moltiplicata
per il medesimo fattore. Sia y = au; si ha evidente-

mente A ¥y — a A uw € per conseguenza 2 Y =2 i)
A @ A @

da cui ¥/ = a w. | .
10. — Consideriamo ora il prodotto ¥ = u v w di tre

funzioni continue che ammettono delle derivate.

Risguardando il prodotto v » delle due prime funzioni
come un solo fattore, la nuova funzione ¢, in virtu del
teorema precedente, sara pure continua ed ammettera
una derivata

Yy = (v v) w + w (v vy
3 sviluppando la derivata (% v)’ del prodotto % v si ha

Y =uvw +w uv 4 v v
0881a Y =uvw +-uwwv +vwuw

Gosl, la derivala d’un prodotto di piw [fattori é
wauale alle somma dei prodolti che sioltengono mol-
tiplicando la deriwata di ciascun [attore per il pro-
dotlo di twlls gli allr.
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EsEMPI.

y=QBa—T7 6 x>+ 2 x*—0
s :(3m—7}(15m2-1—4::,-)--i—Lﬁ:x:i*+2:1:?—-ﬁ]3:
— 60 ©% — 87 x?* — 28 ¢ — 18

1

'ﬂ) y — 333 (3:13 —l- 1) ({- L e i)

{

ie— 1?2 1 )5 dmtBapi— 12 @ =
4 (x? 4 ) Bz —1)3x® = (8 2% —H i+ 1223 —3 a2
Derivata d’un quoziente.
{ . W : :
{1. — Sia il quoziente y = = di due funzion
sontinue che ammettono delle derivate. Si ha y 44y
w4+ A w
= e per conseguenza
v A D
L S e G AT s vAu —udv
i i R Ty v (v 4+ A D)

Ora si pud rendere A o cosi piccolo che A u e A we
per conseguenza A Yy diventino tanto piccoli quanto si
/uole; cosl la nuova funzione ¥ varia d’'una maniera

continua con &.
Qe si divide per A @ si ha

§ A u 5 A ©
A Y A @ Az
NG aTE v (v + A V)
A A D

Quando A @ tende verso Zero, 1 rapport s

gy ————— . P e - . L YA T T e e

—
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tendono verso limiti che sono le derivale w/, v’ deile
funzioni u, v»; d’altronde il denominatore ha per limite

. : : A 7
»%: 8i conchiude che il rapporto A j lende verso un
o T v — uv 1 -
limite uguale a = y la funzione y ammette
vu — uv

munte R
dunque una derivata y’ = ST

Cosl la derivata d’un qiuozienle e uguale al deno-
menatore molliplicato per la dervala del numera-
tore, meno il numeralore molliplicalo per la deri-
vata del denominalore, questa differenza poi divisa
per il quadrato del denomainaltore.

L8R AMPI.
x — 1 x—+1—(x—1) 2
fo = = e = — -
£ @ F 1) @F D)
D ? — 3 &+ 4
Do _— e st N ik
%) Y = IR
(@2 =) (0 —3) — b a* —3 x4+ 4) 2«x
t (2 — 1—3 =
Nt OB = 10 =0
D R T e
Deorivata d’una potenza.
{2. — Abbiamo gia trovata la derivata della funzione

y = aaxm nolcaso in cul 'esponente m & intero e posi-
livo; cerivata e y/ = m a axm-1. Ora proveremo che ,
la slessa- regola si estende ad un esponente qualunque. ?
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Consideriamo dapprima il caso in cul I’ esponente

e della forma ;— , n essendo un numero intero e po-
1

sitivo. Si ha ¥ — 2 # e per conseguenza x =— Y»;
2 ¢ allora una funzione intera di y; la funziene pro
posta # di « deve essere considerata come la funzione
inversa di quest’ultima. Ad una serie di valori vicinis-
\ simi di # corrispondono dei valori vicinissimi di #;
reciprocamente a questi valori vicinissimi di «, fae
ciamo corrispondere la serie dei valori dati primativa-
mente ad #; in tal modo » & una funzione continua
di 2. B facile trovare la derivata della funzione inversa
col mezzo della derivata della funzione diretta ; infati

81 ha
RS e e A
Ay A @
( A Yy )
AT - :
Il rapporto e ha per limite la derivata della
- funzione intera @ — yn, e ciod n yn—i; il rapporto

A e {
29 tende dunque verso un limite uguale a
Ao nyn-1
1
se si sostituisce in luogo di y il suo valore @ 7 que-
1 Cae

sta ultima espressione diventa - Cosi, la fun:

{
zione irrazionale ¥y — x » ammette una derivata

1 m -1
y/ = — x n = @

{3. — Supponiamo ora che 1’esponente non sia della

forma E*_

n
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.8 17
Ponendo# = 2 #, la funzione proposta y — a 7
p
diventa ¥y = % ; essa ¢ una funzione intera della

quantita w, che ¢ a sua volta una funzione irrazionale
della variabile « della forma considerata precedente
mente. Se sl da ad « un acerescimento piccolissimo
A @, % prova un accrescimento piccolissimo A u, e per
conseguenza y un accrescimeito piccolissimo A y; cosi
y ¢ una funzione continua di z. Si ha

[l rapporto

— ha per limite la derivata della

|

|
— -1

- x n ; 1l rapporto

= [

funzione u©u — e cloe

1

A g S . . 1
; ?"; ha per limite la derivata della funzione ==

E

nella quale si considera % come la variabile Indipen-

: D Y ; : A 7
dente, e ciod p w. " Si conchiude che il rapporto —ﬂ—;-

1
o el pwid | — - {
‘fende a sua volta verso il limite p u D

Se si sostituisce in luogo di w il suo valore = n

P

. : _ = - .
(uesta espressione diventa i Ean Sesi0esT 4 fan'-
p

zione proposta y = a n della variabile 2 ammetie una

derivata y' = ST W i 4t
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14, — Supponiamo infine che 'esponente m sia nega-
tivo e poniamo 7 == — 7, essendo 71 un numero positivo,
. . . . 1
intero o frazionario. Si ha y = o — " = T ed ap-
plicando la regola del quoziente, si ottiecne la derivata

n - 1

> R -n =1 m = i

0 2 B = — nx —- M &
i

Come st vede dunque la medesima regola si applica
a tutti gli esponenti.

HSEMPI.
1 1 i
L y=Va=eotiv=tet=yi3
- yr———-i--- f_a:'_izy"?_ua}_z-;——- i}
& * 22
3.0 r ~—;-2' ’——“?':I:_q"——-g-
Y yWh==% T
P { { .2 |
4 0 == Vﬁ':"_ £ Lﬁq;y“ = TN Y T _—3
& \/;1?‘-’-
15. — Consideriamo ora la funzione y = wum clie sl

ottiene inalzando ad una potenza qualunque 7 una
funzione continua u della variabile 2 ¢ che ammette
una derivata.

Quando si da alla variabile  un acerescimento pic-
colissimo A, la funzione % prova un Aaccrescimento
piccolissimo Aw e per consegucnza y un accrescimento
piccolissimo Ay ; cosl y 6 una funzione continua di .

_ A Yy A Y A U o _ A U <y
f e e rapporto —— ha per li

Ay
AT L

mite la derivata «’/ della [lunzione 1 il rapporto

e i ) = = == _ = i R
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ha per limite la derivata della funzione y = um, in cul
si considera w come la variabile indipendente, e cigé

m- 1 * . : Ay :
m u . Si eonchiude che il rapporto oo tende a sua

m - 1
volta verso un limite ¥/ =mu X u’/, 8 per conge-

guenza che ¥, considerata come una funzione di @, am-
N = 1
mette una derivata ¥/ =mu X w.

Cosi, si ottiene la derivala della polenza di una
funzione moltiplicando per ' esponente, diminuendo
’esponente di una unita, e molliplicando il prodotio
per la derivala di questa [unzione.

Corollario. — La derivala d'una radice quadrato
e uguale alla derivata del radicando diviso per 1wl
doppio del radicale. Infatti applicando la regola pre-
cedente alla funzione

= 1 ey { 1
y—\,fu: 2 81 ha y’ -—A—ME u"z--é-u__ﬂ
u!
N— o
2 \/ U
LSEMPL.
i y=V5a —Ta +8 ;
o w0t — 4w
5 2V 52t —Ta®+ 8
20 y=w@+a)Va—at

—— e ———————
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Bt £y S e (T
YL gao== i R
V @ AT
R o 2 e
—a+bax 3 —ca 3 4+ da
2 3 4 7 -3
y! = — 3-bx‘—3‘+-3—cm‘—3'—~2dm =
2 0 4 ¢ 2 d
== i Ry +. == $3
32 \/ 22 3 22 2

Derivata della funzione esponenziale.

16. — Sappiamo dall’ algebra complementare che la
¥

funzione esponenziale ¥y — a nella quale @ & un nu-
mero costante e positivo, varia d’un. modo continuo
con z. Se si da alla variabile & I’ accrescimento h, la
funzione prova un accrescimento

Tz + h T 7 h
B=10 —a =a ({1 == 1)
h
: : : e R z a—1
¢ 1l rapporto del due accrescimenti e S =a >

Allorcheé A e piccolissimo, la differenza ;_ 1 e pic-

SO, : h .k
colissima ; poniamo dunque ,_ ;_ , da cui ;¢ o ,

e prendendo 1 logaritmi neperiani dei due membri si
ottiene

el = L (14 d)idascuihi—=

L+ a)
L a
\d h il suo valore, I’espressione del rapporto diventa

e sostituendo




22 INTRODUZIONE AL -CALCOLO DIFFERENZIALE

k x v L a ar L a ax L a

e e P A e —
i DSy %L(lﬁ—a) L(1+:¢)~—1:

Allorquando I tende verso zero, o tende pure verso
1

s e ——

v 4

zero, e la quantita (1 + «) diventa eguale al numero
e, base dei logaritmi neperiani; ma L e=1;il rapporto
k

X
— tende dunque verso un limite eguale ad @ La, e per
D) -

conseguenza la funzione proposta ammette una derivata

&G
yo—="a li-a.

Cosl, per avere la derwata d'una funzione espo-
nenziale, basta moliiplicare questa funzione per il
logaritmo neperiano della base.

Consideriamo in particolare la funzione esponenziale
Yy —ex poiche L e==1,si ha y' = ex, Cosi, la derivata della
funzione ex é la funzione stessa. La funzione ex gode
della proprieta caratteristica di riprodursi per deri-
VAZIONE.

Derivata dalla funzione logaritmica.

17. — La funzione y = log @ ¢ !’inversa dells (un-
zione esponenziale @ = a¥; a .ciascun valore reale e
positivo di @ corrisponde un valore reale di i, ed uno
solo, e quando @ varia d’una maniera continua,y varia
pure d’una maniera continua. Si ha evidentemente

Ay 1

p—

Lk -’-‘:E)
(53

.

[l rapporto %1;1 ha per limite la derivata della fun-
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zione esponenziale oz = a¥ e cioe a¥ L a; il rapporto

Y tende dunque verso un limite uguale a
AZ
1 |

y SE |
a L a -

Cosi la funzione proposta ¥ = log y ammette una de.

i i
- § AT a— :
| VAR 1 = =g |
| ' : |
5 Nel sistema neperiano, la funzione ¥ = L 2 ammette |

. derivata — |
per der @

Derivata del seno.

18. — La funzione y = sen & varia d’una maniera

T
continua coll’arco @; quando @ cresce da 0 a 51 Y cresce

o |

da 0 ad 1:; @ crescendo poscia da - a7, y decresce |

da 7 a 0. Se alla variabile & si da un accrescimento &,
| la funzione prova un acerescimenio |

e

e LN

k=sen(x + h)— sen &

Se si trasforma in prodotto questa differenza di seni

/ et
si ha k =R sen —2— cOoS (a': et ) e quindi

3 2
SEN I
k 2 : k
b= et 1)

Quando 'accrescimento A della variabile tende verso .
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| -z

h

Y =cos .
Cosl, la derivala del seno é il coseno

La derivata ae:s coseno.

niera continua con . Si ha nel medesimo modo

zero, il rapporto SGT i del seno all’arco —g'— tende
iR

verso ’'unita, mentre il secondo faltore si riduce a cos 2
1l rapporto —— tende dunque verso un limite eguale a

cos 2 e quindi la funzione proposta ammette.una derivata

19. — La funzione y — cos # varia pure d’una ma-

/i
| , —288?1-%&8?1 (m—h—%)

kK cos (v +h)—cosax
h h 5 h
1)
sen 2 h
oA sen (-ﬂ? e e )
) -
2
3 k
¢ per conseguenza: lumn o —Senw

derivate successive del seno e del coseno:

.' y = senw PO —cosi
| o e C0S 0 y*’f = — sen @
: e = R y' = — cos x
o dawe O G
1'| Y SRSl Yl =Secosa
| R : :

A
Il
i

 —
——

Cosl, la derivata del coseno é il seno preso col Segno
contrario. Da quanto precede si ottengono facilmente le
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Derivate della tangente, cotangente
secante e cosecante.

20. — La funzione y — tang a €& uguale al quoziente
sen % .. (e .
di due funzioni continue, che hanno delle de-
COS &
rivate.

Essa ammette pure una derivata che si ottiene se:
condo la regola del n.,° 11; si ha cosi 0

) COs* @ + sen *z i
% COS 25 cos 2 x
: CoS &
Cosi pure la cotangente ¥y = cot & — ha per de-
| sen x
, 1
rivata ¢/ == =
sen* &
La secante, potendosi porre sotto la forma
1 ; l .
Y = Sec & = si otterra la sua derivata colla re-
COS I
i o sen x
ola dei quozienti 3’/ =
S 4 / cosS*x
i
Cosl pure la cosecante y = cosec x = S ha per
. COS X
derivata y' = :
sen® x

Derivate delle funzioni circolari
inverse.

94. — La definizione delle funzioni circolari inverse
richiede qualche spiegazione, poiché a ciascun valore
della variabile corrispondono infiniti valori dell’arco.

; Consideriamo dapprima la funzione y = are. tang. .

Per definire la funzione in un moedo preciso, si da il

e e T &

i

e

!l
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valore y, dell’arco per un valore particolare x, della
tangente. Quando la tangente varia d’una maniera
continua a partire da % uno degli archi corrispon-
denti varia d’ una maniera continua a partire da 7, :
questo arco variabile e la funzione . Se, per esem-
pio, si suppone che y si annulli con @, la funzione

L T o
variera da o a + 5 quando & variera da o a + oo

T Sl
e da 0 & — -, quando @ variera da 0 a — OO,

La funzione proposta € I’inversa della funzione di

retta @ = tang y. Si e visto che il rapporto ft ten-

Ay
ey i : :
de verso un limite uguale a oy il rapporto inverso
Ay oy :
T tende dunque verso un limite uguale a cos* 1y e si
haliy " i=eas <y
Ma si ha dalla trigonometria che
COSL 1 = 1 = 2
e tang?y 1 + a2
: |
si conclude che 7' =
/ G S
2. — BSla la funzione inversa y — arc. sen z. Se

ne deduce & = sen y.

L e : Az
S1 e visto che il rapporto Y tende verso un limite

uguale a cos y; il rapporto inverso ii tende dun-

que verso un limite uguale a S CUSIE hayl = S

Cos y cos U
8 Siccome sen y = x, Si ha cos y = — + /I — 22 € so
81 sostituisce a cos ¢ 1l suo valore, abbiamo

Yy’ i
- IVT—g
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Bisognera mettere davanti al radicale il segno di cos #:
s+ arco termina nel primo o nel quarto quadrante, si
prenderd il segno - € 86 termica nel secondo o nel
terzo, Si prendera )’ segno —.

03 . Nella s.essa guisa si ottiene la derivata della
Cunzione invouesa y = arc cos X.

. : . A
Infatti si ha @ = cos y e siccome il rapporto X

Ay
tende verso un limite uguale a — sen gy, il rapporte

A i
inverso A Y tende verso un limite uguale ad

AT sen ¥y
R e, o L
seny T V1 —g?

Si mettera davanti al radicale il segno di sen y.

3i ha dunque ¥’ =

RIASSUNTO.

94 — Abbiamo trovate le derivate delle funzioni
semplici che si considerano ordinariamente in mate

matica: & necessario apprenderle a memoria; lo spec.

chietto seguente permette di abbracciarle d’un colp
d’occhio.

m-1
= A 17h y‘f —= N x
| m, numero qualunque
_;;:’Q;I yfzax.fz{l
y = €ex Yyl —ex
L2 gl =t
Gl yAE= a
y = sen & Yy =lcosx
yzcﬂgm y’:—Seﬂx
, 1
y — lang x i i sy

e g e e
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1
; I=l‘_'.l:
Y ==arc sen x Y T VI — 2
| : =]
i Y == Arec cos x yri\/l-—-:r?
| i
== di=—
Yy =arciang x Y g

Derivata d’una funzione di funzione.

25. — Collaiuto delle funzioni semplici che abbiamo
or ora esposte, si puo formare una infinitd di funzioni
composte. Sla y una funzione f(w) della quantita 2.
f che e a sua volta una funzione ¢(u) della variabile @ .
t coll’ intermediario della funzione %, si potra considerare
y come una funzione di «; & c¢id che si chiama una
| funzione di funzione.

Ammetteremo che w sia una funzione continua di
che ammette una derivata %/ od ¢’(x) © che f(u) sia
una funzione continua di % che ammette una derivata
I’ (u).

50 81 da ad @ un acerescimento piccolissimo Az, ne
risultera per % un accrescimento piccolissimo Aw e di
conseguenza per y un accrescimento piceolissimo Ay ;

cosl y € una funzione continua della variabile z. Si ha
i evidentemente |

Ay Ay A U

e — ‘_'3.< i

if | A A U Ap

i Quando l'accrescimento Az tende verso zero, il rap-

AU o i ,

b porto o tende verso un limite %/, il rapporlo j?f
| u

tende verso un limite* 77 (); il rapporto %ﬁ- tende
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dunque verso un limite uguale al prodotto f7(u) X %/ |
si conchiude che y, considerata come funzione di a,
ammette una derivata y/ = [/(ujw’.

Cosl, la derwata d’una [unzione di funzione é
wguale al prodotio delle derivate delle funzioni che
l@ compongono.

Abbiamo gia avuta occasione di considerare delle
funzioni di funzioni quando abbiamo cercata la derivata

p
d’'una potenza frazionaria ¥y =« 7 o d’una potenza
m
y — « d’una funzione di «; il ragionamento che ab:

biamo impiegato allora € lo stesso di quello che ei l
ha servito per dimostrare il teorema generale,
26. — Questo teorema puld essere generalizzato: sia |
y una funzione F(v) della quantitd v, che & una fun-
zione f(u) della quantita u, la quale a sua volta & una l
funzione o(z) della variabile z; coll’intermediario delle
quantita v ed u, si pud considerare y come una fun- |
zione della variabile . '
Supporremo che le funzioni F(v), f(u), ¢(x) sieno con-
tinue ed ammettino delle derivate F/(w), f/(w), o(x). S®
si da ad 2 un accrescimento piccolissimo Az ne risulta
| per u un accrescimento piccolissimo Au, e quindi per |
| » un accrescimento piccolissimo Av e di conseguenza
per y un accrescimento piccolissimo Ay; cosi y & una
funzione continua di . S1 ha evidentemente

Aoy A YE SR A
A AP Au Az
: LA E S ARDEE A
Verso Zero, 1 ra —~ ‘
Quando Az tende , LTapPOTtl T 0 e b

tendono rispettivamente verso i limiti w/, f/(w), F/(») ; il

rapporto %—i—tende dunque verso un limite uguale al

vt o SR i
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prodotto I'(v) X ['(u) X w/. Si conchiude che y, consi:
derata come funzione di o, ammette una derivata

y' = F'(v) X7'(w) X W.

27. — Poiché le funzioni semplici, che abbiamo pas-
sato in esame, hanno delle derivate, risulta, dal teo-
rema preccdente, che le funzioni composte che si ot-
terranno combinando fra loro in un modo qualunque
queste funzioni semplici ammetteranno pure delle de-
rivate.

Eccone qualche esempio:

1.0 = sen a* Se Bl ponew =x" Sihg y = sen u
e si vede che y & una funzione di funzione,
[’applicazione del teorema c¢i da

=008 16 X Wi='2 @ cos'zt.
20 y = e%nz, Ponendo % = sen o, 8i ha ancora

una funzione di funzione y — e* che ha per derivata
yl —ev XU —etnzcosx

K8ERCIZI,

Trovare le derivate delle seguenti funzioni:

|
sen® o cos?

{.° y = lang 2 — cot x =

22 =¥ (T —1) Y. =1 e%

2 =L ser L -+ COS & U = 2C08ix
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CAPITOLO M.

Variazione delle funzioni e teorica
dei massimi e minimai.

28. — Sia [(x) una funzione continua che ammetie
una derivata. Abbiamo chiamata derivata d’ una {unzione
il limite del rapporto dell’accrescimento % della funzione
all’accrescimento h della variabile, quando questi ac-
crescimenti tendono verso zero. Allorche h €& picco-
lisgimo, il rapporto % differisce dal suo limite; si ha
q K. . = s

unque —- = /7 (x) + m da cul k_h?f(m)+m es-
sendo m una quantitd piceolissima che s1 annulla
con h. Allorché la derivata f“(x) non & nulla, si puo
determinare una quantita positiva « tale che se si af-
tribuisce ad h un valore positive qualunque inferiore
ad «, la quantita m sia minore di //(z) in valore asso-
luto. In tal caso & la quantita /() che da il suo segno
alla quantita collocata fra parentesi; e se h e POSItLVO
la variazione % della funzione ha il segno della deri-
vata 77(x). Se la derivata & positiva, k € positiva e per
conseguenza per ogni valore di h minore di m sara
f(x 4 h) pit grande di f(x). Se invece la derivata
negativa, A © negativa e per conseguenza f(x -+ h) mi
nore di /{x).

Cosl, quando la variabile aumenta a partire d’un
valore X, se per quesla variabile la derivala e posi:
tiva, la funzione comincia a crescere; se la derivala .

| ¢ negativa, la funzione comincia @ duninuire.

e = _ e B A e RS
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Supponiamo che la derivata d’'una funzione resti po-:
sitiva per tutti i valori di o compresi fra «, ed z, ove
x, € maggiore di x,; ¢ evidente da quanto precede che
se o cresce da x, ad 2, la funzione andra aumentando
in tutto questo intervallo. Al contrario, se la derivata
¢ negativa per tuttl i valori di « compresi fra x, ed
2y, la funzione andra diminuendo.

Questa verita sussiste anche nel casoin cuila deri.
vata s’annulll nell*intervallo fra @, ed x,; basta che
non cambl il segno. Supponiamo, per esempio, che la
derivata restando positiva fra a, ed z,; si annulli per
un valore intermediario «; indichiamo con 7 una
guantita positiva piccolissima; quando 2 varia da @, ad
a — m la derivata essendo positiva, la funzione cresce:
2 variando da a + m ad @, e la derivata restando PO.
sitiva la funzione cresce ancora e siccome 1’ intervallo
2m puo essere reso piccolo quanto si vuole e la fun-
zione € continua, si conchiude che la funzione aumenta
incessantements, quando z aumenta da Xy ad ay.

29. — Allorquando una grandezza variabile, dopo aver
aumentato durante un certo tempo, diminuisce in se-
guito, essa passa da un valore pit grande dei valor;
vieini, cioe quelli che lo precedono e quelli che lo se-

guono immediatamente. Si dice allora che essa passa
per un .massinio.

All’opposto, quando. una grandezza variabile, dopo
aver diminuito durante un certo tempo, aumenta in
segulto, essa passa da un valore piu piccolo dei valori
vicinl, cioe quelli che lo precedono e quelli che lo se

guono immediatamente. Si dice allora che essa Passs
per un menimo.

Consideriamo, per esempio, la sezione con un pianc
verticale d’un terreno accidentato e supponiamo che si
misurino le altezze dei differenti punti di questa curva
al disopra del piano orizzontale GH.

——
— i ihmaling-
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I1 vertice A d’una collina sara un massimo, il fondo
B d’una valle un minimo. Se si percorre questa linea
nel senso FI, dopo essersi elevati sino al punto A4, si
discenderd in seguito da A verso Bj; 1’altezza AA’ del
punto- A & maggiore di quella dei punti vieini, tanto
da una banda quanto dall’altra; é un massimo,

Continuando il movimento si discendera fino al punto
B per risalire in Seguito da B verso C; laltezza BB’
del punto B & minore di quella dei punti vicini, tanto
da una banda quanto dall’altra; ¢ un minimo. Si trova
In seguito un nuove massimo CC’/, ecc.

G /‘f” 2;-; / ﬁ’
Fig. 2.
30. — Quando una funzione passa per un massimo, la

funzione comincia a crescere e la derivata e positlva;
la, funzione decrescendo in seguito, la derivata diventa
negativa, Cosi, quando la funzione passa per un mas-
simo, la derivata cambia di segno: da positiva diventa
necativa.

Quando una funzione passa per un minimo, la fun-
zione comincia a diminuire e la derivata ¢ negativa; la
funzione aumentando in seguito, la derivata diventa
positiva. Cosi, quando la funzione passa per un minimo, la
derivata cambia di segno; da negativa diventa positiva. ﬂ
Le reciproche sono vere: allorché la derivata cambia
di segno, la funzione passa per un massimo 0 per un
minimo. Se la derivata diventa negativa, la funzione
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aumenta prima per diminuire dopo e quindi passa per
un magsimo. Se la derivata da negativa diventa positiva,
12 funzione diminuisce prima per aumentare dopo e
quindl passa per un minimo.

Ordinariamente la derivata d’ una funzione continua
e pure una [unzione finita e continua, essa cambia di
segno passando per 1l valore intermediario zero In ae-
nerale, dunque, si otterranno i valori di 2 che rendono
la funzione massima o minima cercando i valori di
che annullano la derivata, e che inoltre fanno provare
un cambilamento di segno.

ESEMPI.

1. — Sludiare la variazione del prodolto di due
nwmeri la cut somma e coslante.

Indichiamo con'e la somma data, ¢con z uno dei nu-
merl variabili; Paltro sard a — 2 ed il prodotto ¥ avra
per valore

Yy = x (a — x)

Facclamo variare « da o0 ad a; quando x — 0, 1l
prodotto y € nullo; quando # raggiunge il valore a, il
prodotto diventa ancora nullo. Cosi la funzione Y parte
da zero per ritornare a zero; nell’ intervallo essa passa
per una serie di valorl positivi e finiti; aumenta dap-
prima per diminuire in seguito; passa dunque per un
massimo.

La sua derivatad 9/ = — 2 + g—2 = g — 20,

Cerchlamo il valore di « che annulla la derivata ; esso

¢i vien dato da @ — 22 — 0 da cui z — &

2
A questo valore corrisponde il massimo della funziore

Y, poiché per un valore minore la derivata € positiva,
é per un valore maggiore & negativa. Cambia dunque
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di segno. Cosi, il prodotto di due [atlori, di somma
costante, ¢ massimo, quando questi fattori sono ugual.

32. — A questa questione astratta corrisponde Ila
quistione geometrica segnente: Studiare la variazione
della superficie d'un reltangolo di perimetro dato.
[nfatti, indicando con 2 il perimetro dato,  la base,
Paltezza sara @ — a e 1’area sara rappresentata dal
prodotto x#(z — a) di due fattori di somma costante
Questo prodotto raggiunge il suo valore massimo quanda
i due fattori sono eguali; cosi, di tutti i rettangoli dI
egual perimetro il maggiore € 1l quadrarto.

33. — Alla medesima quistione si collega ancora il
seguente problema di geometria: Studiare la varia-
zione della superficie d’un iriangolo di base e di
perimetro costanti.

~ Chiamato 2p il perimetro dato, & il lato costante, b,
¢ i due lati variabili, 1a superficie del triangolo € data
dalla nota formola

/7 (p—a) (9—b) (v —c¢)

Si pud fare astrazione dei due fattori costantip, p — @
e considerare solamente i due fattori variabili p — 0,
p — ¢, la cui somma 2p — b —c & a, ciod costante.
Rappresentando con a il primo fattore, il secondo es
sendo @ — « abbiamo da considerare il prodotto x(a — @),

. : a AN e
il quale & massimo per ¥ = - , 8 ciog il triangolo mas-

simo & il triangolo isoscele. Pii i due lati variabili dif
feriscono tra loro, pit la superficie del triangolo & piccola
34, — Studiare la variazione della somma der qua
drati di due numeri la cut somma e costante.
Indichiamo con @ la somma data, con £ uno dei nu
meri variabili: I'altro sard ¢ — « e la somma y del
loro quadrati sard rappresentata da y = x* 1 (@ — x)f
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Per trovare la derivata sviluppiamo il quadrato e ri-

duciamo y = 2a% 4 a* — Rax da cul ¥y’ = 4@ — 2a
Uguagliando a zero questa derivata si ha 4@ —2a = 0
: a
da-cul & = -
; . | . a
Lafunzione y raggiunge il valore minimo per x — o

poiclié per un valore minore la derivata & negativa g
per uno maggiore & positiva. Il valore minimo della
somma dei due quadrati si raggiunge quando si divide
] numero dato @ in due parti uguali. |
35, — A questa quistione si collega lo studio della
variazione della diagonale d’ un rettangolo il cui
perimetro é costante. Infatti, chiamato 2@ il perimetro
dato, @ la base, @ — « l'altezza, la diagonale y sara

y=V x*+ (a—x)?

Quando @ = o, il rettangolo si riduce ad una lines
: ) -
retta di lunghezza @ e la diagonale ¢ ¥ = a. Se si fa

a | ey
creseere @ da o0 ad —-, la diagonale diminuisce da « a

i

a ; a
VTé;; o continuando a crescere da - ad a, la diago-

a
nale aumenta da VZE: ad @ ; infine quando @ = @, il ret

tangolo si riduce di nuovo ad una linea retta e la dia-
gonale ridiventa = @. Cosi la diagonale raggiunge il suo

valore minimo per x — %—, cioe quando il rettangolo
e un quadrato.

36. — Studiare la variazione del volume del cilin
dro curcolare retto la cui superficie totale é costante.

Chiamato @ il raggio di base, y l'altezza e rappre-
sentando la superficie totale data con 2 x a2

avremo la
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relazione 2 = #* + 2 m @ y = 2 = @? o pin semplice.
mente x® + ¢ y = a* .
[1 volume V del cilindro ha per espressione V— r x2y

» . : - &2 — rr?
e si sostituisce ad y il suo valore y = ~ _ dedotto
T

dalla relazione precedente
Y=rna(a> — 2% ==x(a>x — 23

che ¢ una funzione della variabile indipendente .

[ valori di # ed y devono mantenersi positivi e il
ragegio 2 della base non puo variare che da o ad q.
Quando « varia da o ad @, il volume parte da zero
per tornare a zero, passando per una serie di valori
finiti e positivi; comincia per aumentare per diminuire
in seguito, e per conseguenza passa certamente per un
massimo.

Per studiarein modo completo la variazione di que-
sta funzione, prendiamo la sua derivata

Vi==n(a*—33*) =3= tz*' H;E)

b

L.a derivata e positiva per i valori positivi di « in-

N L] a’
feriori ad V3

v g a
periori ad V3
J

negativa per 1 valori superiori di « su-

e ida o a

V_ il volume andra aumentando da zero ad un certo

‘ * a .
massimo; & crescendo in seguito da V3 ad a il vo-

lume andra diminuendo da questo valore massimo a

Lero,
( 25

Per x = Vgsi- ha Yy = \’}?-. Cosl fra tutti i cilin-
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2 dri di ezual superficie, il maggiore & quello la cul al
| | tezza © ucnale al diametro della base.
| 37. — Dividere il numero a in due parti X ed y
h lali che il prodotlo X™ y» sia Massiimo.

| Sard ¥ = @ — « ed il prodotto xm (@ — x)n
it Per & = o il prodotto a7 (@ — x)* diventa zero. Se
ll 2 eresce delto prodolto aumenta passando per un certo
|
i

massimo per ritornare a zero per x = a.
Prendiamo la derivata di questo prodotto
n -1 (a4 — :If)” — T (. — m)ﬂ-i
Ponendola ugunale a zero e semplificando per il fat-

e R M T S e e e
e
= s % e

]’ ' tore comune xzm1 (@ — x)n-1 81 ottiene

il _ a n
ma — x) — nxe = 0 da cul x =

-i m 4+ n

| a m a n

L’altra parte sara ¥y = a -

n + n m + 2

e facendo il rapporto fra queste due grandezze si ha
l LY = 1M In

i facile vedere che la derivata cambia il segno al-
lorché @ passa dal valore massimo. Conchindiamo che
il prodotto xm X € y » massimo quando le parti in cui
4 si deve dividere a sono proporzionali agli esponenti
| m ed 7. : :
‘: | 38. — Studware la variazione d'un trapezio in-
11 serilto in un seniicerchio.
_Lji Sia r 1l raggio del circolo. La base maggiore del tra-
i pezio & costante ed = R . Indichiamo con x la base
1| variabile, con y l'altezza del trapezio, S la sua areas.
1M | ' , ; P e o -
‘ | Sard S = - e Dal triangolo rettangolo ABD si

i ha 2= AEX EB = AE (v + AE)maRAE = 2p —gz; |

l Qi — |
| AE = —5 e sostituendo
| 21 — @ A= , .
| ' y‘: (m--\- 5 )L’h‘l ':Julg,r:m..\/47’2—"mg

9 —

£

e
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e per sostituzione
e e ok X\/ ir?— 27 (R7 + z) Vg = g2
— e

z 4

Per # — 27 abbiamo y = o ed S = 0

Per & — o abbiamo y = r ed § = 72

[n quest’ultimo caso il trapeziosi risolve nel trian-
golo rettangolo ABE.

Per studiare la variazione della funzione S pren-
diamo la sua derivata ed uguagliamola a zero. Si ha

o ol anche

4 8 \/ 42— a°
e T (21 + & =94
\4 A _, ) 0. Sempiificando e mol-
4 4 Vd =

tiplicando per V 4 r* — a* sl ottiene

412 — gt —x (R x)=0, da cul 442 —2rgy — 2=

. r _Ii_ [ 1‘9 9
e risolvendo ® = — 5~ — \/ : + 92
08 3
] — it
=== & oo
ol T 3
donde le due radici &' = — — = — 27
7 3
W — — —— r=r1
T 5 T 5
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Alla prima radice @’ corrisponde il miniino della
funzione S il qual minimo e o. Alla seconda radice
x” — 1 corrisponde il massimo di S che é

(2,],,. 'L*T‘}\/l P2 SIBVT
4

S = — - 12

4

L’espressione 4 > — 2 r & — 2 @* per @ — o si riduce
a 21wt — 21 = 0.

Per un valore di # minore di » detta espressione.
assume un valore positivo e per un valore di # mag
giore di » assume un valore negativo. La derivata pas.
sando per o, cambiando di segno, ¢i avverte che la fun-
zione S passa per un massimo.

Cosi, un trapezio inscritto 1n un cemhiﬂé massimo
quando la base variabile uguaglia.il raggi

v
In questo caso l'altezza y e y = "__V — ecloelamet;

del lato del triangolo equilatero IHSGl‘ltt{] nel cerchio.

39. — Osservazione., — Un gran numero di problemi
di massima e minima si corrispondono due -a due cos)
che ad un massimo in uno corrisponde un minimo nel-
J’altro. Sieno %, v due quantita variabili, tali che =
ciascun valore di w corrisponde una serie di valopri di
v od a ciascun valore di » una serie di valori di . .
[ndichiamo con & il piu grande dei valori di » che
corrispondono ad un medesimo valore ¢ di w, e &/ il
piu grande dei valori di » che corrispondono ad un
altro valore &’/ di w%; supponiamo che se il secondo -
valore a/ attribuito ad w e piu piecolo di @, anche il
secondo massimo b/ & piua piccolo del primo‘ ». Reci-
procamente si puo affermare che a & il minore dei va-
lori di « che corrispondono al valore b attribuito a ».
Osserviamo intanto che @ & uno di questi valori ; d’al-
tronde e impossibile che % assuma un valore @/ minore |
di @, poicné 1 valori di v che corrispondono a questo |
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valore @/ di u essendo tutti uguali od inferiori alla
quantitd &/ che & minore di b, nessuno di essié quindi
uguale a b.

Analogamente indichiamo con & il piu piccolo de;
valori di » che corrispondono ad un valore a di ¥, e 0/
il piu piccolo dei valori di v che corrispondono ad un
altro valore @’/ di u; supponiamo che se @’ & maggiore
di @, il secondo minimo 5’ & maggiore di- b, Si dimo-
strerd in egual modo che reciprocamente @ € il mag-
giore dei valori di « che corrispondono al valore & di .

Cosi, quando le due grandezze variabili % e » hanno
dei valori @ e b tali che b sia il minore o il maggiore
dei valori di » che corrispondono al valore @ di %, se
» aumenta o diminuisce con a, reciprocamente @ e il
maggiore o il minore dei valori di % che corrispon-
dono al valore & di v.

Supponiamo, ad esempio, chew e v sieno Trispettiva-
mente il perimetro e la superficie d’un rettangolo. Sic-
come esiste un numero infinito di rettangoli di ugual
perimetro (isoperimetrici), ad uno stesso valore del pe-
rimetro w corrisponde un numero infinito di valori
della superficie v.

Analogamente, come esistée un NumMero infinito di
rettangoli aventi la medesima superficie, ad uno stesso
valore di » corrisponde un numero infinito di valori
di . B noto poi che tutti i rettangoli di ugual peri-
metro @ il maggiore & il quadrato; chiamiamo b l’area
di questo quadrato: & poi evidente che 1’area b del
quadrato diminuisce col suo perimetro a@. Si conchiude
che, reciprocamente, di tutti i rettangoli di ugual su-
perficie b, questo quadrato & quello che ha 1l minore
perimetiro a@.

Di tuttii triangoli di ugual perimetro, 'equilatero e
il maggiore. Daltronde 1 area del triangolo equilatero
diminuisce col suo perimetro. Si conchiude che di sutti
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i triangoli di ugual superficie, I'equilatero ¢ quello che
ha il minor perimetro.

Abbiamo supposto, nella dimostrazione del teorems
precedente, che 6 aumenta o diminuisce con a@: se ¢

aumenta quando « diminuisce, si considererebbero 7

|

quantita variabili v ed i Ad un massimo di » corri-

2, :
sponderebbe un minimo di —, © Per conseguenza un

massimo di .

CAPITOLO III.

Derivate d’una funzione
di piu variabili.

40. — Fin qul abblamo considerate delle funzioni ad
una sola variabile; occupiamoci ora brevemente delle
funzioni di pin variabili.

Sia /' (@,y) una funzione di due variabili indipendenti
x ed y, cloe di due quantitd che variano in un modo
affatto arbitrario ed indipendentemente I’una dall’alira.
Se consideriamo y come una costante, prendendo la
derivata della funzione rispetto alla variabile &, avremo
¢io che si chiama la derivatla parziale della funzmne
rispetto ad «.

Analogamente se consideriamo @ come una costante,
prendendo la derivata rispetto ad ¥ avremo la derivata
parziale rispetto ad y. Queste sono le due devimte
parziali di primo ordine della funzione proposta ;

demgneremo col simboli f'x e /7y, I’indice lndlcand{}
la letfera. rispetto alla quale si prende 1a derivata.

\
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-Se si prende due volte successivamente la.derivata,
sia due volte rispetto ad w, sia una volta rispetto ad
x ed una seconda wvolta rispetto ad z, sia due volte
rispetto ad g, siottengono tre derivate parziali di secondo
ordine che indicheremo coi simboli /=2, [Mzy, 'y €
cosl di secuito.

Si abbia ad esempio la funzione

i, yy=3a*—5gxy+y>—3x+4dy +2

Prendendo le derivate tanto rispetto ad z, quanto
rispetto ad y si hanno le due derivate parziali

fly=—5ax+2y+4

e prendendo le derivate sia rispetto ad z, quanto ad ¥,
si formano le tre derivate parziali di secondo ordine

ﬂ!x1=6; f‘”j;y=_ ;"”yl :..."‘2.

Le derivate seguenti sono nulle.

41. — Si abbia ora la funzione f(z, ¥, z..) delle va-
riabili indipendenti «, y, z.. Potremo prendere le de-
rivate rispetto a ciascuna variabile considerando le al-
tre come quantitd costanii e cosi ayremo le derivate
Eli, Tlyly g n e v N8 TSUGCESSIVE a2 il g2, i e,

ff‘rxy;lliql

1|

i

]

Funzioni omogenee.

42, — Una funzione intiera di , y, z.. al pari di un
polinomio si dice omogenea e di grado m, sé la somma
degli esponenti di queste lettere in claseun termine e

costante ed uguale ad m.
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Per precisare le idee supporremo che la funzione
contenga tre sole variabilt «, y, z. Ciascun termine
sara della forma A x» yp z9 ove n, p, q, rappresentano
numeri interi la cui somma ¢ uguale ad m, ed A una
costante.

LLa funzione sara dunque una somma di pitt termini
della forma indicata e potremo scrivere

[(x,y, 2)=2 A xn yr 21

Prendendo la derivata rispetto a ciascuna variabile
81 ha

i

[z = 2 nAxn-1 yp zq
f’y 2 i_"_:l.f’i,ﬁn y}g‘i"l 24
[z = 2 qAxn yp zq-1

Il

e moltiplicando queste derivate rispettivamente per w,
Y, Z risulta

e = 20 A N Yy 24

Y[y =2p A xn yp 24

2fl2=2q A 2 yp Z4q

ed addizionando si ottiene

cl'z+ylytzl'2=3n+p+ q) A xrnyp 3¢
ed essendo 7 + » 4+ ¢ = m si ha

oty llyt+ 2f'2=m3 A xnypzq

oppure
ety llyt z2f2=mf(ey. 2)

e cioe, la somma dei prodotti di ciascuna variabile per
la derivata della funzione rispetto a questa variabile di
una funzione omogenea di grado m & uguale ad m
volte la funzione stessa.

Sia ad esempio la funzione omogenea dj quarto
grado

SX*Y—Txz* + 4y z— 5yt — 24
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delle sre variabili indipendenti @, v, z. Abbiamo

f‘}'t: i":} T y?. — 7 33
fly=10 22y + 12 42 7 — 20 43

ﬂz:—?ﬁiﬂ?ﬁg—%-iyﬁ—élﬁ'fi
da eul
Bl =10 T ="
y [ly=10r2 92 + 1297 2 — 20 yt
2 fo=—21 22>+ 4177 — 4z

ed addizionando

Bl +ully + A =200y — 2B aS + 16ysz—
703{“4*{— Gty *— 722+ 4y’z—5yt — 24

Derivate delle funzioni composte.

43. — Sia una funzione y = [ (¥, v) di due quantita
w, v che alla loro volta sono funzioni 'della variabile
indipendente x; € evidente che in ultima analisi y &
ana funzione della variabile z. Se si da alla variabile
¢ laccrescimento A z, ne risulteranno per u e per v
oli acerescimenti Aw, A v e per yl'accrescimento A y e
si avra Ay =7 (v +Au, v + Av)— [ (¥, v) ossia

Ay=/[f(vt+Au,v+A4v)—[(Wv+ Av)
+ [ (w, v+ Av) = [ ()

s dividendo per Az sl ha
Ay /‘(u-i-L‘au,erMJ)-—f(u,v—l—dv)X&ul
N . Au A s
A A :
Lt A o) =y X E"%‘ Supponiamo ora che

> Av
AU A

. 30 zero: allora i rapporti—— e — ten-
A x tenda Verso BB X A

deranno verso le derivate w' e v’ delle funzioni % e v.
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[ (i, v + A v)— [ (u, v)
A D

Nel rapporto 1l numeratore

¢ 'aumento che prova la funzione f(u, v), quando alla

variabile v 81 da 'aumento A », % rimanendo costante:

Il limite di questo rapporto & dunque la derivata par-

ziale 7* (u, v) della funzione f(u, v) rispettoa v e il se-

condo termine ha quindi per limite /7y (1, v) X 7/,
Consideriamo ora il rapporto :

[ (U + Aw, v+ Av) — /(1. v + A v)
3 Au

LI numeratore & l'aumento che prova la funzione
M, v + A v) quando si da alla variabile % 1’ aumento
A w5 questorapporto ¢ dunque uguale a /’y (¥, v + A v) J(— m,
in cui la quantita m svanisce con A u.

D’altronde /'« (v, v) essendo una funzione continua di
v, 81 ha |
[w(l v FAD) = flu(u, v)+ m!

In cui la quantitd 22/ svanisce con Av; risulta da cid
che il rapporto che si considera & uguale a

Fw (u,v) + m L m/

Se ora si fa tendere Az verso zero, Au e Av tende-
ranno simultaneamente verso zero, come pure m ed m/,
e 1l rapporto avra per limite fu r’u v). Il limite del primo
termine e dunque /'y (%, v) X %' & si ha quindi

Y ="u (u,v) X v + flv (1, V) X !

e cosl, la derwata d’una funzione di due [unziont
u e v d'une medesima variabile x o uguale alla de-
rowalte parziale della funzione proposta rispelto ad
0 moltiplicata per la deriwata di u, piv la derivaia
parziale rispetto @ v moltiplicala per la devivata div.
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[CSEMPIO,

Consideriamo la funzione y = z*. Se si pone % = B,
= @« 8l ha y = w», da cui, applicando il teorema
precedente

'=movuwdy +ur Lu. v =xr+ 22 L 2 = g (1 -+ L)

Derivate delle funzioni implicite.

44, — Si dice che una funzione & implicita allor-
quando essa ¢ legata alla variabile da una equazione
non risolta. "

Le altre funzioni, per contrapposto,si dicono esplicite.
Cosi I’ equazione f(z, y) = o nella quale il primo
membro & una [unzione qualunque delle due variabili
Z, y esprime una funzione implicita y di a.

Se si potesse risolvere ’equazione si ricaverebbe

= o¢(x)

e la funzione diventerebbe esplicita. S1 ottiene facil
mente la derivata d'una funzione implicita. Prendiamo
la derivata della funzione f{,#), In cul consideremo
& come la wariabile indipendente ed y cowme una fun-
zione di @ :; questa derivata, in virta del teorema pre-
cedente, & uguale a 'z + [7y X ¥’ e siccome la funzione
(2.y) € costantemente nulla, la sua derivata lo sara
aliresi e si avra 1’equazione [z + 'y X y' = 0 da cui
/"%
“"fﬁg.

Tale & 'espressione della derivata della funzione 1m-
plicita y.

s deduce y' = —
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K SEMPI,

{.° Consideriamo la funzione implicita y definita

dall’equazione 2 —4x Yy + ¥° 1 22 = 0.

Dalla formola ora stabilita si1 ha senz’altro

, o xm—4y + 2 i
g —4dx+ 2y Yy — 2%

L’equazione proposta essendo di secondo grado ri-
spetto ad y, puo essere risolta e si ha

y:%mi\/‘&mg-——ﬂm

LLa funzione essendo diventata in tal modo esplicita
si trova direttamente la sua derivata,

3x—1

el e
ST

Sostituendo ad y il suo valore nella prima espres-

sione di 7/, si ottiene la seconda.

SRy
T6— 4y

20 SatH4 Txy—y =0 Yy =

CAPITOLO IV.

Delle funzioni primitive.

45. — Si chiama funzione primitiva d’una funzione
data una funzione della quale la funzione primitiva &
la derivata. |

Dimostreremo innanzl tutto I'esistenza della funzione
primitiva, si possa o meno esprimerla col mezzo dei segni
dell’algebra.

e
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Sia y = f(«x) la funzione proposta; rappresentiamo
questa curva, come abbiamo spiegato al n. 5, portando
sulla retta orizzontale OX, a partire dal punto O delle
lunghezze uguali ai diversi valori della variabile @, el
inalzando delle perpendicolari od ordinate uguali al
valori corrispondenti di y. Consideriamo I’arca ABPM
contata a partire da una ordinata fissa AB fino ad una

i z/
A/ ﬁ

ol B P P X

K L 4,

ordinata mobile MP; quest’area €& una funzione di
poich¢ se si fa aumentare @, I'ordinata /P allontanan-
dosi, 'area aumenta ; indicheremo questa funzione con
I ().

Dimostreremo che la (unzione F(x), cosl definita, &
una funzione primitiva della funzione proposta /{z). Ima-
ginjamo, infatti, che sl dia ad & un aumento PP = h;
I’ aumento R della funzione F (x) sara 1'area del tra-
pezio curvilineo MPP'M' ; dai punti M ed M trac-
ciamo le orizzontali M D, M' E; ’area del trapezio
curvilineo & cosi compresa fra quelle dei rettangoli
MPP E el EPP M; questi rettangoli avendo per
misure M P X h, M" P’ X h si avra la limitazione

AP >R =Rk ——lSPLXCh

o dividendo per I si ha

MP < — < M

b

B e T




i
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Quando h tende verso zero, I’ordinata M’P" diventa
uguale ad MP, e, per conseguenza, il rapporto }-—f' tende
verso un limite che & uguale all’ordinata MP. Cosl
la funzione F(z) ammette una derivata che € la fun-
zione proposta f(x); questa funzione F(x) & dunque una
funzione primitiva di /{z).

Da quanto si & esposto risulta che una funzione con-
tinua qualunque ha una una funzione primitiva, che si
puo rappresentare comn un’area piana.

Se alla funzione primitiva F(ax) si aggiunge una co-
stante arbitraria ¢, si avra ancora una funzione pri-
mitiva F(x) -+ C, poich® la costante nulla muta nella
derivata.

Vedremo, in ¢io che segue, che l’addizione di questa
costante arbitraria c¢i da tutte le funzioni primitive
della. funzione proposta.

46. — Dimostriamo che quando una funzione con-
tinua ha la sua derivata costantemente nulla, questa
funzione & costante.

Y
A £ B
|
0| 2 X
'Fig. Oe

Imaginiamo la funzione rappresentata da una linea.
Se si indica con « ’angolo che fa la tangente alla linea

in un punto qualunque coll’ orizzontale 0X, sappiamo
che la derivata della funzione € — tang. . E poiché
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la derivata & costantemente nulla, I’angolo « € pure
costantemente nullo. Cosi la linea in ciascuno dei suoi
punti ha la sua tangente orizzontale e quindi non puo
essere che una linea retta orizzontale. L’ordinata MP
di ciascun punto di questa linea retta e costante; si
conchiude che la funzione proposta ha un valore co-

stante.
Sieno ora due funzioni F(x), «(«) aventi la medesima

derivata f{z), dico che queste due funzioni non pos
sono differire che per una costante. Infatti per ipotes

si ha

ol(x) = () F(x) = [(x)
e sottraendo queste due uguaglianze una dall’altra si ha
el ) S =20
Ma o/(xz) — F/(x) & la derivata della funzione
o(x) — F(x)

e poiché questa derivata & costantemente nulla, la
funzione € costante; dunque

¢(x) — F(x) = C

Abbiamo detto nel numero antecedente che quando
si & trovata una funzione primitiva F(x) della funzione
proposta, aggiungendovli una costante arbitraria, si ot-
tiene una nuova funzione primitiva F(x) + C. Da ci0
che precede risulta che si formano cosi tutte le fun-
zioni primitive della funzione proposta, poiché qualsiasi
altra funzione primitiva non differisce dalla prima che
per una costante. '

Questa funzione primitiva F(z) + C, contenendo una
costante arbitraria, si chiama, per questa ragions, fun-
zione primitiva generale della funzione proposta.
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i pud detenminare la costante di guisa che la fun-
zione primitiva abbia un valore dato A per un_ valore
dato @ di z; si mettera

Fla) - C = A

da cul
C = A — Ila)

Se, ad esempio, si vuole che la funzione primitiva si

annulli per @ = a si mettera
Fl@) + C=o0
da cul
C = — F(a)

e la funzione primitiva sara
F(x) — F(a)-

[.a rappresentazione geomelrica della funzione pri-
mitiva rivela che questa funzione contiene una costante
4rhitraria ; ed invero si puo misurare ’area a partire da
una ordinata iniziale 4B qualunque, ¢ cambiando la
posizione di questa ordinata iniziale, si modifica evl:

dentemente l'area di una quantita costante.

Determinare la costante in modo che la funzione
primitiva si annulli per@ = a equivale a misurare I’area
a partire dall’ordinata iniziale che corrisponde ad x = @.

47. — La ricerca delle funzioni primitive & un’ope:
razione complicatissima: forma 1I’oggetto del cosi detto
ralcolo integrale.

Ci limiteremo ai ¢asi piu semplici. Consideriamo dap-
prima una funzione intiera

Ao xm + A, zmt - Ag am24 ... 4 Amt g+ Am
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La sua funzione primitiva &

Ao xm+1 Ay am i A, pm? £ Am4 2%
m—+1 m m-1 e 2 '
Amx + C

poiché.prendendo la derivata di questo polinomio si ri-
| trova 1l polinomio proposto.

| Cosi, per averela funzione primiliva di una fun-
zione intera, Si aumentano tuliy gl esponenti di und
unita, e si divide ciascun termine per I’ esponents

cosr awmenltalo.
Per esempio il polinomio

xt — 52 + T — 6
ha per funzione primitiva generale

x> DUpE it
5 3 | ) 6x+ C

Se si vuole che la funzione primitiva si annulli per
@ =0\ S1SpOrras C =10;
.a stessa regola si applica agli esponenti qualunque,

ESEMPI.

i
12— fm) =/ = @ ®;

3
O il
Flz) = 5 o+ C:-?)—\/ w3 + C
2o — [(x)= 1 :33-2:
¥ ;IJE ]

=4 1
Flr)=—2 +C=—— +C
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Ecco altri casi in cui si puo6 trovare immediatame ate
la funzione primitiva :

| i
. i
2° —iflw)=r—0p
6 ‘ 1
3.2 —[(x) = e
4° — flx) = e e
1 —\/ o
0." — (1) =.ex

1.9— [(v) = cos a

8.2 — [(x) = sen x ;

1
Q_G —— m — T
) COS* X
L0 ) e
: -~ sen o
SCNn x
{120 —=F(p) — —
() COSt X
COS %1

12— = =
/(7) sen® x

s Fiinli=Lix o O

s ) =ranctang-a G

i li=—=sanesseisa G

L T =larcicosit 40

s B(x) = 6%+ 0

a:-':
; F(m)~—La+C

. Fix) = senx+ C

- B (1) =—eos M+ C

* F(x) = tang x 4 C

v B ()= —1COl® 1 G

s F (@) =secx + C

o I’ (1) = — cosec x + C
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Spesse volte 1l teorema sulle funzioni di funzioni -
permette di trovare la funzione primitiva:

Lo flr) = ——; F(x)=L(z +a)C
; 20 — [ (1) = e (5 afm;
F (1) = o5y g

(m-1) (r — ajmn-1

=5
1 1 4/
=) = = DI 2
a®+ 1 2 i (_T
a
Hiw) = f— arc lang -2 + C
e d==> g a
T e s 2T
8=y = It O S e S i S
1
F (x)= (@® + x) + C

Si deve osservare in quest’ ultimo esempio che es-
sendo il numeratore 22 la derivata del denominatore

¢ la derivatadi L (@® + 2%

: EA
¢ L 22 la funzione pERR:

50 — flt) = =i F)=V@ T + ¢
V a® + a? {

ec X

+C

6.0 — f(x) =e* & y F(x) =

e
Yo film) = cosiax 3 E@)= ?Ef;__m_l_c
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@ 4 { |
80— [(x) = If (1) = 5 (Liz)*— C
i 2
e = s @)=L Liz+ C
i : 1 i

1{:}“_.}’"(3;): _.'II (L 7)n ? F (:I:) = (?ﬂ._i) (L 3;) m A i C

&

1.2 — [ (z) = T F(x) = arc ltang (ex) + C

CAPITOLO V,

e T — - =

Annotazioni.

48, — Abbiamo visto al n. 45 che la funzione primi-
tiva I{x) di una funzione /{x) ¢ vappresentata geome-
tricamente da un’area e che la lunghezza dell’ordinata
di un punto qualunque della funzione f{z) & la deri-
vata di Ffa). Se questa derivata viene moltiplicata per
Paumento piceolissimo che si da alla variabile x, au-
mento che abbiamo indicato con &, si ottiene un ret:
tangolo la cul area piccolissima rappresenta un ele-
mento dell’area espressa da I(x). |
;;:; Questo elemento si chiama il differenziale di F(a), '

].:,; mentre F(a) si chiama I'integrale dell’ elemento pic:

;il ; colissimo. |

| Data una funzione /{x) la sua derivata ¢ f/(z); il suo |

J*' Fliﬂ"erenziale ¢ ['(x) d @ in cui d @ rappresenta ’aumento "i
"?'i - Infinitamente piccolo della variabile 2. Questo pro- |
|

dotto rappresenta l'area d’un retiangolo le cui dimen-
sioni sono dx e [fa) ciod Pordinata in un punto
qualungue, .

- ——
-~
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Caleolato il valore di questo elemento, trovato cioe
il differenziale d’una funzione, troveremo la funzione
| primitiva facendo la somma degli infiniti elementi in-
' finitamente piccoli compresi fra due estremi dati @ e o
~he corrispondono a due ordinate.

Tale somma si chiama inlcgrazione, € eseguirla si

b
dice integrare e si esprime col simbolo signif-
@
cando che l’integrazione deve avvenire fra a e b.

Mentre fisse e precise sono le regole con cui si trova
il differenziale delle funzioni, non altrettanto lo sono
quelle per la ricerca del loro integrale; spesso la ri-
soluzione di queste quistioni si raggiunge mediante ar-
tifici ingegnosissimi; talora riesce lmpossibile.

49. — Il calcolo differenziale ed integrale, chiamato
calcolo superiore o sublime, o meglio calcolo infinite-
simale & il calcolo degli infinitamente piccoli.

Il primo cerca I’elemento, il secondo la somma di
tutti quegli elementi che si trovanoe nelle medesime
condizioni del primo.

La geometria,la meccanica, la fisica trovano nel cal-
colo infinitesimale un ausiliare preziosissimo, e le qui-
stioni per la soluzione delle quali occorre coi processi
elementari un ragionamento lungo e Vizioso, sono in-
vece co) calcolo prontamente risolute.
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DEL NUMERO E.

50. — Il numero, che nel calecolo si suole indicare
colla lettera e, gode di una importanza grandissima.
Esso e la base dei logaritmi naturali o neperiani.

Consideriamo la serie

-l + T _{, e -+— - ':"T‘“ + seses e

[ primi due termini danno una somma uguale a 2.
I termini seguenti sono rispettivamente minori dei ter
mini della progressione geometrica

1 1 i

o +- 57 53 s AT

che 81 ottiene sostituendo a ciascuno dej fattori 3, 4,
SR il fattore pia picecolo 2, il che aumenta le fra-
zionl, Siccome la seconda serie & convergente lo sara
altresi la prima, e la somma dei primi 2 termini, astra-
sion fatta del due primi, tende verso un limite minore
della somma dei termini della seconda serie, che & una

progressione per quoziente, la cui ragione @ —;T E come
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la somma wve1 suoi termini é 1, cosi il limite della somma

dei terminf della prima serie & minore di 1. Quest’ultima

somma tende dunque verso un limite compreso fra 2 e 3.
Questo limite ¢ un numero irrazionale.
Supponiamo infatti, ch’esso sia uguale ad una fra-

71

zione ordinaria ——, 8i avrebbe allora
7
M | i {
— = = ] e R N R
n i i T P2 T 1223 i

Se seriviamo dapprima gli n -+ {1 primi termini, e
seé poniamo i seguentl sotto la forma

llllll

a8 (52 St iy =l (- + 1)in + 2)

Joltiplichiamo ora tutti i termini dell’uguaglianza
per il prodotto 1.2.3....... n; 1l primo membro diventa
un numero intero 1, 2. 3..... (n — 1) m; gli » -4 primi
termini diventano pure numeri intieri, di cui, per ab-
breviazione, indicheremo la somma con N; in tal modo

i ottiene l'uguaglianza

; 1_. | - ._._.1 e, +
A o s

1.2..c.(n—4)m =N + [
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La quantita fra parentesi & una frazione minore
dell’unita, poiché 1 suoi termini sono rispettivamente
minori di quelli della progressione

i | L % i
n+ |1 T (n + 1)2 - (2 + 1)3 T aneees

che s1 ottiene sostituendo a ciascuno dei fattori n 4+ 2,
I 2 S ,11 [attore piu picecolo n + 14,1l che aumenta
le frazioni; il limite della somma dei termini di questa

| i iy .
progressione essendo o la quantita fra parentesi é
dunque minore di =58 dunque una frazione propria-

mente detta. Si avrebbe dunque nell’uguaglianza prece-
dente un numero intero uguale ad una frazione, ¢id che
¢ assurdo. Cosi, il limite verso il quale tende la somma
del termini della serie proposta € un numero irrazio-
nale compre.o fra 2 e 3,

o1. — Iudichiamo eon R il resto della serie, ossia
I’errore commesso quando si prendono gli # + {1 primi
termini,

R = i e 1 |
e R R bl n+1)m+2 7

i . : oy
la quantita fra parentesi essendo minore di o dopo
7

: ity { i

quanto é stato detto, si ha R < AR

Cosi quando si prendono 2 -~ 1 termini, 1’ ervore

commesso e minore dell'ennesima parte dell’ ultimo ter-
mine calcolato.
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HEcco 1l calcolo di e con olto cifi'e decimali.

2
1.12, = 0,9
125 — 0,160666667
Pi.ié.{{:-,-:_q — 0,0416066067
i.Ei..ﬁ = 0,0083333.
_12.?{3 —  0,00138889
i'ff;,_,—; = 0,00019841
Hib — 0,00002480
:l.;'f_,i_,,_g = 0,000002786
i,ia.jﬁij'.'._if,r — 0,00000023
i.ﬂ._‘l e 0,00000003
2,71828181

I termini si deducono gli uni dagli altri per suc-
cessive divisionl. Si sono presi i primi dodiei termini:
) tre primil sono esatti, ¢ si sono calcolati gli altri con
otto decimali, per difetto o per eccesso, in modo che
’errore commesso su ciascuno di essi.sia minore di una
mezza unita dell’ottavo ordine decimale:; sei sono stati
calcolati per eccesso, tre per difetto. D’altronde la
somma del termini trascurati € minore dell’undicesima
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i parte dell’ultimo termine caleolato, e quindl minore
| pure di una mezza anita dell’ottavo ordine decimale.
| Per correggere la somma ottenuta basterebbe dimi-

quirla di una quantita minore di 3 unita dell’ottavo
ordine decimale ed aumentarla di una quantita minore
di 2 unita del medesimo ordine, cid che da

:-; e = 271828131
- £ = 2,7[828186
Si ha cosi per difetto, con sette decimali esatti,
e — 27182818
I
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