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CALCOLO INFINITESIMALE

PARTE II.
CALCOLO INTEGRAIE.

CAPITOLO PRIMO.

Definizione d'integrale

. — Sappiamo che per calcolo differenziale, di cui ab-
biamo parlato nella prima parte di questo lavoretto, s’in-
tende quella parte dell’analisi matematica che ha per fine
ix ricerca delle derivate e dei differenziali delle funzioni,
nonche lo studio delle loro proprieta; inversamente, si
dice calcolo integrale quell’altra parte dell’analisi stessa che
ricerca invece le funzioni integrali. Con tal nome si deter-
minano quelle funzioni alle quali corrispondono per deri-
vate delle altre date funzioni analitiche. Con cio € manifesto
che al calcolo integrale, di cui ora ci occuperemo, COrri-
sponde il problema inverso di quello che interessa il cal-

co.o differenziale.
Possiamo determinare 1'oggetto del calcolo integrale nel

mwedo seguente :

{.9 — Data la derivata di una funzione di una o piu
variabili, trovare la funzione.
20 — Date una o pill equazioni tra due o piu. varia-

bili x, y,... ed alcune delle derivate di talune variabili ri-
cuardate come funzioni delle altre, trovare deile equazioni
fra x, y,..., di cui le equazioni date siano conseguenze.
Prima di procedere alla determinazione preliminare delle
funzioni integrali, non ci sembra inutile richiamare alcune
delle considerazioni pitt importanti per il nostro studio ed

appartenenti al calcolo delle derivate.
2. —_ Per determinare l’andamento di una curva in pros-

simita ad uno dei suoi punti, conviene anzitutto determinare

la tangente e la normale di questo punto.
Si sa che se & data 1’equazione della curva rispetto a

due assi coordinati cartesiani, dei quali si possono rappre-
sentare con X le ascisse e con Y le ordinate, € che si in-
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dividua con X', Y' le coordinate di un punto qualun
tangente e

que dell

dy
Y —y=—-— (X — %)
Y= dx (1)
Ora. se la curva in questione puo essere determinata con

un'equazione dalla forma esplicita

y=1 (%)
Sl ha |
dy = () difix)
d x dx
Quando invece tale equazione ha la forma impljcitg
f (x, 9)=0,
essendo il primo membro dell’equazione yng funzione dj

due variabili dipendenti una dall'altra, la sua depjvats ,
come sappiamo, eguale a 1
d f

d f

Ma tale funzione riguardata come funzione dj X, € sem.
pre eguale a zero, qualunque sia i1l valore dj X, quindi sara
pure eguale a zero anche la sua derivata.

Da cui
dj df
dxdx+dydy_0
aunque
df df
aj "t dxT Ty
dy dy

Sostituendo quest'ultima espressione nell'equazione (2)
facendo le debite trasformazioni, si trova I’equazione

Lz NG
a’x(X x) == = (Y —9) =0

Si osservi che tale equazione, cambiando X — x ed V —v
in dx e dy, diviene l'equazione differenziale immniediata di
primo ordine dell’equazione della curva.

Per angoli di una retta cogli assi coordinati si sogliono
intendere: gli angoli che uma retta parallela ad essa, con-
dotta per l’origine, fa colle parti positive di tali assi. Gli
angoli con 1’'asse delle x si sogliono riguardare come positivi
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quanao sono contati nel senso positivo ; sono considerati ne-
gativi quando invece sono contati in senso inverso a quello
della freccia considerata. -

Se gli assi sono rettangolari e, se si rappresentano con
o« € B gli angoli che fa con gli assi delle x e delle y la
parte di tangente diretta verso le y positive, oppure quella
diretta verso le y negative, si ha in questo caso particolare

dy L i
[B.Ilgf:st: -= ¢ tangp = —
a X a y
da cui
d x a y

Z Vix+dy? SRS V/dx® + dy?
purche in queste formole al radicale si dia lo stesso segno,
ed in modo tale che cos . sia positivo o negativo secondo
- che si considera la parte di tangente diretta verso le y po-
sitive o quella diretta verso le y negative.

Dal triangolo rettangolo M P T, in cui il cateto PT di-
cesi sottangente e si suole rappresentare con i l’ipotenusa
M T dicesi tangente, mentre il cateto M P & y, € l'angolo

d
M TP ha per tangented-—i’, si ha
— Vv

St
dx? \/ d x*
- - A J— }I 'i : A
M'rz\/y gl eET tTIy @
Avendosi poi il valore di St per un punto M dato di
una curva, sara facile condurre la tangente alla curva di

un tale punto. Inoltre la normale sara data

G sslee ot d y\*
NS VI_‘_(M)

ove ds figura l’arco elementare della curva in M, e che
risulta

ds =+ V(dx*+ dy?).
3. — Sia ora da determinarsi la superficie di una figura
piana qualsiasi e costituita precipuamente da una curva ar-

bitraria compresa tra due assi cartesianiic tra una retta per-
pendicolare ad uno qualunque degli assi. Sia C D la curva
in questione, 4 C [1’asse delle x. A B quello delle y, a noi
interessa trovare l’area compresa tra questa curva, 1 suol
assi, ed il lato rettilineo B D. Per fare cid occorre in primo

e . =
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luogo, un’operazione geometrica, dividere il segmento 4 B
dell #sse delle x, in un numero pari (2n) di parti, in modo
tale che ogni parte sia eguale ad uno stesso valore h, si
avra cioe

‘qB — hl—.“ hg+h3‘l—...—!—' hg”-._l '{" hgﬂﬁzﬂ(h}

Dai punti h,, l,, ... Ran—, hsn s’innalzino delle perpen:
dicolari alla retta A B sino al loro punto d'incontro con la
curva C D, che in questo modo verra suddivisa in 2n parti
eeuali, ed in modo analogo sara pure divisa l'intera superti-
cie. Si traccino ora le ordinate mediane ¥y,, 2, . . - Yan —1y
VY2 ny € SIENO M1, Ma. . . Man —1 N2n le superfici corrispondenti
ai singoli tratti.

Cio posto, si avra, indicando con A l’intera area cercata,

1 l 1
A:h(5y1+y2Ty3+-*'+}}2n 1 i 2}'21-1)"

1

hE{*fﬂ:-ﬁg(h{y1+4},2+2},3__]_4},4_5[““_}_
|

+92 0142 =h T+ 55 =)+

I
T ¥entn2n

a superficie considerata & quindi la somma delle Sup{ifﬂfil
elementari, N1, Mg, - . . 12n—1, M 2a, le quali sono crﬂﬂ}“‘_f'ﬂ’-"—f
nell’intervalio (a, b), (a <b) nel quale e finita € determinala
la funzione y—=f (x) corrispondente alla curva data. Le 511;
perfici 73, 7g, . . . prenderanno determinati valort 1 ¢t
sto campo, € Ccloe S1 avra

(@< @< g=si< g < Agn=10)

in ordine crescente; il coefficiente della progressione, H{;lh:
indicheremo con la lettera &, € con il quale si potra p%&[};‘p
da un termine all’altro, ¢ dato dalla differenza di due
mini immediatamente wvicini

8 =a,—a=a,— 0, =0, — ;="

Ora, se con Li, li indichiamo il limite SUPE?GPHME&
» " " . . 5 : off =]
limite inferiore corrispondenti al caefﬂmentei‘ o e che
sione, ossia all’intervallo tra un termine € !4\

: : . +odichiamo U

tende indefinitamente a zero, e se con J! indic |
; b oy TN CH
valore qualunque compreso tra Li e [ (“-“'“-yﬁ;uerm ol
corrisponde all’intervallo &i=ai — ai —1 I [tm -

. 3 I_
31 - : e indefin
converge 2 v idi col crescere di n mentre tend

re ed il
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tamente a zero il coefficiente di progressione, si chiama
INTEGRALE DEFINITO della funzione f (x) nell’intervallo
(a, b) e s’indica col simbolo

/2 i(x) d x.

Cido, ben s’intende, quando tale limite rézimente esista
e sia indipendente dal modo con cui si & fatta la divisione,
e con cui si sono scelti i valori relativi ad y, in questo ¢aso
la funzione y=J(x) & possibile d’integrazione o semplice-
mente € infegrabile nell’intervallo considerato, intervallo
che vien detto cammino d’integrazione, € che & compreso
tra 1 limiti del campo nel quale rimane finita ¢ determinata

la funzione.
Per meglio chiarire, con il simbolo

Abf(x]dx

intenderemo dire : integrale della funzione f(x) definito in
un intervallo (a, b) questo intervallo, come abbiamo detto,
corrisponde a quello in cui rimane finita e continua e quindi
integrabile in esso, la funzione data. Conchiudendo: é con-
dizione necessaria e Sufficiente, affinche una funzione f (x)
sia integrabile in un intervallo (a, b), che essa funzione sia
finita e continua nel detto intervallo.

[La condizione enunciata & infatti necessaria e sufficiente,
giacché qualora si divida l'intervallo ad essa inerente in un
numero arbitrario di intervalli minori, ma sempre tali che
la differenza Di = Li — li che dicesi oscillazione sia mi-
nore di un valore arbitrario, piccolo a piacere.

In modo cioé che

S Didl<<e(Noi)=c(b—a)
e percio

Iim3XDidi=0
Dalla condizione di cui sopra si ricava la pit semplice :

¢ -condizione necessaria € sufficiente affinché una funzione
sia integrabile in un intervallo (a, b), che sia
lim X Diédi=0
4. — L a condizione espressa dall’ultima formola puo adat-
tarsi a4 qualunque funzione della quale si vuol determinare
’integrale, cosi da permettere di riconoscere in essa una
funzione integrabile oppure no. Essa dimostra che se e

necessario -e sufficiente per l'integrabilita di una funzione,
che sia eguale a zero il limite a cui tende il sommatorio
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del p1odotto della oscillazione della funzione nell'intervallo 1
Se ora con fi indichiamo un qualunque valore della fun-
zione nell'intervallo €1 non solo ma anche.il limite supe-
riore od inferiore dei valori che la funzione assume in o1,
potremmo dire che qualora sia

lim 2DiSi==0
dovra anche esistere il limite
lim X fi31.
Per cui considerando un altro intervallo & r della funzione
sara pure, necessariamente,

Hm Xdror
ove fr rappresenta in questo caso un qualunque valore della
funzione neil’intervallo & r e ove i limiti inferiore e supe-
riore sono compresi. Con cio siamo in grado di enunciare
il teorema :
Una funzione converge ad un limite determinato e finito
guando

im [ fidi—Sfror]=20

Si pu¢ dimostrare |’enunciato teorema nel modo seguente :
Si scompongano in un numero qualunque di parti gl'in-
tervalli &1 e &r, in modo che si avra

Sl=wl + 0Wig+ 0iy+ ...+ wi,
br=orn +orp+org+ ... +or,
per cui
firoi=fi(wi; +wis +wisg4 ... 4+ oi,)
frdr=frlorn+or,+ors4 ...4 or,)
d’onde

fi i = (fiy wiy 1~ fiawipg 4 fig wis + ...+ fi, 0i,) +
+[}(£—'ffl mfl"l" _][ jl—fln)”]{nl
frédr= (frior; 4+ froor, —1» fraorg + ... 4 fr, or,) +
SR e T = ) ]
per cuh indicando con
= [(fi —fi)) o + ...+ (fi — fi,) oi,
~]fr - fry) {s_ar1+...-— r— fr,) or,]

ahbiamn
fidl = (firoty + fig Wiz |- fig 0iz - ... 4 fin 01n) + 5

f‘ll"' Sr=— (frl Iy +f.r2 ) Tq —l[—frg D Tq —l"..-. . +frn f.'l_':'rn) Fid @r
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Cic mosto, si ricava in valore assoluto
loi|l=|(Fhaoii+fia®ig—+ iy 0l covFFigwin)
lorpr = | frior + fraory + frawrg 4. .. + fraor,) |

Essendo perd Di e Dr i valori delle oscillazioni 21, or,
POSSiAMmO SCrivere

|loi|=|Did
or| = | Drdr
che possono essere trasformate nelle formole _
| Zei| < |2Didi| | i
| S er| < |=Dror| 1l
esse costituiscono delle disuguaglianze tendenti a zero.
Dede formole precedenti si deduce l'eguaglianza il
E{pi-—E@rzﬁfiai—Efrar |
da essa si ricava la formola che da ragione all’enunciato i
s
i
|

teorema | _
lim[2 ftei—3frdr]=0

E . Accenneremo ora alle prime proprieta degli integrali i

defciti. che si deducono facilmente dal seguente teorema l

gemnenale : ’
— Se dato il sommatorto |

a
> 1)z
b

esists = Amite verso cui tale sommatorio tende quando len-
dons « zsro gl'intervalli tra i quali st suppone diviso l'inter-
vallo torwie (a, b), e se quesio lisnite e indipendente dal
modo con il quale quest'ultimo é diviso e dalla scelta der
valori che vengono assunti dalla funzione f (x) nell’intervallo
considerato (a, b), esso costituira integrale della funzione

data, definito nell’intervallo (a, b). —

I* Proprieta.
Se si invertono i limiti d’integrazione di un integrale de-
finito, esso rimane eguale ma con il segno cambiato.

Sia

fﬁf(x)dx

I'integrale dato, esso come sappiamo € definito nell’inter-
vallo (a, b); ora, se integriamo la funzione f(x) anziche
nell’intervallo (a, 0) nell’altro (b, a), che costituisce 1’in-
verse del primo, € se immaginiamo scomposti 1 due imter-
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valli in una serie d’intervalli minori, avremmo che i valori
che assumera la funzione f(x) im ciascuno degli intervalli
minori dati, saranno logicamente eguali sia per 1’intervallo
diretto che 'per quello inverso, con la sola differenza che i
secondi si dovranno considerare di segno contrario. Dato
quindi che i valori degl‘mterval]x minori sono tutti di segno
contrario pur essendo gli stessi in valore assoluto, anche
i limiti risulteranno di segno contrario, per cui rimane

dimostrato che

Jitwdxr=— /11 da

II* Proprieta.
Se nella funzione integrale

/Sﬂf{x}d

c'e una costante, st ha

fgcf(,x}dxzc_/gf(x)dx

FEssendo la definizione senz’altro evidente, omettiamo la
dimostrazione.

III* Proprieta.
Siano m, s, t, w, v, z, delle grandezze arbitrarie, si hd

/bffl’)dx: r}'{x)dx~+‘_/sf(x)rix—l—/fff_x}a’xi
a a r S
J—/ f(x) dx-l~f” dx—l—/z dfa:+fb

e cio nel solo caso che la funzione f(x) sia integrabile in
cliascun cammino d'integrazione. * i
Possiamo semplificare di molto la definizione data, sCT

vendo
L a=LotS b
Si==1"

da cui, per essere

otteniamo
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IV* Proprieta
Sia dato Uintegrale definito di una somma di funzioni inte
grabili
fl( fﬂ j fﬂ (1’), "oy fﬂ (T}

S2h@ +h@ A0+ fo )]

il valore di questo integrale e uguale a quello che asSume
la somma degli integrali di ciascuna funzione, cioé

Sl h@ @+ )] =

/P + e+ 0+ S @)

Infatti, la proprieta partitiva dell’integrale di una somma
di funzioni, pud essere faciimente EiiI'ﬂﬂS rata; qualora si
pensi che il sommatorio di tutta la somma corrisponde alla
somma dei sommatori di ciascuna funzione, per cui fa-
cendo tendere al limite, sia la prima espressione sommato-
riale, come pure la seconda, ciascuno dei termini diverra
Pintegrale corrispondente a ciascuna funzione.

Riassumiamo qui in breve le regole generali alle quali

obbediscono gl’integrali definiti

1) E}‘(x)dx:— gf(x)dx,
)/adu:a/du=uu~|—c.
b

) flatvydr=/udx+/[vadx,
5}_/udx=ux—/xdu,

6) /1) dx=/1le y)dy,
7) /dy/f(w)a:x:/dx/ftx

- 6. — Teorema del valor medio.
Sia dato un intervallo (a, b), supponiamo di scomporlo in

un numero qualunque di parti eguali, prendiamo quindi uno
di questi intervalli minori, che indicheremo, come abbmmo

fatto pitt sopra, comn & ‘. Ora, siano date due funzioni f (x
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o (x) ambedue integrabili n-eil’interv;iilu dato, alle quali cor
rispondano nell’intervallo parziale o1 i valori fi e ©i. Dat
che ogni intervallo parziale € uguale alla formula

b — a
1
si ha
| bi—ig il
_/ i)y dxi= nly " s=—— 2 1
i Lo
_ e Rl
_/bf{x}dt-: lim —— E.IE(“
n = o0 n |
£ Dercio
1
Y fige
e pie) i (B )l =
A : : =

_/if(:t'-) . 9 (x) dx
= = lim

/bf(x)d’f n = oo

a

essendo p un valore compreso tra il limite superiore h ed

i {01 E "_:‘:l 1 ;
'ff?—- . Se nel rapporto f—j—r si fanno 1

sommatori del numeratore e del denominatore, 1’ultim?
eguaglianza diviene

/EHI)-“P(x\l-dl’:il-fi}'(x).dx.
—

Riassumendo : Date due funzioni f(x), ¢ (x) integrabl 2
bedue nello stesso intervallo (a, b), ponendo per j un 1,:::1'!0“1{?
qualunque che la funzione ¢ (x) puo prendere nell’intery
dato si ha

inferiore I di g1 =

SPiw . o axp/ i ax

Dall'enunciato teorema me segue : 1! palore ;uedm 0
corrisponde ai valori che una funzione prende in UT f{gﬂﬂ
intervallo, & dato dal rapporto tra il suo integrale ed il
intervallo,
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Cio pud essere scritto nella formula

n
/gf(:r)dx ?ﬂ
— lim
b—a L
7. — Sin qui abbiamo trattato semplicemente degl’inte-

grali definiti dal loro cammino d'integrazione in un dato
intervallo, ora pero, € opportuno soffermare la nostra at-
tenzione anche su quegl’integrali che hanno un cammino
di integrazione definito da un intervallo del quale si conosce
solamente il limite inferiore o quello superiore od anche
nessuno dei due. Bemn s’intende che in questo caso non
si ha che fare con un’unica funzione integrale, ma con in-
finite funzioni integrali, tutte legate tra loro in modo che
la differenza tra due prossime sara sempre una quantita
che non varia con il cammino della funzione.

Volendo scrivere una di tali funzioni integrali si aggiun-
gera ad essa la costante d’integrazione C, cosi un integrale
Indefinito qualunque si scrivera

/f (1) dx + 0
Tutta D’'importanza della costante d'integrazione sta nel
faftm che essa distingue l’integrale da tutti quegli altri infi-
niti che si differenziano da esso per una costante; cosi che
€8sendo |'integrale distinto, si pud ricavare dall'integrale

in%ﬂnitu dato, il valore di un determinato integrale definito.
ia

F)=/71()dx+C

Un integrale indefinito dato, e si voglia ricavarne un inte-
8rale definito, sempre perd della funzione F (x). Siano « e B
due valori numerici invariabili, ponendo « al posto di x
avremo

F(d)=/%f(x)dx+C
€ quindj B

da cyj
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d’onde : per avere da un integrale indefinito un integrale de-
finito qualunque, baSta sostituire in luogo di x, prima Il
limite superiore e quindi il limite inferiore dell’integrale
definito, sottraendo quindi i risultati.

Degli integrali indefiniti ne riparieremo in seguito.

8. — Oltre gl'integrali definiti ed indefiniti or ora con-
siderati, dobbiamo esaminare una nuova sorta di funzione
integrale : gli integrali impropri.

Per integrale improprio s'intende [1'integrale definito
della funzione f(x) nell’intervallo (a, 0 ) o nell’intervailo
(—o0, b), il limite, nel caso che esista, di

fgf(x)dx

quando b tende all’infinito positivo, oppure all’infinito ne-
gativo.

L'intervallo che costituisce il cammino d'integrazione del
'integrale definito dato, pud anche essere della forma
(— oo, @) in questo caso. il limite superiore e quello infes
riore tendono, indipendentemente ['uno dall’altro a

— 00 € a | 0.

Un integrale improprio si dira convergente, qualora esis
sta 1l limite che lo individua, si dira divergente se invece
tale limite non esiste.

E assai importante saper determinare la convergenza q
la divergenza di un integraie improprio, per far cio calco.
liamo anzitutto il valore dell’espressione

f? flx)dx

supponendo la funzione f(x) integrabile in un intervallg
preso ad arbitrio, di essere cioé una funzione continua dgy
limiti.
L’espressione (1) si pu0d scrivere
lim /% j(x)dx
X =00
per la quale esistenza reale occorre che dato un valore o

piccolo a pilacere, si possa trovare un punto ® tale che pep

due punti w’, o’ presi arbitrariamente a destra di x, si ab.
bia sempre

/
‘m-::n

mfﬂ'

Cio ci viene additato dalla teoria dei limiti, dato che tultg

il problema si risolve nel verificare la sua esistenza 0 0oy
esistenza.
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Un integrale improprio € convergente anche quando, per
essere integrabile in un intervallo preso ad arbitrio perd
a destra di @, si puo trovare un valore y maggiore di 1, @
tale che l’eguaglianza

t’ f (%) = o (x)
abbia limite finito per x = o0 oppure oscilli tra limiti in-
Aniti.

Supponendo che la funzione f (x) diventi infinita nel punto
C compreso nell’intervallo (e, b), ed indicando quindi con
F (x) l'integrale indefinito, si ha

Sl dx=F () —F @

La dimostrazione ¢ facile e evidente da per sé,
St i) dx— lim [F(6)—F(@)]+ [F(e—%)—Te 4 9)] =

0
—=F () —F () lim [Fc—%) —F(c+3)
F—= 0
se, come per definizione, F (x) & funzione continua nell’in-
tervallo (a, b), passando al limite si oftiene come si de-

siderava :
_/pmwszmmF@

Pud avvenire pero che tale limite non esista, lasciando
il tutto in sospeso, pud anche darsi che allora abbia ad

esistere ponendo
S =

non si pud pero determinare esistente I'integrale improprio,

ma soltanto pud assumersi a sostituirlo il valore del limite

stesso, che non potra giﬂ apparire qu‘ale mte»gra@e improprio,

e che quindi per distinguerlo lo chiameremo integrale im-

proprio singolare.

CAPITOLO SECONDO.

Metodi d’integrazione.

9. — Nel capitolo precedente abbiamo considerato le pro-
prieta generali che derivano dalla definizione d’integrale, in
questo vedremo con quali metodi si possa risolvere il pro-
blema generale del Calcolo Integrale. Dopo avere studiato
il Calcolo Differenziale, una questione ci si presentd0 spon-




—

16 DOMENICO RAVALICO

tanea alla mente : Conoscendo la derivata di una data fun.
zione analifica, come si puo conoscere la derivata stessa, od
In altri termrm, come si puo calcolare la funzione della
quaie sl conosce la derivata?

A questa domanda non si pud rispondere con una regola,
come si puo fare nel caso inverso, giacché regole d'integra-
zione non esistono, Si conoscono soltanto dei metodi con
1 quall si puo, in certo qual modo, risolvere il problema.
Noi ora indicheremo cotesti metodi, ma sta nell’abilita del
ca.colatore scegliere un metodo piuttosto che un altro, ab-
breviando cosi le operazioni spesso molto lunghe.

Come al solito incominceremo con le funzioni elementari,
per pol passare alle irrazionali & quindi a quelle trigonome-
triche, logaritmiche ed esponenziali, in via generale, esse
tutte si possono considerare funzioni pure continue.

Premettiamo alcuns formule d’integrazione che ci sem:
brano pit importanti ed utili a ricordarsi.

Integrali per alcune funzioni razionali:

rﬂ-‘l' 1
n — ! | :
1)/:{ dx S C (Per n diverso da -~ 1)

7) i_—|> I-E- = @arc. mang x + C

d x 1 i—
e

——D

9 /SEH ¥dx = — ¢cos ¥ - C

10) /r:us rdx =senx + C
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1
(1) ftang: x dp = —=— G

COS* X

12) _/cut Tda=—= k. =0}

sen® x

en x
13) _/secxdx:-Ef L C

con® x

COS X
sen’ x

15) /arc. sen:rdx:l/f - - C

+ C

14) /CUSECI ie—

(=
d x

V ] + x°

17) /ar-::* tang ¥ d X = 6y -+ C |§;

E.C

16) /'arf:. CoS. X d x =

l _’E_j. |",
' dx ;l.:
b | 1 I
18) /ﬂlt.-n COt il X — 1 e SN0 Il
ili_.'
19) /HIC sec xdx = . Vl_é_u'—_hi L.C |
20) /aen hxdx=coshx + C
21) /EDSf'lIdﬁ':—'-—Senhx_s_c
hixdx= f{:r @
22) /lan;: =
b d x L C
23) /tm =

Integrali per alcune funzioni irrazionali :

/Va4 hxdl-—_ Vﬂ+f?i)

2) f\j};xmthrl\/IHUr C

- = T
N S -
s T

'L’
3) /l/,:'u-.—;;&u_“l_dm sen — -+ C
f a |
Wt

13—l~jr
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2
2
—|——Hé—arc. SEHEI—+C

Una gran parte di funzioni integrali si possono ricondurre
alle formole fondamentali qui sopra esposte, in maniera di
avere una pronta soluzione, parecchi integrali perd non si
possono ricondurre alle dette formole, per essi 0CCOITe
quindi conoscere dei metodi speciali o artifiei d’integrazione.

10. — Esporremo qui alcuni metodi d’integrazione. Essi
sSONo : 1.° Integrazione per parti,
2.° Integrazione per serie,
3.° Integrazione per sostituziome.

Un primo metodo, molto pratico, & quello d’integrazione
per parti, €sso & sintetizzato nella formola 5 dell’articolo
quinto e che qui trascriviamo

Ju dx=u(x)—/x du
ove la funzione p (x) & derivabile.

La prima operazione che conviene eseguire quando si
vuole calcolare un dato integrale con questo metodo, & di
scomporre la sua funzione in un prodotto di due funzioni,
in modo che si renda applicabile la formoig d’integrazione.
Dopo cio & facile ridurre I’integrale dato in un altro inte-
grale pit semplice, la cui risoluzione, che pud essere anche
data dal soprascritto quadro per funzioni integrali, potra es-

sere considerata quale soluzione dell’integrale dato.
Un esempio chiarira la questione.

Sia dato
/arc. tang x dx,
Ponendo X—=1u
sara dx=du

chiamando poi ancora con

V=arc. tang x

e dx

1 + «®




e = —
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ed integrando per parti, si ha

e e
farc. tan x d x = % arC tang x / ’ -
I + a2
1
= X arc. tang.xr—— 5 IAg, (1 4+ x2) + C
Sia dato ancora
f:r cos x dx.
Operando come sopra, si ha
rv=1u
dl‘:dil
p=Sen x
| dy= COS X
da cul

f,rr:nsx dx% = x senx —~/5en v dx =% senx - coe x.

Codesto primo metodo € molto pratico, ma non & detto ;
che sempre il secondo integrale ottenuto sia pit semplice t_
del primo, che Spesso accade che esso sia molto piu com- |
plesso ed assai pill difficile a risolversi, con ci0 intendiamo

dire che detto metodo non € applicabile a tutte le funzioni
integrali, dipende dall’esperienza del calcolatore intravedere
quest’ultime ed ovviare cosi dei calcoli molto lunghi ed

-

o
T e S ST i, e T gy T S T - ey ———

inutili. |
Con cio passiamo al secondo metodo. i]
11. — Metodo d’integrazione per Serie. 55

1 metodo d’integrazione per serie € simile a quello di de-
rivazione per serie, gia da noi trattato nella prima parte di
questo lavoretto. i

Abbiamo visto piit innanzi come si possa considerare una |
runzione integrale quale somma di una serie infinita di fun- i

zioni, su questo fatto si basa appunto il metodo d'integra-
he cercheremo di svolgere in questo ar-

L zione per serie, C
ticolo. i

| Anzitutto diciamo quale premessa generale : il
Se ¢ data una serie di poienze della variabile %, entro il i
h suo cerchio di convergenza, Si puo sviluppare in Serie la sua i
' funzione integrale, che viene calcolata quindi facendo la ‘[
’_ somma deglt integrali corrispondentt a ciascun termine, Si '2'4@5
ha cioé i
a | CF = i
/j{t}dx“a f”n_i_l [ C '51
| i

- m———
=
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E facile dimostrare quanto. si disse, giacché possiamo
scrivere

_/f(x]dxzfc?l(x]dx+ftpz(x)d:r:—{—...—]—/!43” (x) d x
OVe 91 (x), @q, (X),... sono le infinite funzioni in cui DUO Vve-
nir scomposta la funzione ] (x), € ove Rn rappresenta il re
St0 di questa serie dopo il suo ennesimo termine, dopo
di che sappiamo er Ig quarta proprieta dell’atricolo O, ¢he
la scritta eguaglianza @& vera.

E importante, Per quanto evidente, notare che una fun.
zione & necessariamente e sufficientemente Integrabile quan-
do la serie in cui & stata svolta & convergente. | criteri. per
la convergenza di una serje SONo. stati esposti nella prima
parte di questo nostro studio, ragione per Ia quale riman-

diamo ad essa il lettore, non volendo ne potendo intrat-
tenerci nuovamente sy dj essa.

Diamo alcuni esempi.

1. Sia da calcolarsi con il metodo d’int

egrazione per seric.
il valore della funzione integrale

fsen 55 1157
Svolgendo in serie Ia funzione sen x abbiamo
sen x = — 2 ~ - - *
1 I @ ndnl i ey
x'?

x 13 5
SenNx dxy — o | -
/ 1 b.2.8 " fc2. 8. 4.5

.xﬂ
s = |
1.2.3,4.5.6.7+"‘dx‘1+1 !
r x* : X

| LY
e ] R I B~ s i

. Sla dato da calcolarsi con il metodo d’integrazione per
serie il valore dellg funzione integrale

/CDS :rdx
X
Procedendo come nel pr
prima in serie la funzione COS x, cioe
xi | 1.5

<l l
.50 1.2.3.4+1,2.3,4_5.ﬁ 2

oSy = 1
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da cui
COS X SR % ] i 1
s o 1.2 0 (52 e S s e
quindi, integrando ambedue i membri
/cms:x:d oy L | A B
ety 2 Y G L 5 e AR P 1 L
6
. E ity

i (02084 5ni6) 6t

Gllintegrali di questa specie vengono detti funzioni inte-
orali trigonometriche, ecco i tre principali :

Integral - seno =

ISRy ST x
X Y 2 3Y 3 2 e R R B
x'i’
L C

R e

[ntegral - coseno=

-COS X AT ) o | Pt
/"de"""”gx @2 (1.2.3.4}4_[_“'6
Integral - tangenie
S RS 5 - R L e S
/*‘;““““I*a‘sf SRR (5.7)7““+C

Oltre a queste ultime funzioni integrali dobbiamo clas-
sificare anche le cosidette funzioni integral - logariimiche.

Eccone alcune :

1
1-/"?1';" d:f:](}g X

2,/E

e
dx = lonx % - 2 {
(1he2)i2

X
IE xi
4"‘[ruz.;a)er(1.2.3.4)4 |

{2 __ Sia data la funzione integrale

_/zf(x)dx

metodo approssimato il suo valore

Anzitutto dobbiamo supporre che 1l
'intervallo (a, b) si

potremo calcolare COD

operando come SEguc. :
campo d'integrazione considerato nell




22 DOMENICO RAVALICO

possa scomporre in un numero finito n di parti eguali, in
modo da avere
it —ia
— =}
n

ove quindi h sara il valore di ciascun intervallo minore,
clioe
h—a=hy+ hy—+hs—+ ...+ h,
Si calcolino ora i valori che la variabile indipendente assu-
mera neir punti

a, a+hy, a+hy,a+t+hy, ...,a- h,,
ed 1 corrispondenti valori della funzione f (x)
d = Vo, =ﬂ+h1=}’1, ﬂ—l—hzi}’z, " . wy {I-'.'}-h” L= :'Jﬂ

allora si avra

_ 1
/Ej(x)dx:h(%—yu+y1+yz+~~+ Y1 T y”)_

Bi h* A N '____Bihi i 4k | —
5 O alek s U (B0 ()]
Bnhgﬂ n 'I n
o o b))

ove B,, B,, B, ... si chiamano numeri Bernoulliani, ai quali
corrispondono i valori

1 ] 1
Bl By~ By— -t b
1 5 B 30 Bs 1> B,

Sl <L E S onl
30 B 66 S 9730

Qui si avrebbe potuto fare anche uso della formola di
Simpson

h
/E”x]dx=’3—(}’ﬂ+4}’1—1—2}’2*i—4y32}'4'+“4}’5+~

S (b — a)s

| +4}'n—1‘1‘2}’n) 288 P n M
| In cui n deve essere pari, p una frazione maggiore di

zero € minore di 1, M una grandezza assoluta di f ) (a) nel
cammino d’integrazione compreso nell’intervallo (a, b)
t 13. — Integrazione per sostituzione.
Il procedimento usato per integrare mediante sostituzione
| €, che puo rendere molti servigi quando trattasi d’integrali
';,; indefiniti, si basa sulla sostituzione della variabile di una
| funzione con una nuova variabile, come nel caso

| [i@) dx=/1[0()]6 () dy.
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i evidente che si pud supporre la variabile x funzione di
una nuova variabile z, purche la funzione scelta sia tale da
poter assumere valori corrispondenti a quelli assunti dalla
¥ nella integrazione.

Si ponga quindi

x = f(2)
e siano @' e b’ i valori di z che rendono f (2) o x eguale ad
a e b rispettivamente ; cosi
a=f (a') e b=f (b).
Si supponga ora che ¢ (x) sia la funzione di cui ¢ (x) @&
derivata, cioé si supponga
dop(x)
X) = e
@ (x) = —

allora
Sl dx=490®¢@
= () — $ 3f @)

Essendo pero

dla’gf(z”__uu(:”f"(z}

dz
quindi
/
vt — et =/ peif@if2)adz
L bl
= ﬂfq}(l})dzdz
per cui

b [ — bf {1 d——-—-x .
/a_p(x)m _/a,q(x)dzda
infine possiamo scrivere

/@{x]dxzi/ap(x)%dz.

14. — Dopo aver esposto 1 metodi generali con 1 quali
si cerca di risolvere le questioni che rappresentano lo scopo
del calcolo integrale, non crediamo dii far cosa inutile saiffer-
mandoci nel presente articolo su alcune formole di ridu-
zione che spesso giovano molto, particolarmente poi tor-
nano utili quando l’integrale deve essere preso fra certi

limiti,
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Si suppongano ¢ (x), x (x) e & (x) delle funzioni di x tali
che

allora

» b b
/ 220 dx=x(b)—x(@)+/ ¢ (x) dx
Possiamo dimostrare cid con un eSempio, Sia ciog

Tl % /

= x (c? — x2) 2 n c* S
/ (c? —x*) " dx = na +n+ 1_/({:2 — x?) dx.
n

S1 supponga —~ una quantita positiva, allora per x=0 e per
X=c¢ la

s annulla, si ha quindi

Tl

: B —1
5 n c*
/(CE — x%) “doy— /(cﬂ——xﬁ} ? dx.

Similmente abbiamo

/qn(senx, cns:r)dx:/fp iz, V(l ——'z‘*-’f%zd:

_-L'J
ove ¢ (sen %, cos x) dinota una funzione di sen X6 COS ¥ &
OvVe Sen X si & supposto eguale a z.

CAPITOLO TERZO.

Integrazione delle funzioni razionali ed irrazionall.

15. — Il calcolo per I’integrazione delle funzioni razio-
aali spesso richiede la riduzione ad una parte intera di una
funzione razionale fratta, parte intera che sard sempre il
quoziente ‘delle due funzioni intere considerate ciascuna
DEr seé.

In linea generale si abbia la forma semplice

i) — /(%)

¢ (x)
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ove f (x) e @ (x( per ipotesi, sono funzioni razionali in-
tere, € ove f (X) e maggiore numericamente di ¢ (x), sara
sempre possibile ridurme ad essa Uund qualunque funzione
razionale fratta. 1l suo calcolo si semplifica se, come ab-
biamo detto, cerchiamo di trasformarla in una parte intera,
dividendo il suo numeratore per il denominatore. Bisogna
ricordare che la parte intera non Sempre potra considerarsi
quale unica, giacché spesso ad €ssa dovra essere aggiunta
una seconda funzione fratta, nella quale la f (x) sara mi-
nore della @ (x).

IPe-r le ipotesi fatte, siamo in orado di egeouire la divi-
sione delle due espressioni che costituiscono gli addendi
dlella funzione razionale fratta, con questa operazione si of-
tiene una parte intera pi, in caso generale, un resto. In-
dicheremo con A (x) il primo, € con R (x) il secondo; € se
Con r € con s SsI rappresentano rispettivamente I oradi delle
fqnzimni f (x) e o (x), essendo, per definizione, r maggiore
di s, avremo

F —8§=7

ove v & il grado che deve attribuirsi alla parie intera 4 (X).
La funzione razionale fratta piii sopra accennata deve es-
Sere aggiunta alla parte intera, per oui

) R (x)
) == ot A(®) T o)

€ssendo il grado di R (x) minore di V.
Integrando la (1), si ottiene

f)x) R (%)
/q>(x)ﬁ/‘“x]+-/tp (%)

dalla quale, essendo facile l'integrazione di /A (%), si ha un
brimo metodo per calcolare la funzion€ INtEgra.c

/i(fl
9 (x)
mediante il calcolo della funzione pilt semplice
R (%)
o (x)
Ed ora possiamo tirar oltre, immaginando che la fun-

ZIDIHE’ f (x) abbia una radice (¥ —a) di grado Z.
N questo caso, otterremo

felen) = ()i (x —a)f

(1)
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ove f1 (X) sara necessariamente

R S
h1(x) = F—
Da ci0 risulta

He) s 1)

(% (x) —a* f; (x)

€ s con ¢ s’indica una costante, tale che ¢ — ; iz; sara
1
e s ) i)

?(x) (x—a)* ' (x—a) i (x)

essendo pero (x —a) fattore della funzione f(x)—e¢ 1, (%),
abbiamo che la funzione data '

puo essere scomposta nella

—x T e 1)
ST R e

Ponendo ora

xX—a=y,
Sl avra

ydy
c/(xﬁ + ﬁﬂ}n “)
che per n=1 diviene
c s
—- log (y* + p2%)

con la trasformazione di y, si ha quindji

o arg tan 4
B St
Nel secondo caso in cui > 1 sara invece (1) eguale a

G 1

2i = R Bt
per cui essendo

o dy — eV )

(yﬂ + {32) n—1 (},E _+_ gz)n
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e facendo ’integrazione per parti dei due membri, abbiamo

Sl ) S ;
J R . a2
] dy
gy e, /ijf’* =
combinando le due formole assieme
SRt
/G,z SE ey
i ¥ ] / ady
AR —2)” BRI
Per mezzo di questa fmrmula di riduzione dopo avere
espresso J{ {-ﬁﬂ con /[r)n-—‘l
potremo anche continuare, € qcrwere
/ (x)* con / (x)*2e cosi via.
16. — Ecco alcunl esempi d’integrazione delle funzioni
razionall.
1. Calcolare _/- = dx
r— 1

Le radici del denominatore Sono fe =L R aene e CHIESE
2

trova r P [x—1 R ,
T I T 1 x+1 " 241

quindi

— 1
I:—1— lo - 1—{—-—arc tang x

X + ]
2. Calcolare S
¥ —3x
I -4/ e d x.
Osserviamo che I pud anche essere scritta

4 x — 12
I:/x 3 P =

per cui si ha e
1_./ w:_—S}a’x——/x__z S *‘

__.-iz — 3%+ long ——5




funzioni razionali, passiamo ora sull’integrazione di quelle
irrazionali.

sara quindi irrazionale 'integrale

della trasformazione atts invece a ricavare da una funzione

razionale ad esponente maggiore, una simile funzione ad
€sponente minore. O almeno, se vale,
simi casi,

zioni razionali, cosi vale anche

una regola di trasformazione per la quale una funzione in-
tegrale della forma

puo essere sempre mutata nella pill semplice

ossia, in altri termini
irrazionale puo sempre
integrale  razionale.

per la qualcosa noi cercheremo ora di
di trasformazione,

casi svariati, che gli si
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Gt i j
1=/ AL

3. Calcolare

L

Osserviamo che la [ pud essere anche scritta

d : dx
I__‘/xﬂjl /('IE_F_:'I'}E

per cui
| ! —+- : arc tang x
= — arc tang x.
2 (x%*— 1 2 &
7. — Dopo averci intrattenuto sull'integrazione delle

[ntanto sappiamo che & irrazionale una funzione del tipo |

f(Vx)

S1(Vx)dx.

Per funzioni integrali dj questa forma non vale la regola

lo € per pochis-

Come si pud effettuare la detts trasformazione nelle fun-
per le Punzioni irrazionali

StV x)dx

] (x) dz,

per la quale una funzione integrale
éssere sostituita con una funzione

Veramente non €siste un metodo fisso di trasformazione

Indicare alcuni casi
dai quali lo studioso potra dedurre altri

potranno eventualmente presentare,

18. — Consideriamo un integrale irrazionale, sia per es.

= o

€ supponiamo che x sia eguale al trinomio
Xx=ax*4+bx4c¢c=0
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si avra cioe _ X
Fi)=/1(Var® T bx+ C)ldx
Rimane ora da sostituire lo scritto integrale irrazionale
in un altro razionale, tale cioe da poter €SSEIe calcolato.
Supponiamo in primo luogo che siano reali le radici del-
’equazione ax?+bxic=0
e se con ¢ chiamiamo la prima e cofi B la seconda, avremo
da studiare un primo caso in cui ¥ ha un valore compreso
tra le due radici, sara cloe€
e X << B
da cui deriva che 1l polinomio dato qvra segno contrario &
quello di a.
Per le ipotesi fatte si ha
b — 4ac >0
da cui si ricava l’eguaglianza
axt+bx+C=a(x—o (x — B)
e qui pud darsi il-caso che sia negativo o positivo. Sup-
poniamo che a sia positive, allora
b2 —4ac > 0(-
p2 —dac <O
0= p<X
all’equazione data si potra allora sostituire
g +bx+C=y—x°4

a >0

d’onde

Ve FbxC—r1—%) a
da cui, risolvendo rispetto ad x la precedente eguaglianza
si ottiene
e =G

:b+ZT Va’

sostituendo si ha quindi
= V(12— C)
Vaxg—[—bx—}—CZT—‘ 5—1—22‘/&_ ==
yVa+br+Cla

X

b2V @

sara quindi by, 9
d 2[v*V a+by+cVal,

= e
(b 4 27V a) |

IEI“I
t
%
JI ]

e
= -1 E - —
B = L
= [T

= g = =T w =

——
—=

-——
T
e ——— -

I':
I
i
1
1
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che risulta razionale, essendo razionali

rispetto a ¥ sig ¥
che dx.

19. - Potra anche dars;j

1l caso che sgj presentj
tegrate del tipo

F(x)=/f(x, Vy)ax

ove x ed y sono due variabilj della medesima funzione,
Anche in questo caso puo applicarsi Ia regola di trasfop.
mazione, e l'integrale Irrazionale puo CSSere sostituito cgp

un inteerale razionale.
Sia

un in.

Vy =p+Vqx

da cui

y“__pﬂJr2Vq—xP4‘qx2=H—}~2bx+-qx"’f
sara cioe

g BT
2(b— V'3 o)
d’onde
l/}' = P —l/hq——ripj:_ﬁ)_ — l{q_’tf :"_?_Ei}r =t LI_VH:

2(b—V/q p) 2= o)

ne risulta
dx— 2P(2b—2 .lf_‘i_if’liﬁ_(ﬁ’ 2—a)l/q :

2(b— Vg y)2

Da quest’ultima formolg Si ha come per l'esempio pre-
cedente da calcolare non Pill un integrale irrazionale, ma
bensi uno razionale rispetto a p.

20 —
razionali.

l.“’fl/a—]-b:cdx
2 o Rer s ]
Ris. 2= (Va Foxs4 ¢

Diamo alcuni eserciz; Per integrali di funzioni ir-

2“/‘_'dx

Vi

2, AR b
Ris. — Vat+bx 4 ¢
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u.*- — ,"

?ﬂ/‘/fz =

Ris. log lx -+ !,f x® - Bl l=40

8.0 [/ ———
/l/a raj-bx-yc

Ris. V _log[b+2ax—2Va Vax’+bxtC]C
a

1 dx
0 — = =
9. /VIE =

Ris —§~ x34-2) Vx*—1+4C
dx
10.° ==

(z 3)% (z - 13; ] + C
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CAPITOLO QUARTO.
Integrali speciali.

2l. — Oltre agli integrali delle funzioni sin’ora conside.
rate, altri ancora ve ne sono da considerare, € che noi stu-
dieremo in questo capitolo.

Ira i primi di questi integrali speciali c¢i intratterremo ora
sugl’integrali delle funzioni ellittiche, e cid perche essi non
rappresentano altro che un caso speciale degl’integrali irra
zionali studiati nel capitolo precedente.

Sia quindi la funzione integrale

F(x)=J/ 1z, V73)
sino a che y rappresenta un polinomio di 2° grado, la fun-
zione integrale & caleolabile, potendola trasformare in una
simile ma razionale, quando pero il grado del polinomio in
questione aumenta di grado, la funzione non € piu trasfor-
mabile in una funzione razionale.

Cosi, mentre si chiamano integrali irrazionali semplici
quegl'integrali che comprendono una funzione del primo o
del secondo grado, si dicono invece ellitfic; quelli di 3° e 4°
grado, e iperellittici quelli dj grado superiore al quarto. St
quest'ultimi noi non ci possiamo soffermare, cercheremo
solamente di chiarire la questione in relazione ai primi.

Senza entrare in troppi dettagli, accenneremo siihito Ia
regola generale :

Sia F (x) =f f (:x:, V}) dx

OvVe supponiamo y un polinomio di grado maggiore del 2°

M4 non su_peric-r&: al 4° si pud Sempre esprimere [’integrale
della funzione data mediante uno dei tre tipi fondamental:

I.G/V( dx

I==Ei(l— 293

5 it
20 [ i

60— VT — )1 — k2 y9)
Ove k € una costante che vien detta modulo,
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I tre tipi d’integrali ellittici vengono detti forme canoniche

;i’z I;Legendre, €sse si possono facilmente ricavare 1’una dal-
altra.

Se si pone X = sen o
€ quindi dx =1coso.dy
per cui, i tre integrali diventano

; do
k- /I/I — k% sen®o
2,"/]/1 — k*sen®o .do

3.2/ £

(1 + p sen® o) Vi — k* sen® g
ove p € una costante.
Si ricava che se con F (p) indichiamo il primo di essi,

abbiamo
F (o), F(l/l — xﬂ), F l/(l — k2 .1:2)
funzioni di una medesima variabile u
u=F(9).

_22. — Possiamo ora seguitare @ studiare gl’integrali spe-
ciali, prendendo In considerazione un’altra specie d’inte-
grali, detti integrali binomi, essi furono calcolati da Eulero
per la prima volta.

Sia dato il differenziale binomio

x™(ax? +b)™dyx
ove n, m, p, sono numeri razionali fartti, maggiori o minori
di zero.

Qui supponiamo che gli esponenti siano dei numeri fra-
ziona.i solamente perche se tali non fossero, ma bensi rap-

presentassero numeri interi, l'espressione integrale non

Ll
A

avrebbe pitt alcuna ragione di dirsi speciale, essendo razio-
nale. Pud perd presentarsi anche il caso nel quale solamente
parte di essi siano frazionari, cosi, se, per es.. m & un nu-
mero intero, mentre n e f sono due numeri frazionari. allora
potremo sempre Scrivere

mf

= =T

ove m' ed m" son due numeri interi.

I1 differenziale binomio dato sara allora

!
m

g x? - p w7

wir

T R S g
e L i
= S————— e A e

b - vl

L S L e L B

- e T el T e

- S LV ]
— 3
i =

= == =
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nel quale tutt'e quatiro olj mpnnenti sono interi, in modo
cioé, che pud venir integrato nei due casi seguenti

-+ 1 n -+ 1 m/
It I — 0 T TS ..,i_ _H_F..F_- ::, D
P P m
Ed ora, sia
a+bx™ =y
d’onde
1
y —a\ ™
-9
S o

e 1 }’—ff I . }J—ﬂ m
dl_mb( b) y( b) e

Da cui, integrando

Tt 1
= —1

1 Yyri—10 L y — a 1
e = P — ==
m b/( b ) y ( b ) a7y
w41

! s
— E—Bf yl}( b ) dy‘

g} by —P=qn
si ricava egualmente

Ponendo

da cui pure

— =1
(=14 p 1 : 1
adx = - Lo ; n— _d!}
p( b ) IR
d’onde
1
g% n (}J"———ﬂ = S
ph b Db

ua-
Se quest’ultima espressione viene sostituita COD I’eq
zione data, s’ottiene

% (a x? + b) i d % =
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1 r
n - ..n_(r;_F_p%”) n _'-_L'l
_,y“_f_f) ~ e ;v—ﬂ) ;
b ) 7 b :
g
n r }.n e D mi!
' n_IdI:—"'—' m+p+1 d
y b y ( b ) y

Come per il caso precedente, anche qui si presentano
due possibili questioni, in cui cioe
n—+1 . ,
— € un numero intero,
p
f,i_-—jl—i m’ . .
- +- — € UNn numero intero,
P m-

essendo solamente in questi due casi riducibile a funzione
razionale 1’integrale binomio dato.
Sia da calcolarsi ’integrale

che pud essere scritto

1 |

/xm&?(aﬂx) 24y
Riferendoci ai due casi precedenti otteniamo
n—+1 m —+ 1

p 2
e N
D b el
N cui
m—+1 m
D

SONo due numeri interi.
Calcolando s’ottiene

/medx — Vax — x2+ are. tangv 2R

ax — x* a—x
23. — Oltre alle due forme speciali d’integrali irrazionali

Ora considerate, hanno grande importanza anche gl'integrali

delle funzioni trascendenti, che noi tratteremo in questo
articolo.

Anche per detti integrali ci si giova della possibilita di
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trasformarli in funzioni razionali, come per gl'integrali ir-
razionali, gia studiati in precedenza.
E una funzione trascendente, a modo d’esempio, la se-
guente
f(a%) dx

/1@ dx

sara un integrale trascendefte.

Per calcolare un simile integrale occorre anzitutto, come
gia si disse, poterio sostituire con una funzione integraie ra-
zionale, per far ci0 poniamo

per cul

a' =y
a*dx=dy
d x Lo Y

y

cosi facendo, si riduce 1’integrale trascendente dato a quelio
di una funzione razionale di y.

Avremo cioe
/dex
y' = ¢ (9)

)
/f(y)dj‘::/%l'y’-“:/%}”

quest’ultimo integrale &, come sappiamo, calcolabile €
sendo funzione raziona'e od irrazionale nota, ossia corrispon-
dente ad una delle forme canoniche del Ledendne

Riprendendo il nostro esempio, sara

da cui, sara

cioe

y = a®
y/ = a¥ log a

/f(am)dx—ligﬂ-irc

Similmente si potranno calcolare gl‘integrall

/E“**dxl

1

/ehmﬂdx:z VT_E-
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24. —- Lo stesso metodo di sostituzione vale anche per
le Tunzioni integrali trigonometriche. cosi.si ha
/()
f(sen x) dx = ——
/ -/I/1 —F ek
f (y)
./f((fﬂsj’]'dx: ——l,/j—— Ed_‘}’
f(y)
tang x) dx =/ ———d
/()
/;Ecﬂtangr]dx——/_(l_!_y?hdy .
f ()
_/f{aﬂﬂif]d:f: ,,_ay_dy |
YRy Y =Sl [
/() |
I (COSee x)/dx = —=———d |
/:’r( S ) ‘/—}?V}’E—“l ) .r
come si vede s’otticne Ia trasformazione per sostituzione di |
un qualunque integrale irrazionale di funzione trigonome- |

tricca, in un integrabile pit facilmente calcolabile.

Accade perd spesso anche di dover calcolare un integrale
della forma

Jfaen”*x 0SS a s ds

Applicando il metodo indicato, poniamo

=y senx — 9y
Sottrene allora

/ 7 M &
J Y%, COSX . adr— %1y

che. rappresenta 1'integrale di un differenziale binomio, che
abbiamo gia imparato a calcolare.
Svolgendo e operazioni s'ottiene

sen m—-1 Y | C ! |
m-—1 "' ..
Pud darsi anche il caso che si presenti il problema di il
Cadicolare un (ntegrale irrazionale trascendente della forma
f (senx, cosx)dx,

/semmx.ccjs:c.dx=

S1 ponga allora

X
tang > T

T —— - —

B
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sara

X X X X Z}r
sen x = 2 sen 5 5 25 = Ty
] tan i
cos? —— sen?= o i ok
CDSI: _— e T — e e =
X 1 =42
: : | - tang — Y
2
da cul
{f_x Ses y?
d y 2

Prima di chiudere questo articolo, citiamo alcuni esemp!
d’integrazione di funzioni trascendentl,
[=20STa

F(x)=/ f(sen® x)d x

debbasi cercare il valore dell’integrale F (x).

/f{sen“x)d:t:-—H :

I

n—1
{ /sen“—z % ol y
n

sen™ ! . cosx -t

2.2 Sia
:/f cos™ x)d x
debbasi calcolare il suo valore.
1
/f (cos™ x — —genx .cos" ¥+
/ces‘” =SS ok
3.9 Sig
—~/f (€% sen x) d

si cerchi il valore di F (

e” sen x dx
/(e“senx)dx—~ - /f (e8® cOS®)

da cui essendo
ad cosx —+ senx .» C
/f (e?” cosx) dx = ;________ 000

sara anche

/j(e”senx)dx-——“ R

1
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4.° Sia
2
F(x) = (sen™ x) d x
/ 0
abbiasi a calcolare il suo valore.

II
i (m—=1)(m —3)" J.. 4.2
/g,f(sen il 1) (=2 e S S

25. — JSia dato un piano qualunque, in rapporto ad un
sistema di assi cartesiani ortogonali, scomponiamo il detto
piano in un numero qualunque di parti, e consideriamo una
zona del piano parallela all’asse delle x ed un’altra paral-
lela all’asse delle y, allora se con x ed y Indichiamo le
coordinate cartesiane del piano, potremo supporre che le
rette di scomposizione del detto piano siano parte tutte pa-
rallele all’asse delle x e parte tutte parallele all’asse delle Y.

Con c¢i0 il nostro piano risultera scomposto in un numero
pili 0 meno grande di piani minori e che chiameremo piani
parziall, per distinguerli dal piano totale.

Ora se con

alr 521 55: " e 5?1:
indichiamo codesti piani parziali, tutti interni al piano to-
tale dato, 1’area di esso piano totale sard data dal prodotto
della somma dei piani parziali che costituiscono una linea
parallela all’asse delle x per quella di un’altra linea paral-
lela all’asse delle y. Possiamo quindi immaginare un punto
qualunque in ciascun intervallo parziale, e calcolare il va-
lore che in esso assume la funzione f (x). Prendendo a con-
siderare uno solo dei tanti intervalli, e scrivendolo con &r
os il valore che in esso assumera la funzione f (x) potra a
sua volta essere indicato con f, r, s.

Con cid formiamo il sommatorio doppio

= frs ords
rs
che sara finito per qualunque valore della funzione fr, s.
Da cui
lim Zf-s3r3s=/"frs.dy =o()
quando il piano parziale 8r &S & preso sulla prima linea

parallela all’asse delle y.
Egualmente si avra

Itm iaras.qa(xr,s):_/;cp(x)dx
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d’onde estendendo la considerazione a tutto il piano totale

//Pfr,s(x,y)dxdy:
/de[/P;r,s@,y)dy_lz
=/de/z{:r,y)dy.

queste espressioni rappresentano ’integrale doppio definito
dalla funzione fr, 8 in tutta l'area P del piano dato.

Un piano pud perd essere considerato sotto forme diverse,
e dar luogo ad argomentazioni speciali, sino qui noi abbia-
mo supposto di avere un piano limitato da quattro rette,

puo per0o anche darsi il caso che esso sia limitato da linee
curve.

Questo fatto non modifica sostanzialmente le nostre pre-
cedenti -argomentazioni, giacché anche una superficie curva
puo scomporsi in un numero grande a piacere di aree par-
ziali, lel quali potranno venir considerate tutte come I
precedenti.

Cio posto, noteremo che ad es. la formola

S [ dxdy

vale per le aree di qualunque specie siano, giacché code-
sto integrale doppio pud estendersi a tutte le aree indistin-
tamente.

Si pud facilmente riconoscere per vera la nostra argo-
mentazione, giacché si pud sempre, per un’area limitata da
una curva, estendere prima l’integrazione rispetto alla vé-
riabile y, e quindi, per un valore di x determinato,

/}‘(x)dx

si pud estendere l'integrazione della x di minimo valore
alla x di massimo valore.

Sia 2={ (&, 5)

una funzione di x ed y, definita nell’area P.

consideriamo in primo luogo, contemporaneamente a questa
prima funzione una seconda

u=f (x, y)

che per punti analoghi a quelli assunti dalla z avra anche

valori eguali, mentre per qualunque altro punto non com-
preso nell’area P sia eguale a 0.
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Da cio, la funzione u sara integrabile nell’area P quando
la funzione z sara integrabile in tna superficie piana qualun-
jue A, e tale da comprendere 1’area P, quindi risulta

/f/}j u.dr:=/d:r: u(x,y)dy

Data per0 la nostra ipotesi, per la quale in punti esterni
all’area P la funzione u acquista valori sempre eguali a zero,

si ha
//Pu'd‘j://fqu‘dﬁﬁ/‘/‘qz

d’onde, indicando rispettivamente con

}:"'_' ff-(:f), }123(1')
Si ottiene ancora

/H (X, }'}d}’——/grﬁ;] (%, 9) dy

S gz-do=fax/F0)5te s

Nella medesima guisa, indicando con
x=x(y),x=2(y)

percio

81 ricava

//FPZ'dﬁ:/d?/f%)}z(%}’)dr.

26. — Sia
1 1%, I

una funzione delle due variabili indipendenti x ed y, suppo-
niamo che sia integrabile, il suo integrale sara eguale a

/ d}'/ dx f(x,y)

ove a, b, ¢, d sono Hmii.i costanti, sia rispetto ad x che ri-
spetto ad y, perd €ssa € pure eguale a

SPax/Cayix

qualora si suppongono a, b le ascisse, e ¢, d le ordinate
neila cui area compresa, Si eseguisce la doppia integra-
zione.

Oltre agli integrali doppi or ora considerati vi sono anche
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degli integrali tripli, quadrupli, ecc. che vengono dettl con
an termine generale — integrali multipli,
Ecco un esempio d’integrale triplo :

F(I]=///d:rd}r d 2

x = P senf coso

ponendo

y = P sen ) sen ¢
z = P cosf

s'ottiene sostituendo e facendo le dovute operazioni

:///Pﬂseande{Jdcp.

Una delle tre integrazioni si possono eliminare calcolan-
dola immediatamente, in modo che ne risulta un integrale
doppio.

Chiudiamo questo capitolo con un esempio.

Sia

foft;y”}z_/g/iﬁx}y)dxd /b‘f« B) — F (x,d) | da
:/g ,-}de—/ Fi(x, a)dx
= {08y — e, 8)y — (s @) = Fape) 4+« .. - (1)

Qui abbiamo supposto F (x, y1 la funzione integrale di
o (x, y) rispetto ad x costante ; ed f (x,y) U'integrale di F (x, %
rispetto ad x supposto y costante. Integrando ora ¢ (x, ¥y
prima rispetto ad %, considerando y costante, e poi inte-
grando il risultato rispetto ad y, supponendo x costante,

si ha
/;/EE?(LJJ)dydx—&(b,g)ﬂ
_fl(b,ﬂ-)—f1(ﬂ,f3)—|"f,(f1,&)___

ove fi(x,y) dinota il risultato finale, che pu® venir scritt,

h(x, ) =719 + ¢ @) + &)

ove & (y) & una funzione di y senza x, € X (x) & una fun-
zione di x senza y. Facendo uso di quest’ultima formoia tro-
veremo che il secondo membro della penultima espressione
si riduce al secondo membro della (1).
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CAPITOLO QUINTO.

Derivate parziali ed equazioni differenziali.

27. — Sia
z=1 (x, )
se si fa variare prima x di una quantita qualunque A e pol
y di una quantita k, e se si rappresentano con f (x,y) la
derivata che si ottiene quando si differenzia z rispetto alla
variabile x considerando y come quantita costante, e con
f1(x,y)la derivata che si ottiene quando si differenzia z ri-
spetto ad y riguardando x come costante, si ha successiva-

mente |
fx+hy)—Ff(xy9)h+nh
fx+hy+k)=7fxy) +hH(& ) k48k+
=@ y) = et
essendo «, B, v funzioni che s’annullano quando gli in-
crementi b e k divengono nulli, ed &’ cid che diviene «
quando ivi si cambia y in y 4 k.

Dalla seconda delle precedenti eguaglianze deriva, rap-
presentando con A z la differenza f (x+h, y+ k) —f (%, B)
ossia l’incremento di z corrispondente agli incrementi h e
k di x e di y
(1) Az=f (5,y)hfr(x,9)k 4 B8k 4 1k,

28. — Quando x ed y non sono indipendenti una dal-
[’altra ma sono funzioni di una medesima variabile ¢, se si
rappresentano con @ (f) e ¢ (f) queste funzioni e con h e
k ¢li incrementi di x e di y corrispondenti all’incremento di
di £, si ha

( h o(t+df)—o(t) =0/ ()dt 4 & dt
lk=0o(t+dt)—d () =" (f) dt +-edt
essendo & ed € funzioni che s’annullano insieme a dt, e per

conseguenza

Az=[f (x,9) 9" &) + 1 (x,9) ¥ @) dt +xdt,
essendo Y una funzione che s’annulla insieme a df. Dun-
que nel caso che si considera, in cui z si pud riguardare
come funzione di £, la derivata di z €

22— [ (5, 9) ' (O 4 £, (0 & (1)

I

— Bl e e e ————
= x — ———————— - e
‘:h-—-'ﬁbmtbﬁ—_tl‘n_u_\“_ﬂ”,_h___ ==

—_— o —_— ——
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ossia, poicheé ¢’ (f)dt=dx e () dt=4dy
d z ; . . .
— =[x, y)dx + [, (x,9)
dy

Quest’eguaglianza sussiste qualunque sia la variabile in-
dipendente e quindi anche quando questa sia x od .

La derivata ' (x, ¥) ed il prodotto f° (x, y) d x chiamansi
rispettivamente derivata parziale rispetto ad x e coefficiente
differenziale parziale rispetto ad x della funzione [ (x, ¥).

Analogamente f, (x, y) ed f,(x, y) d y si chiamano derivata
parziale rispetto ad y 'una € coefficiente differenziale par-
ziale rispetto ad y di ' (x, y) l’altra..Le‘ derivate 1/ (x, y) ed
f, (x, y) si sogliono rappresentare ‘coi simboli

dy d x
Tl E_ =
d x dy
Ouindi
day ax
d2= = dx — dw.
dz T dy ¢
TeEOREMA. — La derivafa di una funzione di due variabill

non indipendenti una dall’alira & uguale alla somma delle
derivate parziali che risultano dalla derivazione della funzione
rispetto ad ognuna delle due wariabili riguardando l'altra
come costante,

29. — Questo teorema lo si pud in alcuni casi applicare
con vantaggio alla derivazione di funzioni di una sola V&
riabile.

Ecco un esempio. Debbasi derivare la funzione x°.

Se si deriva la funzione riguardando ’esponente come CO:
stante ¢ poi riguardando come costante invece la x SOUO-
posta all’esponente, e se si fa la somma delle due derivate
ottenute, questa somma, in virtlt del teorema prco:—z_di:mﬂ,
& appunto la derivata richiesta. Eseguendo i calcoli, Si trova
che

dx® =x . 2" 1dx + x® logx do — 2° (1 + log ¥) 4 %

come gia si € trovato con altro procedimento. 1 e
30. — Applicando il precedente teorema Si PUuo ant i
facilmente trovare la derivata di una funzione implicita

una variabile senza risolvere 1’equazione che la lega a4 quU¥
sta quantita.
Abbiasi tra due variabili x ed y 1’equazione 0

¢ vogliansi la derivata di y riguardata come funzione
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[I primo membro dell’equazione (1) essendo una fun-
sione di due variabilli dipendenti una dall’altra, la sua deri-
le] precedente teorema, & L e Wa
¢ H i f,l:x] Dr 2UETITEE = 3 —— T e = T mrk
vata, 1n virtu } d x d y
tale funzione, riguardata come funzione di x, &€ sempre =0

qualunque sia il valore di x, da cui anche il suo differenziale
& sempre — ). DUHQUE‘.

ady d |
B E} 0 (2)
e quindi
dy
d?y dx
Ay e A%
dy

L’equazione (2) dicesi equazione differenziale immediala
di primo ordine dell’equazione-(1).

Ecco un altro esempio, con il quale speriamo chiarire
quanto fu enunciato or ora

Sia data ’equazione y° —3axy —!—:x:5 = (0. La sua equa-
zione differenziale immediata di primo ordine &

(3x* — 3ay) dx+ (3y* — 3 ax) dy=0,
che somministra
qy — %t d 4 ==
dy-L--J d.X s ——y:;
ye—ax dx yt*—ax

In questo caso ad un determinato valore di x possono

corrispondere tre valori reali di y e per conseguenza tre

valori reali di — . Se si considerasse y come variabile

ax
indipendente, si avrebbe :
¢ — dx ¢ =
d y — X* dy @Yy =—5
3l. — Sia ancora
z:.f (x: }T)
¢ le variabili x ed y siano legate tra loro dall’equazione
@ (x,y) =0

sara (102)
Sy B
Sy Cdy
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da cui (104) f ]
a4 0
—dx+-—dy=0
dx | dy Y
Per cui rappresentando con ¢ (%, y) una funzione arbj-
traria di x ed y, si avrd anche

_d y 1 d "'-5'_ d x d q:,-
:: —_— J'_-J{ . I e F X 'Ii i 1
Questa equazione dimostra che : Quando z=1 (x,y) e le

variabili x ed y non sono indipendenti una dall’altra, dz s
puo mettere un’infinita di modi diverst sotto la forma

b (x,y)dx+x(x,y)dy

Le funzioni ¢ (x, y) e x (x, y), che risultano prendendo
ad arbitrio la funzione ¢ (%, ¥), non sono sempre le derivate
parziali rispetto ad x e ad y di una funzione di queste va-
riabili.

Un esempio chiarira la questione. Sia z=x*—9* ed
x—9y+1=0, In questo caso |'equazione (1) &

dx=2x+ 92 (x,9)]dx—[2y + o (x, y)] dy.
Se si prende ¢ (x,y) =9 — 2%, si ha
dz =9dx + (2x —3y) dy,
espressione in cui i coefficienti dx € dy non sono le deri-
vate parziali rispetto ad x ¢ ad y di una funzione di 2
ed y; giaccheé le funzioni di ¥ ed y, che hanno la derivata
parziale rispetto ad x eguale ad y, sono della forma yx —+ ¢
(y), e la derivata parziale rispefto ad y di quest’espressione
e x |+ E/ (y), derivata che, qualunque sia la funzione E(3),
non € mai =2x—3y.
Se, ora si prende ¢ (x,y9) = 2y — 2%, si ha
dz=2ydx + (2x —4y)dy
Le funzioni dix ed y, che hanno la derivata parziale Il
spetto ad x eguale a 2y, sono della forma 2y x — E (y). La
derivata parziale rispetto ad y di quest’espressione & 2% €
(y). Questa derivata ¢ = 2 x— 4 y quando & (y) = —2 y* +C
essendo C una costante. |
Dunque nella precedente espressione di dz i coefficient

di dx e dy sono le derivate parziali rispetto ad x e ad y della
funzione 2yx — 2y*+C.

32. — Quando nella funzione f (x, y) le variabili x ed )
sono ambedue indipendenti, si ha come sappiamo

h:dx; I{:d}},
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da cui, l'equazione (1) dell’articolo 101 prende la forma

Az=[fxydx+f (x,y)dy+pdxt+vdy
essendo |r ¢ v funzioni che divengono infinitesime insieme 2
dx s dy.

Il binomio f (%, ¥) dx+f, (x, ¥) dy, che si & dimostrato
(102) essere eguale a dz quando x ed y non sono indipen-
denti una dall’altra, si rappresenta con dz anche nel caso
che ora si considera, e lo si chiama differenziale totale di ~.
Le derivate parziali f (¥, y) ed f, (¥, y) si vogliono rappre-
entare con i simboli

dz dz

_"E —

dx' dy

Quindi si puo dire che, quando xedy sono indipendenti,
per definizione si ha

dz-*ﬁ-i—;

d 2
= dx H dy
[llustriamo la questione con un esempio. Abbiasi la fun-
zione

di due variabili indipendenti, e se ne voglia il differenziale
totale. Qui, per agevolare i calcoli, € bene osservare prima
che alla funzione si puo dare la forma

e, @
lt:'ué;_(mE __V(Ig =i log (x + V/2® — 32) — 2 log 3

Derivando quest’'ultima espressione rispetto alle prime
variabili, ed addizionando i risultati, si ha

X
2(1+ Vxﬂ _,},2) VIE* y2 5
o = = dx 1+ 2 ‘_—"VE'”' 5 dy
T X Xy
2

- ax— dy.
Y/ 22 — 4% y YV — g2 7
33. — Sia ora in generale
2 — 72,0 <o« W)

Con ragionamenti analoghi a quelli fatti negli articoli
101, 102, 105, 106, si dimostra
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{.° che, rappresentando con A 2z l'incremento di z

corrispondente agli incrementi B, k, «.«; €A1 &, ¥, « o W
gt i e Ll E nsean 1 s e G il W 5
emmaij".dwid}’j""dwj".]dx’dy'“EEq
rivate parziali risultanti dalla derivazione di f (x, ¥, ... w)
rispetto ad x, , ...« W, sidha
dh dk aie
- — ST s ‘s e o h k IFrn . &
essendo «, B, ...& funzioni che divengono nulle insieme
T3 ey 1 e P S L
2.9 che, quando %, ¥, ...w sono funzioni di una me-
desima variabile indipendente, si ha
dy'l jdw | d X dw)]
dz”’(dx|"'1dx ! dy—l__l_d; |+
(dw , dw
A g B

TEOREMA : La derivata di una funzione di pin variabili,
le quali siano funzioni di una medesima variabile indipen-
dente, & uguale alla somma delle derivate parziali che ri-
sultano dalla derivazione della funzione rispetto a ciascuna
delle variabili riguardando le altre come costanti;

3.° che, quando le variabili x, y, ..., w, sono indipen-

denti si ‘2&
sy GO dw
'3""_"'\dx_}_"'—’_dx)_{'-(dy+-..+'£i_;")—|—...+
d dw
% (dzjl 1y 'r---)‘\'!dequdx—l—..*—im}:_dw,

essendo I, ¥, ..., X funzioni che divengono infinitesime
insieme a dx, dy, ..., dw. Si noti che quest’ultima espres:
sione potrebbe essere molto semplificata scrivendo

(dx+ R _dxdx ’ (dy_‘—"'wl_dy

f (dw d w | ) d f
—— _d o —— ———— l_‘_____-. .
d}? V ) dx dy "o T~ dwdw

Di questa annotazione terremo conto in seguito.
4.° che, quando le variabili x, y,..., w mon sono tutte
indipendenti, dz si pud mettere sotto la forma

9 (%, s W) Adx D%, 90 W)EEA . 0e T
B (0, 9,000y W)W,
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dove le funzioni @, ¢, ..., § non sono sempre le derivate
parziali rispetto ad %, y, ..., w di una funzione di queste

variabill.
Quando le variabili x, y, ..., w sono indipendenti, le de-

dz dz dz
dx’'dy”  dp’

rivate parziali soglionsi rappresentane con

e la somma dei differenziali parziali

d 2y 22
iyt iy Vg g

dicesi differenziale totale di z € la si rappresenta con dz.
Quindi per {ff“ﬁﬂ.fﬂﬂﬂﬁ si ha

z . dz
dz "‘—d’ﬁ.’-l— d}' e S e
ax dy | d n
Ecco un esempio. Sia
V=uvw

essendo u, v, w, ... variabili indipendenti
Derivando si ha
dyzt_inl,__EI‘LE»:E_L[-HJ'...dv—l“ulf',f‘u1 _.1_

e R VW ves AW e 0P LT o
dudv diw .
34 — Dall’articolo precedente risulta che se
2=f (%, ¥, ... W)
e le variabili x, ¥,... w sono indipendenti, si ha

A — dz—]—pa‘z—{—wdy+...=-}—1{311.1
essendo 1, v, ... X funzioni che divengono Infinitesime
insieme a dx, dy, ... dw. Quest’eguaglianza dimostra che

se dx, dy, ..., dw sono quantita infinitesime e dz non €
nullo, A z differisce da dz di una quantita infinitesima ri-
A Z

spetto a dz. ossia il rapporto 7 converge verso il limite
|, quando dx, 4y, ... dw si approessimano indefinitamente
a Zero. 2R |

35. — Quando fra tre variabili x, ¥, 2 si hanno due equa-
zioni

f(x, 9, 2)=0 ; ¢ (¥, 9,2)=0
se tina delle tre variabili st riguarda come indipendente; le

altre sono funzioni implicite di questa Sia x 1a VHIIHbIlt
che si riguarda come indipendente. Se le equazioni fossero
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risolute rispetto ad y € z, cioe se si avessero y e z espresse
esplicitamente in funzione di x, smstnu:’:-qdﬂ_mzesm eSpres-
sioni nei primi membri delle loro equazioni, questi diver.
rebbero identicamente eguali a zero. Ma il differenziale dj
un'espressione in x, la quale sia=0 per qualunque valore dj
x, & anch’esso sempre=0. Dunque (107)

(&7 4 L d [
=, SR A
\dxdxﬁ dydy-{—dz Zie—20
d o d o d o
4 dy + -+~ dz =
.dxdx+dy y+dy z2 =20
[n generale, quando fra n variabili x, y, z, ... si hanno

n— 1 equazioni, se anche una sola delle variabili, per esem-
pio x, si riguarda come indipendente, le altre sono funzioni
implicite di questa, e per determinane le derivate dei primi
membri, basta eguagliare a4 zero le derivate di esse funzion
variabili, ricavare quindi dy, dz,... dalle equazioni risul-
tanti, le quali chiamansi equazioni differenziali di primo or-
dine delle equazioni proposte.
Poniamo, per esempio, che siano date le equazioni.

¥y 22 =r?; Ax4+By3+Cz=D

€ si ricerchino le derivate di y e z riguardate come funzioni
di X,

Le equazioni differenziali immediate dj primo ordine sono
2xdx +2ydy+2zdz=0:
Adx+de+Cdz=U;

da cui s'ottiene

Az— Cx Bx — 4

g — dz : dg== D :

G e S Ogan
onde

G o5 O dz Bx— Ay

ix Cy—Bz ' dz " Cy=—=Bz
36. — Considerando ora funzioni implicite di pit varia-
bili, abbiasi fra tre variabili x, Y, 2z I'equazione

el S =0

Se due variabili si riguardano come indipendenti, la terza
¢ funzione di queste. Supposte x ed y indipendenti, s’'imma-
vini l'equazione risoluta rispetto az, e sia z— ¢ (x,9). Se si
sostituisee ¢ (x, y) in luogo di z nel primo membro della
cquazione questo diviene identicamente eguale a zero. Ma
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il differenziale totale di una funzione di due variabili indi-
pendenti, la quale sia=0 qualunque siano i valori delle va-
riabili, & anch’esso sempre=0.
Dunque (art. 107)
d d d
dx dy d2z
Da quest’eguaglianza, la quale dicesi essere [’equazione
differenziale immediata di primo ordine dell’equazione (1),

dz—10

deriva
d ] d f
s W Y
dz = i dx a7 dy
dz dz

In generale, quando fra n variabili si hanno n— p equa-
zioni, se p variabili si riguardano come indipendenti, le al-
tre n— p sono funzioni implicite di queste, ed 1 loro diffe-
renziali totali si possono ricavare dalle equazioni che ri-
sultano eguagliando a zero i differenziali totali dei primi
membri. le quali chiamansi, come sappiamo, equazioni dif-
terenziali immediate di primo ordine delle equazioni date.

Sia data ora l'equazione x +y*+2*=r", e si domandi il
differenziale totale di z riguardata come funzione di x ed y.

| ’equazione differenziale immediata di primo ordine, 0
semplicemente, come USEremo dire in seguito, l’equazione
derivata e

2xdx+2ydy+22dz=0
da cui deriva

X
dz— 3 By, Y,
2 2
che & il differenziale totale ricercato.

Qui osserveremo che la derivata parziale di z rispetto

X : ‘
ad x & — — —, e quella rispetio ad 3 € = ) il

Z 2
prima di queste derivate si poteva pure ottenere derivando
’equaizone data riguarda_ndﬂvi y come quantita costante, €
Paltra derivando 1'equazione siessa ricuardandovi x come
costante. . , ey
Ecco un altro esempio : Date 1'equaizoni
( x2 9222 u 12— 10=0,
| 29%2z24-8yv2—Sut4+12°—8=0,
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si cerchino i differenziali totali di u e v
funzioni di %, v, 2.

[L’equazioni derivate sono
) 2xdx +-2ydy +2zdz+2udu 4 2vdy — '
( (dyz-3v%)dy | 2y2 -} 142) dz — 15424 byvdy —(
che: hanno

riguardate come

| 2%y 492 -+ 3v® — 643
Ly 2y U -_4:'—5:12&':’: r 6yn -|- 1542 b
142 429 —6yz2
E “t_}‘_ -:}E-dz
Oyu — 15u?

QX 4y 2 1+ 3 p° —IE 15
A e s dw — =2 ;+_ ol d=
2yv +5uvy 6yv 4+ 150
14z -2 y* 1 15
L et ol )

Oyy — 185uvp

In queste formule le funzioni che moltiplicano dx, dy,
dz sono rispettivamente le derivate parziali |

du dv du dv du dy
dx dz’dy’dy’dz’dz'

37. — Sia
Z:f (I, y, U, "')
ed x, y, u, ... siano variabilj indipendenti.
Se si derivano le derivate parziali Ei—%, Ei_z} {3];, SR
dx dy’ dy
spetto ad una qualunque delle variabil; X, A i, o ledes

rivate che si ottengono dicons derivate parziali di secondo
ordine di z, o brevemente seconde derivate parziali di z,
€ 81 rappresentano con i simbolj

d*z d%¢ d*z d?z d%z d? z

dx*’ dxdy’ dxdy’’ " dydxs dy* dydn’ "’

i cui denominatori indicano Je derivazioni parziali che si
eseguirono per ottenerle. | differenzialj corrispondenti a fall
derivate, i quali, in conseguenza delle notazioni precedentl,
sono rappresentati dg

dEZ dzz dﬂz
— - Jy2 = % .
d x* dlfd}’dxdy‘dxdu

d? 2 d< z (A% >
d dx: Py d.- 2; — —d d ) = w ®
dy dx i d y* j? dy du i

che si dicono differenzial; parziali di secondo ordine di Z.

01 i e
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Se si derivano ulteriormente le derivate parziali di se-
condo ordine rispetto ad %, y, u, ... le derivate che ne ri-
ultano si denominano terze derivate parziali di x, y, 4, ...,
ossia derivate parziali di secondo ordine rispetto ad x, y,

u, ..., € si rappresentano con i simboli.
ez 47 d® 2 ddz iz d3z
dadvd 2 dly Cdx*dn’ v dxdydyidxdys dydy,dns
ed i differenti corrispondenti sono
dbz d®z d° z
— dx} ——— dx*dy, dixy dy dxpsr,
dxs “ dx* dy Y ix%du 4
d3z d®z d*z
T dy, dx, : yooee
Aiaydr TVt g iR A, d, A

e si dicono terzi differenziali parziali di z, ossia differenzial
parziali di terzo ordine di 2.

[n generale, se si eseguiscono n successive derivazions
della funzione z, la derivata che si ottiene infine, dicesi en-
nesima derivata parziale di z, o anche, derivata parziale di
ordine n esimo di z, ¢ la si rappresenta con un simbolo di
forma frazionaria come per le precedentl, avente per nume-
ratore d*z e per denominatore il prodotto delle derivate
delle variabili rispetto a cui furono eseguite le derivazioni
parziali scritte nell’ordine con cui furono fatte. Il differen-
ziale corrispondente a tale nesima derivata sara lennesimo
differenziale parziale di z.

Cosi, a cagione d’esempio, la derivata che risulta da
cinque derivazioni successive di z, delle quali la prima ri-
spetto ad x, la seconda rispetto ad y, cosi pure la terza, la
quarta e | quinta invece rispetto ad u, dicesi quinta derivaia
parziale di z, e Si rappresenta

d°z
dx dy* du’
ed il differenziale corispondente,

a>z :
= dx dy*du?,
dx dy*du® .
dicesi quinto differenziale parziale di z.
Diamo qui un esempio. Abbiasi da trovare le seconde e
terze derivate parziali della funzione

z = arc tang il
x

e o o Wt T T T T

—r =1
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Le prime derivate parziali sono
dz y dz X
s L S U ‘ =h
d x 12+ 92’ dy  x®4 40
Derivandole rispetto ad x e y si ottiene

g%z 2XYy d* z R g8

dv? = (x*F 9y dzdy (% I oy

d® 2 ol y — x? ff_ﬁ_Z__- 2 xYy
Ldydx (2902 dyd T (@4

che sono le seconde derivate parziali di z,

Derivando ancora queste derivate sia rispetto ad x che
rispetto ad y, si ha

d*z. 2yt —3x%) d¥z _2x(x®—3 )

dx* (P 4y Cdatdy T (T |
d’z 2x(x*—39%) d*z 2y (3x2 — y?)
Vdxdydx (@1 923 dxdy*  (x2 I y9)F
{ d*z 2xx*—38y%) - d’z 2y(3x*— 9%

1| dy dxﬂ (i-ﬂ "1"‘ }1‘2)3 i d}? dx d}p T {:xﬂ ._l.i }]?rjﬁ_ )
che sono le terze derivate parziali di z.

38. — Osservando le derivate dell’esmpio precedente si
vede che
B d AR
dxdy dydx’dx*dy dxdydx dyda®’
e A
dxdy? dydxdy dy*dx’ '

Si ricava da cio il seguente teorema. |

Se si eseguiscono pin derivazioni parziali successive ai
una funzione di pin variabili indipendenti, la derivata risul
tante e la stessa qualunque sia [’ordine con il quale si fann0
le derivaziont, |

Il detto teorema & facilmente dimostrabile. _

Sia z la funzione, € siano %, y, u ... le variabili indipep-
denti da cui essa dipende. :

Incominceremo con il dimostrare che, se si deriva #
prima rispetto ad una variabile, per esempio x, e poi rispet¢
ad un’altra, per esempio y, si ottienz la stessa derivata comf"f
quando si deriva z prima rispetto ad y e poi rispetto ad %
ossia che

d*z d?z
dxdy dydz’
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Per dimostrare ci0 si pu0 rappresentare z con [ (%, ),
poich® si considerano come variabili solamente x ed y. Se
in f (x, ¥) si fa variare prima x di una quantitd qualugnue
h e poi y di una quantitd qualunque k, € se, ritenute le no-
tazioni dell’articolo 101, si rappresentano con

/) + 2t o K

e con o« -+ o klcid che divengono [ (x, y) ed « quando
vi si cambia y in y+Kk, si ha

fx+hy+K)=fxy+71&y)KT-BKr

df'(x,
s TR féyy)K—Hm—l—a”K)h-]

Se nella medesima funzione f (x, y) si fa variare prima j
della quantitd k e poi x della quantita h, e se, ritenute le
precedenti notazioni, si rappresenta con

f )+ gy

e con B - B/ h cio che divengono f, (x,y) e B quando Vi
si cambia x in x+h, si ha

fxt+hyt+k)=Ffly)+FEyhoah

T PR o R A LE (R |

Eguagliando quest'ultima espressione di f (x+h, x+¥k) 'l
alla precedente e semplificando 1’eguaglianza risultante, si |

ottiene Vi
d}”(x: }’) / H’:d X, Y | / 11
dy + & + % dx | B + E' . |
Quest’eguaglianza deve essere soddisfatta qualunque siano |
{ valori di h e di k. Ma per h=k=0 si ha i

=

alie=tol — B =R =)
Dunque i
df'(x,y) _ df,(x,y) it dYg e 2 |
dy dx dady S dyidx i

Dimostrato cosi il teorema per due derivazioni successive, |

& facile dimostrare che le derivata risultante da parecchie I
derivazioni parziali successive di z non varia se si varia h
’ordine di due derivazioni consecutive qualunque, e quindi |
che non varia neppure quando si varia comunque l'ordine |
|

delle desrivazioni.




r

256 DOMENICO RAVALICO

Diamo un esempio per miglior chiarezza.

p 2
RV
iz dxdy  dydx d%
dxdydu  du du dydxdy’
dz
. d*—-
a° z | d_.I i d3z

dxdydu dudu dxdg dy
Ragionando analogamente si prova che

a'z d®z
dxdydu  dudxdy
P2 it s udiz dz
dydxdu dydudx  du dydx’
Dunqgue
R D AR R L
dxdydu dydzda  dx dudy
LE Dty A ity d®z
dudxdy dydudx &E“d"y".;?x |
39. — Chiamansi derivata di una funzione della forma

e+ yl/=1)

dove le variabili x ed y sono quantita reali, il limite verso

cui tende il rapporto
fletb+ 048 V=11 —(t x4y )Y=1)
h—+k J/—1

quando le quantita h e k, variando indipendentemente una
dall’altra, si approssimano indefinitamente a zero. |
Affinche tale limite non sia indeterminato & necessario

che sia indipendente dal limite verso cui tende il rapporto
h L] - L.
7 duando h ¢ k tendono a zero. Ora questa condizione €

soddisfatta per tutte le funzioni della forma

flx+y V=)
che vengono studiate dall’Algebra.

Poiche si € trovato che ognuna delle funzioni ora men-
zionate & irreducibile allg forma

a+hl —1
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essendo a € b quantita reali i cui valori dipendono dai va-
lori di x ed y, sia
(.7‘:“} 1’1/—_ ):ﬂ(x;Y)‘FqJ{I;}’} —=1

essendo le funzioni @ (x, y) e ¢ (x, y) quantita reali. Al-
lora si ha

fletht(+k YV —1]— -+yV~0__
=@(x—+h,y+-k)—o(x,y)+[d( —]—h V+k—ox,9)] V—1=
du dd

Ft%—— | th}ﬂw )V—4-+ h-+ Bk,

essendo e B funzioni che tendono a zero insieme ad f e
k, per conseguenza

Hm+h+@—kﬂf_1 fledy V=—1]

S =
d..' | d".:.r jt\_ ===
——llmﬂ,T =Ty V——Ij‘
ad . =
i R
s =
1+?V—1
do ddi ¢ j—— k [do _d_L- ﬁ_)
, anl_d—xl/ﬁ +h(a’.y' 1‘i’/—1
= lim 7 :
St Ay
¢ filnalmente, rappresentando con m il limite verso cui
tende Es_
h Dokide
ekl L h by Vil p s gl S

Rkl —1
Qo dy o —— i i by
__E-"‘ —jj|/_1-!—m (dv i ivrl)

(yuesto limite, per m =0, € = —; + — )/ —1 . Dun-

p— gy - e
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que, affinché 1’anzidetta condizione venga soddisfatta. deve
sussistere |'eguaglianza
d':-’ 1 d’-{a’ —'1' 4 nl d:? ' f_ff_‘p g T
dx " dx"” dy " dyV1—) 4o WAL
——— — ——— : s ——— _1
1+n1 V—] ax dx
per qualunque sia il valore di m.
Moltiplicande 1 due membri di questa eguaglianza per
1 L m — 1 e semplificando |’eguaglianza risultante. si
- h )
oftiene

] Ve pE L T Ve
y dx dx
[a quale eguaglianza equivale alle due
do dd dd  do
dy dx ~ dy dx '

Ora si pu0 facilmente verificare che queste due egua-
glianze sono soddisfatte per tutte le suddette funzioni.
40. — Da quanto precede risulta che, essendo

fxd+yV—1D=0@xn+o@ 9 V=1,
la derivata di flx+yV —1 2

i e LV
dx+dx Sl

Quindi, per cercare la derivata dif(x +yl/_————i)‘ si p&r
trebbe ridurre questa funzione alla forma

2 (x, 9)+ 4 (x,9) ) —1 y

e pol diffenenziare parzialmente rispetto ad x i due termind
di questa espressione e fare la somma delle derivate olter
nute. Ma & facile dimostrare che, per la differenziazio®
delle funzioni di cui si tratta, si possono adoperare I re-
gole che per le funzioni reali. _
Se si rappresentano rispettivamente con x ed h le espred
sioni immaginarie x -}- }’V — led h 4k I/ — |, esl FHPPfﬂé
sentacon f (x) la derivata di f (x), si ha che, come pef i
funzioni rezli, f (x) & eguale al limite verso cui tende

rapporto
[l =i ) —17(x)

g
quando h si approssima indefinitamente a zero. ll

prﬂdﬂﬂﬂ
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' (x) h dicesi differenziale della funzione f (x) e lo si rap-
presenta anche con df (XI.

Se f (x)=x™ essendo m un numero infero € positivo, si
si ha dall’algebra che

flx+hn =2m+mhx™ "+

T{;H_;1‘)h2xm_2—]—.. .'+hm1

quindi
m(m— 1
1 h. xm-—l ]l__ (1 2 1h2 xm—E _]___ -

h
. Y h* h?
Senfix)=e*. e = '(i—l-h}1‘2'| 1_2.3-1—...*)

da cul

e R s
55, _1'.2+1.2.3 T

fi(x) = lim e”® — €2,
}’ (I) 1111l € n

Se f (x) = a® essendo a una costante qualunque, reale o

della forma @ - B )/ —1, si ha anche f(x)=¢!°s¢ onde,
differenziando

Se f (x) = x™ essendo ’esponente m della forma a —+ b
)/ —1, si ha anche f(x) =¢e" logz ¢ quindi, differenziando,

m m
/ — E”l IGE-T — IHI | — ITI.. x'ﬂi—"‘l
f (%) 7 =
Se f(x)=senx, [ (¥) & eguale alla derivata della serie
d 2
X

X | X
B e S e e TS S

e pcrcio € uguale a
xﬁ ; xi
— - s —COS R
LS 2 LT
Se f(x) = cos %, ' (x) & uguale alla derivata della sua

serie

x “ x5
1.2*"1.2.3.4
X

3

= , .« = — S€n X,
e )

da cui e x — x +
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AT Chiudiamo questo capitolo con una serie d’eser-
ClZ1.

1.° Data la funzione 2z = x¥, trovare dz
Ris. dz=yx¥=1.dx 4 x¥log x . dy.
2.2 Data
a x

RIEET

trovare dz.

sy
Ris. dz=ay (x®* 4 y?) 2 (ydx — xdy).
3.2 Data

z=*—V/y) log (u—,
trovare dz.

1
Ris. dz=2xlog (u —v).dx — ——log(u—2)
& ) A g
'2 -I-
dy-J[—x V}’ dun— E_..!'/]fu_’u_
u— v n— v

4.9 Data z=¢e*y* trovare dz ¢ d* quando x ed y sono
indipendenti.
. dx — 2xdy? —2ydx’
Ris. dz = 2.2% = g Idy R et }'—jﬁ —
y

0. Data z = e® y* trovare dz e d?z quando x ed y Sono
indipendenti.

dz — eyt . dx -4 e*ph. dy
Ris. { d22 = ¢~ y“,d_rﬁn}-8€~"’y3dxdlf”|*
- 12¢e%y? . dy”.

6.° Data z = x%sen y, trovare dz, d*z e d*2 quando x ¢d )
SOno mdipandenh

Ris. dz=3x*senydx -}-x*cosy, dy,
d*z2 =06 xsenydx® | 6x*cosy. dxdy—
—a?senyl, dy¥
d*z2 = 6'seny . dx?—]—IS::cCDS}’ d*x dy —
— gx?seny . dx dy?—x°CoS

I
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7.0 Data z=xyt, trovare d*z, d°2, e d'z, quando x, Yy

e t sono indipendenti.
Ris. d%z =2tdxdy +2ydxdi—+2xdy dt,
d2z.— 6l dyidi,
da =i
8.° Data 1’equazione
a?y? 4 b* x* —a*b = Q,

trovare le sue differenziali immediate di 1°, 2° 3° € 4° or-
dine riguardando come indipendente la variabile x, e tro-
vare le derivate

dyr by Syl

N I s [
Ris. b2xdx +a*ydy =0

b®dx? + a*dx* +a*yd*y =0

3dyd*y +yd°y =0

3(d*y)? +4dydPy -ydiy =0

d PresnTbi s Sa Ty ay b
G @y ey
By Bbiw sy 3b8(a2-1-4 x?)
dx® aby®’ d x @by
9.0 Data l'equazione
y2—2 px=0,

rovare le sue differenziali immediate di 1°, 2° 3° e 4° or-
dine riguardando x COME indipendente, ¢ trovare le derivate

dy Py d@y Ay
dx’ dx¥ dx¥ dx*

Ris. ydy —pdx =0, dy*+yd*y =0,
3dyd®y +yd*y =0,

3(d2y)?+4dydPy+yddy = (‘a_d.-j"— 2

d-i’-_ﬁ y }
d .:Llj }.3} dIE . X }‘ E )
d* v 4
_} — —— 1 . 3 e 5 E"'

d x* y7°

L B

B ——— . - L e

fi
:




10.° Trovare le equazioni differenzialj imme
2? e 3° ordine dell’equazione de
guardando y come indipendente.

Ris. ydy — pdx = Ot idp® — pdsx

e _ diate di 1o
lI"esempio precedente, i

o g

= (). |
| d°x =0,
|
| 11.° Svolgere in serie la funzione
E:::Jr-ﬂ

! X i | I 2
eV bty e Gyt )

1
| - .
il 1 . 2 L '3 (x + y} R L A
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