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PREFAZIONE

L’analisi fattoriale e’ uno strumento di ricerca scientifica scoperto e
sviluppato ad opera di psicologi. I’ idea geniale di Spearman, che inizialmente
appariva soltanto la soluzione matematico-statistica di una impasse in cui si
trovava la Psicologia scientifica, o meglio quel capitolo della Psicologia
scientifica che si occupa della misura delle costanti individuali per mezzo
dei tests, generalizzata e radicalmente trasformata da Thurstone, e’ diventata
umn metodo scientifico generale, utilizzabile e utilizzato dalle piw’ diverse
discipline scientifiche, ma di particolare utilita’ soprattutto per le scienze
sociali.

Infatti, se e’ vero che 1’analisi fattoriale puo’ essere utilizzata anche
la’ dove € possibile e fruttuosa la sperimentazione, come sussidio all’ espe-
rimento, e' certo che 1’uso di questo strumento diventa prezioso e quasi inso-
stituibile, dove le condizioni non si possono variare a piacere, dove 1f espe-
rimento rischia di creare situazioni artificiose, in cui cioe’ la deformazio-
ne, inevitabile in ogni situazione sperimentale, riguarda proprio le condizio-
ni che costituiscono 1° obiettivo della ricerca. E' evidente che condizioni co-
me 1" eta’, la costituzione, il sesso, 1’ intelligenza, non si possono variare a
piacimento; ma e' altrettanto vero che non si possono variare indipendentemen-
te le condizioni sociali, economiche, politiche, culturali.

E’ per questo che le scienze sociali - e fra queste quella parte della
Psicologia che rientra nell’ ambito delle Scienze sociali - hanno dovuto piuw’
delle altre scienze fondarsi sul metodo statistico, di cui, pur nell’ indipen-
denza della sua origine, 1’ analisi fattoriale costituisce un originale svi-
luppo.

I metodi statistici - a parte la descrizione sintetica dei risultati
offrono alla scienza due contributi essenziali: la logica della generalizza-
zione, con la sua interpretazione probabilistica, e il metodo di analisi di
condizioni non manipolabili, cioe’ delle condizioni che non sono suscettibili
di essere variate une per volte, mantenendo costanti tutte le altre. Il con-
tributo dell’ analisi fattoriale puo’ essere interpretato come un ulteriore
progresso in questa direzione. Ma la sua funzione piu’ importante e di con-
sentire una prima esplorazione di nuovi campi di ricerca, ai limiti della
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scienza (Thurstone), la’ dove le conoscenze non sono sufficientemente fondate
per suggerire ipotesi ben definite; dove le ipotesi sono vaghe o dove mancang
del tutto, 1° esplorazione fattoriale puo’ offrire una prima sistemazione deil
fatti, alla quale seguiranno ipotesi piuw’ definite, e controlli compiuti con
i metodi della statistica classica.

La funzione essenziale dell’ analisi fattoriale e’, infatti, quella di
scoprire le unita’ funzionali in un insieme di variabili, cioe’ di sostituire
ad una piw* o meno grande quantita’ di condizioni superficialmente apparenti,
interrelate fra loro, un numero limitato di condizioni di fondo indipendenti,
cioe’ i fattori del fenomeno che e oggetto dell’ indagine.

A queste qualita’, che fanno dell’ analisi fattoriale un metodo insosti-
tuibile in quei campi in cui esso trova una naturale applicazione, fanno ri-
scontro due limitazioni alla sua utilizzazione, una intrinseca e 17 altra e-
strinseca. La prima e costituita dalla indeterminazione della soluzione fat-
toriale. Nella generalizzazione di Thurstone il problema fattoriale ha un nu-
mero infinito di soluzioni; ed anche il criterio della “semplicita’ della
struttura”, introdotto da Thurstone, stabilisce qual e tra le infinite solu-
zioni matematicamente equivalenti la soluzione scientificamente accettabile,
ma non garantisce in senso assoluto 1 unicita’ della soluzione, e soprattutto
non offre il mezzo per stabilire se tale soluzione ottimale sia stata raggiun-
ta, o sia, comunque, raggiungibile. Ma e una difficolta’ che si supera consi-
derando il risultato di un’ analisi fattcriale come un’ ipotesi che va conferma-
ta, ricorrendo al criterio della riproducibilita’ dei fattori e al controllo
della sperimentazione e dei metodi della statistica classica.

La limitazione estrinseca e dovuta alla natura fondamentalmente matema-
tica della teoria e al fatto che gli studiosi delle diverse scienze sociali
che dell’ analisi fattoriale dovrebbero essere i consumatori non hanno, di re-
gola, o per lo meno non avevano finora, una preparazione matematica.

Questa limitazione non ha mancato di influire sulla stesura dei trattati,
anche sui trattati fondamentali dei pionieri, L.I,., Thurstone, (. Burt e
G. Thomson, i quali, ognuno in diversa misura; hanno tentato di tener conto
del tipo di cultura degli studiosi ai quali era destinata 1’ esposizione del
metodo, pur senza rinunciare all’esigenza di presentarne rigorosamente i fon-
damenti matematici e logici.

Gli altri autori di esposizioni piw® o meno ampie e complete adottano di-
verse forme di compromesso, che stanno fra due estremi: da un lato il trattato
seritto in linguaggio matematico, praticamente illeggibile per il non-inizia-
to, e dall’altro il ricettario, un insieme di regole pratiche su come eseguire
i calcoli, senza che ne sia spiegato il significato.

La presente trattazione e’ destinata agli studiosi di scienze sociali
mn-matematici e tuttavia si propone di rendere comprensibile la teoria, non
solo nella sua formulazione generale, ma giustificandone e rendendone compren-
sibili gli sviluppi e fornendo sempre, quando ¢ possibile, la prova dei di-
versi procedimenti. Le nozioni di algebra e di geometria richieste sono ele-
mentari e vengono utilizZate progressivamente, cosi’ da richiamare delle cono-
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scenze scolastiche in parte dimenticate. Le limitate nozioni non comprese nei
programmi degli studi secondari, e tuttavia indispensabili alla trattazione
dell’ argomento, vengono presentate di volta in volta nel punto in cui si ren-
dono necessarie. Questo procedimento e’ stato preferito a quello piw’ elegan-
te, adottato da vari trattatisti, di far precedere la trattazione dell’ analisi
fattoriale da un’introduzione matematica in cui sono svolti quei capitoli del-
la matematica la cui conoscenza e’ presupposta nella trattazione; e cio’ nella
convinzione che, mentre e’ relativamente facile richiedere al lettore che e’
giunto ad un certo punto della trattazione, lo sforzo necessario per impadro-
nirsi di un concetto o di bn’ operazione indispensabile a proseguire nella let-
tura, e’ vano esigere lo studio di un capitolo di matematica come premessa al-
la lettura del libro.

L’ esperienza didattica e’ responsabile di alcune caratteristiche della
trattazione. I brevi sviluppi algebrici sono inframmezzati da chiarimenti, che
dal punto di vista matematico sono certamente superflui: ma si e’ voluto di
proposito che la mancanza di ridondanza, che rende cosi' difficile il linguag-
gio matematico, fosse evitata in un libro destinato a chi manca di questa pre-
parazione specifica. Da questo stesso punto di vista si giustificano le ripe-
tizioni, che di proposito sono state inserite ogni qualvolta viene ripresoc un
concetto la cui assimilazione e’ necessaria per ulteriori sviluppi.

Anche le nozioni di statistica sono introdotte di volta in volta, quando
sono richieste, tranne le due nozioni elementari di correlazione e di scarti
ridotti, . che sono presupposte. Sarebbe stato facile introdurre anche queste
due nozioni, o presentarle in una premessa o in un’ appendice; cio’ non e sta-
to fatto in quanto e’ ben difficile che chi non abbia dimestichezza con la
statistica elementare e soprattutto con 1’ uso della correlazione - la cui no-
zione e’ 11 fondamento di tutto 1'edificio dell’ analisi fattoriale - possa se-
guirne con profitto la trattazione.

questa trattazione differisce dalle altre anche perche’ non solo inizia
con la teoria di Spearman - che giustamente ormai si considera superata, e di
interesse esclusivamente storico - ma d&’ uno sviluppo abbastanza ampio alla
trattazione di tale teoria. Cio® e’ stato fatto nella convinzione - confortata
dall’ esperienza - che la teoria monofattoriale di Spearman, nella sua relativa
semplicita’, rappresentasse la migliore introduzione alla teoria plurifatto-
riale, molte delle cui difficolta’ possono essere superate agevolmente parten-
do dalla conoscenza della teoria di Spearman. Cosi’ pure, a differenza di
quanto fa Thurstone, ma in accordo con la maggior parte dei irattatisti, sono
state presentate prima le strutture e le rotazioni ortogonali e solo a partire
da queste le strutture e le rotazioni oblique, benche’, proprio come la teoria
monofattoriale rispetto alla teoria plurifattoriale, le strutture e le rota-
zioni ortogonali rappresentino soltanto un caso particolare rispetto alle
strutture e alle rotazioni oblique.

Un’ ultima particolarita’ di questa trattaziome richiede di essere giu-
stificata. Con Thurstone e soprattutto dopo Thurstome 1’ analisi fattoriale,
che fino allora rappresentava soltanto un procedimento per sostituire a quelle
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misure arbitrarie della personalita’ che sono i tests, e che si erano molti-
plicate in una varieta’ caleidoscopica, un numero limitato di misure indipen-
denti e di significato ben determinato - i fattori, come tratti essenziali
della personalita’ - ha esteso le sue finalita’ diventando un metodo generale
per sostituire a delle variabili arbitrarie, scelte in base ad un giudizio in-
tuitivo, le condizioni determinanti di un fenomeno. 11 campo dei tests rappre-
senta, dunque, ormai, soltanto un particolare settore di applicazione dell’ a-
nalisi fattoriale; e tuttavia in tutti i capitoli di questa trattazione, tran-
ne nell’ultimo, si fa riferimento sempre e soltanto ai tests.

Quest’ apparente incongruenza e' stata dettata dall’esigenza di chiarezza,
o meglio di comprensibilita’ della trattazione. La teoria e la tecnica fatto-
riale richiedono un notevole sforzo da parte di chi vi si appressa per la pri-
ma volta, Nel passare a considerare relazioni via via piu’ complesse e vitale
per il lettore avere qualche cosa di stabile a cui riferirsi. guesto elemento
stabile e* costituito dalla triade soggetti-tests-fattori che funziona da si-
stema di riferimento: la comprensione di ogni nuova struttura, di ogni nuova
forma di rappresentazione geometrica avviene chiedendosi dove e come sono
rappresentati i fattori, i tests e i soggetti. Se invece che di tests si fosse
parlato di variabili, sarebbe venuto a mancare anche il riferimento stabile ai
soggetti, poiche® 1la correlazione fra due variabili si puo® determinare in ba-
se g condizioni che nulla hanno a che fare con i soggetti umani. Per questa
ragione si ¢ sempre fatto riferimento ai tests, accennando sole di tanto in
tanto al fatto che invece di tests si possono prendere in considerazione altre
variabili, allo scopo di creare un aggancio per la generalizzazione introdotita
nell*ultimo capitolo.

guesto volume compare in edizione provvisoria per ragioni contingenti.
Specializzandi e studenti hanno bisogno di avere a disposizione un testo che
1li introduca alla comprensione e all’utilizzazione del metodo. Limitatamente a
tale finalita’ la presente trattazione puo’ considerarsi conclusa, in quanto
comprende la teoria del metodo generalmente in uso e la descrizione dettaglia-
ta dei procedimenti necessari per applicarlo. Nell’ edizione definitiva e’ pre-
vista, fra l7altro, la trattazione dei fattori di ordine superiore al primo,
dei metodi di analisi diretta, senza rotazione, del metodo di analisi in com-
ponenti principali, del metodo analitico di rotazione di Horst, dei metodi au-
tomatici di analisi mediante i calcolatori elettronici, dei metodi di analisi
dei dati grezzi (anziche’ delle correlazioni fra i dati); imoltre sara’ dato
mggiore sviluppo agli argomenti trattati in appendice alla presente tratta-
zione, ed in particolare ai campi di épplicazione dell’ analisi fattoriale (con
esempi tratti dalla letteratura scientifica).

Nell’ edizione provvisoria le citazioni sono ridotte al minimo; anche a
questo difetto sara’ posto riparo nell’edizione definitiva. qQui non mi resta
che esprimere il mio debito di riconoscenza agli autori delle opere a cui devo
prima di tutto la conoscenza dell’ argomento - G. Thomson, L.L. Thurstone,
¢ Burt, R. Cattell, H.H. Harman, J.P. Guilford, R. Husson, B. Fruchter, K.J.
Holzinger - e dalle cui presentazioni ho tratto frequente ispirazione per le
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vie seguite nella mia trattazione (1). Un particolare ringraziamento devo ri-
wlgere alla mia assistente dott. pora Capozza che ha riletto il dattiloscrit-
to di questo volume e, appartenendo alla piccola ma eletta schiera degli uti-
lizzatori dell’ analisi fattoriale, mi ha permesso di evitare alcune sviste e
imprecisioni, e alla sig.na Marcella Valesio, tecnico dell’ Istituto di Psico-
logia sperimentale, che ha espletato con competenza il delicato e faticoso
compito di eseguire tutti i calcoli. E ringrazio gli altri miei collaboratori
e 1 miei allievi che con le loro intelligenti richieste di chiarimento mi han-
o spinto a chiarire a me stesso, prima che agli altri, gli argomenti qui
trattati.

(1) Purtroppo non ho potuto utilizzare che in minima parte 1f elegante
trattato del Reuchlin, che fra 1°altro e’ un modello di aggiornamento biblio-
grafico e una miniera di notizie, perche’ quando esso e’ uscito avevo in gran
parte concluso questa prima stesura. Conto di servirmene per 1°* edizione defi-
nitiva
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LE ORIGINI DEL METODO

Capitolo I

1. La crisi della Psicometria all’ inizio del secolo

I procedimenti di analisi fattoriale, che attualmente costituisco-
no un capitolo essenziale della metodologia quantitativa delle scienze
sociali e vanno acquistando il carattere di metodo scientifico genera-
le, non limitato alle sole scienze sociali, sono nati come corollario
alla teoria dei tests mentali e devono la loro origine alla situazione
di crisi, determinatasi dopo 1’ invenzione dei tests.

L* invenzione di strumenti obbiettivi per la misura delle funzioni
mentali (1) e delle prestazioni professionali e scolastiche aveva su-
scitato entusiasmo e speranze ambiziose nei giovani psicologi. Il nume-
0 dei tests era cresciuto a dismisura, poiche’ data la rudimentale me-
todologia, bastava un’ idea originale a giustificare un nuovo test e un

po’ di iniziativa a realizzarlo e diffonderlo. Ma questa stessa ricchez-

za di strumenti contribui’ a mettere in evidenza una serie di difficol-
ta’ insite nel loro uso.

In primo luogo, 1’ aumentare del numero dei tests mentre da un la-
to corrispondeva ad una creazione di strumenti destinati a misurare con
finezza discriminativa sempre crescente, le diverse funzioni psichiche
e le varie capacita’ acquisite dei singoli individui, & altra parte si
concretava anche in una sovrabbondanza di strumenti diversi, destinati
alla misura di una stessa funzione o capacita’. Vi erano allora, come
vi sono attualmente, numerosi tests deputati a misurare 1’ intelligenza,
numerosi tests di memoria, numerosi tests di attenzione, diversissimi
nel contenuto, ma uguali nell’ "etichetta”. Erano tutti equivalenti, e-
ra cioe’ indifferente usare 1’uno o 1’ altro, o si dovevano distinguere
tests piw o meno “buoni”? In quest’ ultimo caso quale era il eriterio

per decidere se un . test era migliore di un altro? E in che senso i tests

(1) In questo.caso la parola "funzione” e’ usata nel suo significato bio-
logico.
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erano strumenti piw’ o meno buoni? In quanto costituivano strumenti di
misura piw o meno inficiati da errori non sistematici, cioe’ soggia-
centi all’ influenza di condizioni casuali, o perche’ misuravano qualche
cosa ¢’ altro anziche’ la funzione psichica che avrebbero dovuto misura-
re? :
Lo stesso problema si ripresentava per altre vie. Diversi tests
venivano presentati come misure differenziate di una stessa funziomne
fondamentale: “attenzione concentrata”, “attenzione diffusa”, "atten-
zione multipla”. Si trattava di misure della stessa funzione, agente in
condizioni diverse, o di funzioni diverse?

La questione piw importante che si.imponeva dai piw’ diversi pun-
ti di vista era quella della legittimita’ di attribuire le misure otte-
nute mediante il test, a una determinata funzione psichica: in base a
che cosa poteva affermare 1’ inventore di un test, che si trattava di
un test di intelligenza? L.a domanda ne presupponeva un’altra, sostan-
ziale: che cos’e’ 1 intelligenza, 1’attenzione, la memoria? Le risposte
non mancavano, ma data la molteplicita’ delle teorie, se il singolo test defi-
niva la funzione in base a una determinata teoria ed era costruito in base ad
essa, un altro test poteva essere costruito in base a uw’ altra teoria: cio
prtava ad uy insoddisfacente relativita’ delle misure e dei loro significati.

. Non si trattava soltanto di questioni di natura teoretica che ren-
devano incerto il significato delle misure. Se si guardava soltanto ai
risultati ottenuti applicando i tests ci si trovava di fronte allo stes-
so problema. Uno stesso individuo dava risultati diversi in due diver-
si tests portanti la stessa etichetta: a che cosa si doveva attribuire
cio’ 2 Alla diversita’ essenziale dei tests o alle diverse condizioni in
cui si trovava il soggetto quando era stato sottoposto all’uno o all’ al-
tro test?

Lo strumento obbiettivo che era apparso la grande congquista della
psicologia alla fine del secolo, rivelava un grandissimo difetto, appa-
rentemente ineliminabile: misurava obbiettivamente qualche cosa che non
si poteva obbiettivamente definire. 2

2 Il controllo obbiettivo; la correlazione come misura dell’ affinita’

Esisteva lo strumento adatto per una determinazione quantitativa
dell’ inquietante fenomeno: il calcolo delle correlazioni, applicato dal
suo stesso inventore, Francis Galton, allo studio dei fenomeni psichi-
ci. In termini di correlazione il problema si poteva porre, grosso modo,
nei seguenti termini. Se due diversi strumenti misurano la stessa varia-
bile (1) possono bensi’ dare risultati diversi per lo stesso individuo,
in seguito alla diversita’ delle scale di misura usate per ogni singolo

(1) Ogni funzione rappresenta una variabile, in quanto assume valori di-
versi per i diversi individui.
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strumento (1), ma la correlazione fra le due serie di misure dev’ esse-
re perfetta (r = 1,00) entro i limiti dell’ errore casuale. D’ altra par-
te.le applicazioni dei tests offrono la possibilita’ di controllare an-
che 1’ ipotesi inversa: le misure relative a due variabili (2) sembre-
rebbero dover.risultare prive di correlazione (r = 0,00), sempre entro
i limiti dell’ errore casuale, ove si tratti di variabili diverse e in-
dipendenti.

I risultati del calcolo delle correlazioni, pur nella loro diver-
sita’ rappresentano una sostanziale confutazione delle due predette ipo-
tesi. La correlazione fra due tests deputati a misurare la stessa fun-
zione psichica risulta non solo inferiore all unita’, ma nettamente al.
di sotto del limite determinato dall’ incostanza dei. tests impiegati (3),
cioe’, al di sotto del limite dell’ errore casuale. D' altra parte le cor-
relazioni fra tests destinati a misurare funzioni mentali diverse risul-
Pano di regola positive e significativamente diverse da zero.

In altre parole, quelle che dovevano éssere misure di una stessa
funzione mentale risultavano troppo diverse per essere misure di una
stessa variabile, mentre quelle che dovevano essere mistire -di funzioni
mentali diverse, risultavano troppo simili tra loro. pi’comseguenza le
correlazioni fra misure di diverse funzioni mentali risultavano essere
di un ordine di grandezza se non analogo, almeno non molto diverso da
quello delle correlazioni tra le misure di una stessa funzione psichi-
ca.

Il calcolo delle correlazioni confermava dunque in pieno la per-

plessita’ sorta a proposito della validita’ e del sigrnificato delle mi-
sure delle funzioni mentali. Solo una trasformazione radicale della con-
cezione delle funzioni psichiche poteva far uscire la psicometria dal-
I impasse in cui si trovava. Non si trattava soltanto di sostituire u-
na nuova teoria ad altre non accettabili, ma la nuova teoria per esse-
re soddisfacente doveva avere carattere quantitativo e fondarsi proprio
sul calcolo delle correlazioni, spiegando 1’ aspetto apparentemente an-
tinomico dei risultati che avevano provato 1’ inaccettabilita’ delle po-
sizioni precedenti.

3 La soluzione di Spearman

La soluzione non giunse dai Laboratori di Psicologia ne’ dagli stu-
diosi accademici. Uno studioso inglese che, strano a dirsi, proveniva
dalla carriera militare, invio’ all’ American Journal of Psychology un
articolo intitolato “General Intelligence, objectively determined and

(1) I punteggi grezzi di due tests possono differire per es. per il di-
verso numero di problemi contenuti in ogni test.

(2) Per es.: intelligenza e memoria, intelligenza e attenzione. :

(3) Una correlazione fra due tests non puo’ superare una certa grandezz
(s/rnr”) che dipende dalla fedelta’ (o costanza) di ogni singolo test (vedi
cap. II, § g).
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measured”, che offriva una soluzione al problema posto dai risultati
del calcolo delle correlazioni fra le misure delle funzioni psichiche.
Pibblicato nel 1904, 1’ articolo procuro’ immediatamente all’ autore una
posizione eminente fra gli studiosi di psicologia.

Charles Spearman, che da qualche anno aveva abbandonato definiti-
vamente -la carriera militare, si era stabilito a Lipsia per dedicarsi
allo studio della psicologia con Wundt. Ma pochi anni dopo 1’ Universi-
ta’ di Londra gli offerse un insegnamento ed un laboratorio, dove pote’
svolgere le ricerche necessarie a dare un fondamento empirico alla sua
teoria.

La teoria di Spearman e’ una teoria matematico-statistica e sara’
esposta nei capitoli seguenti. E utile tuttavia far precedere una pre-
sentazione sommaria dell’ originalissima concezione delle funzioni men-
tali di Spearman alla trattazione sistematica della teoria.

‘. Le teoria di-Spearman costituisce una soluzione della difficolta’ ,
apparentemente insuperabile, rappresentata dal risultato del calcolo
delle correlazioni tra i tests: che tutti i1 tests deputati a misurare
funzioni mentali o abilita’, sia quelli destinati a misurare la stessa
funzione, sia quelli destinati a misurare funzioni diverse, sono psi-
tivamente correlati fra loro. Spearman risolve la difficolta’ interpre-
tando tale risultato come dovuto al fatto che tutti i tests funzionali
e attitudinali, qualunque sia la loro "etichetta”, rappresentano misure
piw’ o meno impure di una stessa funzione.

Secondo la teoria di Spearman ogni prestazione dipende dalla coo-
perazione di due funzioni o fattori mentali indipendenti: un fattore
generale (G), che agisce in tutte le prestazioni, ed un fattore speci-
fico (S), diverso per ogni prestazione. Il test mentale rappresenta un
comportamento particolare, una prestazione di cui si ottiene una misu-
ra, diversa da soggetto a soggetto: il livello della prestazione dipen-
de a sua wlta dal livello di due fattori, G ed S, che sono presenti
ciascuno in misura diversa net singoli individui e concorrono in misu-
ra diversa in ogni diversa prestazione. Essendo indipendenti, i due fat-

/| tori sono ovviamente privi di correlazione fra loro.

Consideriamo un esempio. Un test <+t consistente in una serie di
problemi espressi mediante disegni;. il.compito consiste nello scoprire
dei rapporti di anmalogia fra figure. Con 1 procedimenti che saranno il-
lustrati nel capitolo. successivo, sia stata calcolata la formula fatto-
riale Z; = 0,90 G + 0,44 S, per cui il test t risulta fortemente .satu-
ro del fattore (G e poco saturo di un particolare fattore S;, cioe’ il
successo nel test dipende soprattutto dal fattore G, e relativamente po-
co dal fattore S;.. .

Vediamo anzitutto che cosa puo’ significare 1°incidenza di G e di
S per questo test. Nella prestazione che si richiede al soggetto vi e’
anzitutto il problema - la ricerca dell’ analogia - che puo’ essere pre-
sentato anche in forma diversa da quella assunta in questo particolare
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test. Un test che richieda la ricerca di rapporti di analogia puo es-
sere costruito con una serie di disegni diversa da quella utilizzata:

si puo’ costruire tutta una serie di tests che pongono ai soggetti lo
stesso compito utilizzando un diverso materiale.

Ma la variazione del "materiale” del test puo’ andare molto al di
la’: si possono costruire tests di analogie che presentano il problema
anziche’ in forma “pittorica”, in forma verbale, o numerica. In tutte
queste variazioni del test il problema che si pone ai soggetti rimane
sostanzialmente lo stesso, ed e quindi comprensibile che I’abilita’

di risolvere problemi di questo genere rairesenti qualche cosa di piw
generale, una caratteristica o attitudine che si mette a frutto in una
varieta’ di situazioni. Ma non ¢’e’ ragione di ritemere che tale atti-
tudine consista soltanto in una limitata abilita’ a cogliere le analo-
gie: 1’'abilita’ di comprendere i rapporti tra analogie puo’ essere il
sintomo di un’abilita’ molto piu’ generale.

D’ altra parte il diverso risultato ottenuto da diversi soggetti
nel test di analogie rappresentate con disegni non dipende soltanto dal-
la diversa capacita’ di comprendere i rapporti tra analogie, ma anche
dalla capacita’ di cogliere il problema nella particolare forma in cui
¢ presentato. Lo stesso problema e’ risolto piw facilmente da un sog-
getto in termini verbali, da un altro se illustrato con disegni. Ma an-
che caratteristiche piw particolari, come il tipo del disegno, schema-
tico o no, le particolari classi di oggetti astratti o concreti, su cui
vertono le analogie, il particolare tipo di conoscenze che essi impli-
cano influiscono nel senso di rendere piw’ o meno accessibile quel test
2 particolari soggetti.

Il test presenta dunque due aspetti nettamente diversi: sotto un
aspetto e’ il rappresentante di una grandissima varieta’ di tests (esi-
stenti o possibili); per I’altro aspetto invece rappresenta una situa-
zione unica per la sua fattispecie particolare. Tutti e due gli aspet-
ti concorrono a determinare il rendimento di un soggetto, in guanto
mettendo in gioco attitudini diverse e indipendenti, posSsono indipenden-
temente favorirlo o danneggiarlo.

Ma si tratta di due attitudini profondamente diverse. I’ una e u-
n’ attitudine che si rivelera’ utile in moltissime situazioni, e il
test e solo un’ occasione per metterla in evidenza; 1’altra e un’ atti-
tudine particolarissima, tanto particolare, che e’ utile soltanto a su-
perare quel determinato test: il che equivale a riconoscerne 1’ inutili-
ta’. si tratta, in realta’, di qualche cosa che a nessuno puo® interes-
sare di misurare mediante un test, cioe’ di un disturbo, ma di un di-
sturbo ineliminabile. Senza questo disturbo il test ci darebbe una mi-
sura pura dell attitudine generale, che sarebbe di grande utilita’ .

I1 risultato conseguito da un soggetto nel test dipendera’ dalla
misura in cui egli dispone dei due fattori. La misura nella quale in
questo ipotetico test i due fattori contribuiscono al successo e’ di-
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versa in quanto, come e’ stato detto, G: S=0,9 : 0,42; cioe’ per
questo test il fattore G conta circa il doppio del fattore S.

Di due soggetti la cui struttura mentale sia caratterizzata, per
1’ uno da un fattore G molto elevato e da un fattore S medio, per 1’al-
tro da un fattore G medio e da un fattore S molto elevato, il primo.
raggiungera’ un risultato superiore nel test qui comsiderato. Con.cio’.
pero’ non si intende affermare che un soggetito che ha un fattore G piw
elevato di un altro soggetto debba percio’ riuscire meglio nel test.

Un fattore S molto piw’ elevato puo’ ipercompensare un fattore G rela-
tivamente basso e determinare un risultato migliore.

conoscendo la misura in cui un soggetto dispome dei due fattori, -
si potrebbe prevedere esattamente (nei limiti dell’ incidenza.dei fatto-
ri casuali) il risultato.del soggetto nel test; ma in realta’ quello .
che si conosce (o si puo’ conoscere, sottopomendo il soggetto al.test)
e il risultato del soggetio nel test. Da questo solo dato. non-e’ pos-
sibile ricavare la misura dei fattori del soggetto, poiche’ , come abbia-
mo veduto, lo stesso risultato nel test si puo’ ottenere partendo da 1li-
velli fattoriali diversi (1). '

Se abbandoniamo il test di anmalogie 1. di cul c¢ci siamo finora.oc-
cupati, per prendere in considerazione un altro test, 2. ci si puo® pre-
sentare un guadro completamente diverso. Analizzando il test col pro-
cedimento di Spearman otterremo, anche in questo caso, la composizione
fattoriale del test in due fattori G, .ed S,. Il fattore G e’ sempre lo
stesso, mentre il fattore specifico e’ diverso per ogni test. Ed e’ di-
versa. la formula propria di ogni test.

Sia, ad esempio, il test 2 un ftest di attltudme musicale. In que-
sto caso particolare la formula fattoriale sara’ opposta a quella del
test di analogie: la “saturazione” del test nel fattore G e’ minima men-
tre e’ massima la "saturazione” in un particolare fattore S. In altre

(1) Si tratta di un’ equazione a due incognite z = 0,90 G+ 0,44’S; in
eni Z3 e’ un termine noto e le fdue incognite sono G ed S;. Per qualsiasi valo-
re atcribuito ad una delle due incognite si puo’ calcolare il valore che deve
assumere l1® altro affinche’ 1’equazione sia valida. Cio® significa che qualumn-
@e sia il livello del fattore (f di un soggetto (per guanto grande o per quan-
to piccolo sia) il risultato pel test puo’ rimanere lo stesso, purche’ il 1i-
vello della (¢ sia compensato da un gdeguato livello della S.

Per questa indeterminaziong dell? equazione di speclflcuZlone fattoriale
12 determinazione del livello fattoriale di un soggetto costituisce un proble-
m a se’ (v. Cap. 3). Come, 11- letfore -puo’ facilmente osservare, basterebbe
ma seconda equazione con le due stesse incognite per otitenere la misura dei
dne fattori. Puo’® sembrare a tutta prima sufficiente sottoporre il soggetto ad
m altro test, 2, ottenendo cosi’ la stessa equazione per z,. Ma va tenuto
presente che mentre il fattore ( e’ lo stesso, il fattore specifico del test 2,
'S, €' diverso dal fattore specifico del test 1, 'S;. Si ottengono guindi due
equazioni con tre imcognite, G,’'S;, 'S, e quindi ci si trova nuovamente di
fronte a un sistema mdetermnato.

E* forse utile far presente che non servirebbe a nulla oftenere una se-
conda equazione sottoponendo un secondo soggetto al test, poiche’ essendo
ignote le misure di.ogni soggetto nei due fattori, le incognite diventiano
uattro. cioe’ Gy ed'S1A per il soggetto 4, Gg ed'S g per-il soggetio B.
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parole il fattore G dei soggetti contribuisce in misura minima al suc-
cesso yel test, mentre e’- essenziale a questo effetto il livello di un
particolare fattore specifico. -

Abbiamo preso in considerazione due casi che possono rappresenta-
re gli estremi della serie delle composizioni fattoriali dei tests..

La conoscenza della composizione fattoriale di un largo campione
di tests consente di formulare ipotesi interpretative sulla natura dei
fattori. va notato infatti che un carattere essenziale del metodo fat-
toriale consiste nell’ inversione dell’ ordine:tradizionale delle opera-
zioni nello studio di una funzione mentale. I1 procedimento tradiziona-
le partiva dalla definizione di una funzione mentale, poi costruiva lo
strumento per misurarla; il procedimento fattoriale mrte dalle misura-
zioni empiriche con tests di cui non si sa che cosa in realtsa’ misuri-
no,-procede-ﬁgindi al calcolo della compsizione fattoriale del test,
cioe’ della misura in cui il successo nel test dipende. da fattori di
significato ignoto, e infine, in base adle misure dell’ incidenza del.
singolo fattore nei diversi tests, procede all’ interpretazione, cioe’ -
.all’ identificazione e definizione dei fattori.

Nella teoria fattoriale di Spearman il problema interpretativo ri-
guarda un unico fattore, il fattore G, perche’ i fattori .S, con la lo--
ro estrema specificita’ si identificano con 1’ aspetto specifico del
singolo test e mancano in genere di interesse. s

La natura del fattore G e’ definita dalla natura .delle prestazio-
ni in cui tale fattore interviene e dalla misura in cui interviene. Va
notato anzitutto che, secondo le ricerche di Spearman e della sua scuo-
la, si tratta di un fattore generale in senso molto ampio, che inter-
viene in ogni prestazione umana. Esso interviene in misura preponderan-
te nelle prestazioni caratterizzate da operazipni logiche, mentre in-
terviene. in misura minima nelle prestazioni di natura strettamente sen-
soriale (capacita’ di discriminazione tattile, visiva, acustica). pel-
le materie scolastiche, la matematica e le lingue classiche richiedono
dagli allievi un alto livello in fattore G, mentre 1’ utilita’ del @ e’
molto limitata nell” apprendimento del disegno e ancor piw’ nell’ appren-
dimento della musica. : :

Bastano questi pochi dati a suggerire un’ interpretazione. qual e
quella funzione mentale di cui.ci si giova sempre, sia che si tratti di
risolvere un problema di matematica, o di tradurre un brano da uma lin-
gua poco nota, o di scaricare una cassa pesante p di aprire una porta
inceppata,. ma che giova molto di piw’ nei primi. due casi che negli ulti-
mi due, e che giova ben paoco quando si tratta di confrontare due impres-
sioni di peso, o di accordare, il violino? lLa risposta ovvia e’ "1’ intel-
ligenza”. Spearman non si accontento’ di questa s6luzione che fa. appel-
lo al senso comune e preferi’ la definizione di "energia mentale”.

Ad ogni modo, anche accettando 1’ analogia con .la nozione comune di
intelligenza, I’ assimilazione di tale nozione al fattore generale deli-
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mita e precisa il significato della nozione di intelligenza: del fat-
tore G si sa dove serve e quanto serve, come puo’ essere misurato o sti-
mto e con quanta precisione. ¥ una nozione scientifica che viene a
sostituirsi a quella del senso comune.



TEORIA DEI DUE FATTORIL

Capitolo II

1. Equazione di specificazione fattoriale

La teoria dei due fattori di Spearman e’ espressa sinteticamente
dall’ equazione di specificazione, cioe’ dall’ equazione che esprime il
risultato di un soggetto in un test in funzione dei due fattori, gene-
rale e specifico indipendenti, cioe’ privi di correlazione fra loro.

E’ stata gia’ presa in considerazione nel capitolo precedente I’ e-
quazione di specificazione di un ipotetico test di analogie

Zy = 0,9 G+G.4—4 Sj_

in cui z; e il risultato di un soggetto nel test 1 (in quanto abbiamo
contrassegnato con tale numero il test di analogie), G e il fattore
generale e S, il fattore specifico relativo al test 1. Si e' precisato
che i due coefficienti 0,9 e 0,44 stanno ad indicare, o meglio a misu-
rare 1’ importanza relativa, o il peso che i due fattori hanno nel par-
ticolare test che ci e’ servito di esempio. I due coefficienti sono di-
versi nei diversi tests, cioe’ costituiscono una caratteristica del sin-
golo test, in quanto esprimono la composizione fattoriale del test, la
misura cioe’ nella quale il risultato conseguito da un soggetto nel
test dipende dall’azione dell’ uno e dell’ altro. fattore. Tali coeffi-
cienti prendono il nome di coefficienti di saturazione, per cui si di-
ce che un test ¢ molto o poco saturo di G (o di S a seconda della
grandezza dei coefficienti di saturazione.

I fattori G ed S rappresentano invece caratteristiche individuali.
I? identificazione per quanto grossolanamente approssimativa di G con
1’ intelligenza serve a chiarire guesto punto: ogni persona ha un suo
livelld intellettusle, generalmente diverso da quello di altre per-
sone.

In altre parole, applicando un altro test allo stesso individuo,
cambiano, nell’equazione di specificazione, i coefficienti, ma non 1le
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misure dei fattori che sono costanti, per lo stesso individuo, entro i
limiti dell® errore di misura (1). Sottoponendo invece due diversil in-
dividui allo stesso test, rimangono uguali i coefficienti e cambiano
invece le misure dei fattori.

Restano ancora.da precisare le unita’ di misura usate.per le va-
rigbili, cioe’ per i fattori G ed 'S. B ovvio che le unita’ di misura
in cui sono espressi i fattori dipendono dalle unita’ di misura usate
per esprimere il risultato del soggetto nel test. Il sistema di misure
usato per esprimere tali risultati e' necessariamente quello degli scar-
ti ridotti o unita’ standard e di.conseguenza anche i fattori risulta-
no espressi in unita’ standard (2).

L’ equazione di specificazione assume dunque la forma seguente:

Zpe = atGp + ”’:Stp per er,._ = 0 I".‘
in cui LA _
zp¢ = risultato in unita’ standard (z) della persona p nel test t
ar = coefficiente di saturazione del test t nel fattore G
Go misura, in unita’ standard, del fattore G della persona p
coefficiente di saturazione del test ¢ nel fattore specifi-
co del test t, S;

Stp = misura, in unita’ standard, del fattore specifico del test
t, S, della persona p

coefficiente di correlazione fra il fattore generale G e il

fattore specifico S;.

n

=
"
[}

I‘Gst =

L’ equazione di specificazione fattoriale di Spearman esprime dun-
que il risultato di un soggetto in un test mediante una somma di due
fattori indipendenti, uno dei quali e’ presente in ogni test, mentre
1’ altro e specifico del singolo test (3).

(1) Questo vale soltanto se i fattori che saturano i due tests sono gli
stessi. In realta’ solo il fattore (G e presente nei due tests mentre i fatto-
ri specifici sono diversi.

(2) Ricordiamo che le unita’ standard, espresse dal simbolo z sono scarti
dalla media misurati in unita’ di deviazione standard (o), secondo la formula

Xpt 5 Mt

ot

(3) Il significato dell’ equazione di specificazione fattoriale, che e
fondamentale per la comprensione dell’ analisi fattoriale, puo” essere chiarito
in base alle seguenti considerazioni. Il risultato che unsoggetto consegue in
*n test dipende dall® attitudine del soggetto stesso e dalle caratteristiche
del test. Infatti, due diversi soggetti ottengono in genere risultati diversi
in uno stesso test, ed uno stesso soggetto ottiene risultati diversi in diver-
sl tests.

si noti che 1’ equazione di specificazione fattoriale potrebbe essere con-
siderata espressione del risultato unificato di due tests, uno dei quali misu-
ra i1 fattore generale e uno un fattore specifico. G ed’'S sarebbero allora i
risultati conseguiti dal soggetto nei due tests. Prima di venir addizionati, i
due risultati vengono moltiplicati ciascuno per un coefficiente ponderale, che
indica 1’ importanza che ognuno dei due risultati avra’ nel determinare il ri-

zZ =
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Con cio’ si vienme a sostituire ad un sistema di misure (i tests)
correlate tra loro, in quanto contenevano tutte lo stesso fattore, un
cioe’ indipendenti.

Va sottolineato infatti che nella soluzione fattoriale di Spear-
mn i fattori sono, per definiziome, tutti privi di correlazione fra
loro. In altre parole, non solo non vi e’ correlazione fra fattore ge-
nerale e specifico (rgg, = 0), ma anche i fattori specifici dei diver-

si tests sono privi di correlazione fra loro (rsxsy =.0).

2. L’ annullamento delle differenze tetradiche

I1 dato obbiettivo da cui Spearman e’ partito e che gli ha per-
messo di giungere all’ equazione di specificazione fattoriale e* la cor-
relazione positiva riscontrata generalmente fra i tests. Ma, oltre. ad
essere positivi, tali coefficienti di correlazione presentavano un’al-
tra importante caratteristica, osservata da Spearman e diventata il
fondamento della sua teoria. .

Per mettere in evidenza tale caratteristica conviene ordinare 1
coefficienti di correlazione nella forma indicata qui sotte, alla qua-
le in matematica si da’ il nome di matrice.

Una matrice ¢ un rettangolo di numeri costituito da m righe ed n
colonne. Ogni numero, o elemento della matrice viene identificato me-
diante il numero-della riga e il numero della colonna,,h secondo lo sche-
ma seguente: '

@y,1 @1,2 @1,3 @1,4.++: @4n
A . P "

G2,1 %,2 9,3 G2, 4 +:++ Gon
== ! ! =2l
A= ! 1 ! ! l

I Tl ! 1

-

Tay Ono Ong’ -Uny

Tabella 1.
L)t
Poiche’ i coefficienti di correlazione portano i due indiei rela-
tivi ai due tests ai quali si riferisce la correlazione, riesce molto
semplice e comodo ordinarli in una matrice. Cosi’, ad esempio, le cor-
relazioni fra i tests 1, 2, 3, 4, 5 costituiscono la seguente matrice
R:

sultato complessivo. Naturalmente 1’ analogia finisce qui, perche’ nell’ equa-
zione di specificazione fattoriale e noto il “risultato complessivo” e sono
ignoti i "risultati parziali”.
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1 2 3 4 5
'1' : ri:? r1,3 r1:4- rl;s
2 F2,1 . rs,s T2,a T2,5
R=3 s 3 g o rs s, s
4 Ta 1 Ta, o2 Ta,s ra,s
5 .

r's.a  Ts.2 Tg 8 1784

»

Tabella 2.

La matrice delle correlazioni presenta una serie di particolarita’:

a) e quadrata, cioe’ ha lo stesso numero di righe e di colon-
ne;

b) manca degli elementi che costituiscono la diagonale che va
da sinistra in alto a destra in basso (diagonale principale
della matrice);

c) ¢ simmetrica rispetto alla diagonale principale (cioe’
oy = F1g, Tao = Tag, €CC.).

Quest’ ultima caratteristica deriva dal fatto che il coefficiente
di correlazione fra il test 1 e il test 3 e identico al coefficiente
di correlazione fra il test 3 e il test 1 (1), per cui ogni coefficien-
te di correlazione ¢ ripetuto due volte nella matrice (2).

Quanto ai vuoti lungo la diagonale principale, si trovano in cor-
rispondenza agli elementi che portano ripetuto lo stesso indice.

Che significato puo’ avere una correlazione di un test con se stes-
SO, Der eS. rys, Tsp T'gs? Da un punto di vista teorico, trattandosi
di correlazione di due serie di valori identici a due a due, l’autocor-
relazione dovrebbe essere perfetta, e quindi si dovrebbe avere ri; =
= [pp = Fgg = ... = L.

Ma si possono dare anche altre interpretazioni di r.., che saran-
no esposte in seguito. Comungue, i dati su cui si fonda il procedimen-
to dell’ analisi fattoriale;sono i coefficienti di correlazione fra i
tests, che costituiscono la matrice delle correlazioni priva degli ele-
menti della diagonale.

Nell’ esaminare le matrici di correlazioné fra tests, Spearman si
accorse che presentavano costantemente una caratteristica che consente
di operare I’ analisi dei risultati dei tests in due fattori.

consideriamo la matrice seguente 'che presenta appunto questa par-
ticolarita’ : b asd

(1) come e noto, si tratta di una proprieta’ che vale soltanto per la
correlazione lineare: per la correlazione curvilinea.nxy F Ty x- : :

(2) Infatti, tra 5 tests vi sono 10 coefficienti di correlazione (in quan-
to sono 10 le combinazioni di 5 elementi a 2 a 2), mentre la matrice ne con-
tiene 20.
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1 2 3 4 5 6 7
1 0,56 0,48 0,40 0,32 0,24 0,16
2 0, 56 0,42, 035, 0,28, 0,028,014
3 0,48 0,42 0,30 0,24 10,18 0,12
4 0,40 0,35 0,30 0,20 0,15 0,10
5 0,32 0,28 0,24 0, 0,12 0,08
6 0,24 0,2t 0.18 0,15 0,12 : 0,06
7 0,16. 0,14 0,12 0,10° 0.08 0,06

Tabella 3.

Prendendo in esame due colonne qualsiasi, si nota che i numeri del-
I’ una sono proporzionali ai numeri dell’ altra. Infatti, nelle due pri-
me colonne, trascurando il primo numero della prima colonna, al quale
corrisponde, nella seconda colonna, il wvuoto dells diagonale osservia-
mo che 0,48 : 0,42 =0,40 : 0,35 =0,32 : 0,28, ecc. E cosi’ nella 3a
e 5a colonna 0,48 ': 0,32 = 0,42 : 0,28, ecc.

Questo carattere della matrice di correlazioni si puo’ esprimere
riferendosi a quelle che Spearman chiama tetradi (cioe’ quartetti di
numeri disposti ai punti di incontro fra due righe e due colonne della
matrice). Se prendiamo una tetrade qualsiasi della nestra matrice di
correlazioni; per es. gli elementi

B e © 0,48 0,32

A Lk cloe’

'og - Tos , 0,42 0,22
possiamo. esprimere: il rapporto di proporzionalita’ gia’ constatato
0,48 : 0,32 =0,42.: D, 28, moltiplicando.tra loro in diagomale i termi-
ni della tetrade 0,48 x 0,28 e 0,42 x 0, 32 (il che equivale a fare il
prodotto dei termini esterni e dei termini interni della proporzione)
e constatando che la differenza dei due prodotti e uguale a zero

Eig " Top =i icg o Tax =)

0,48 x 0,28 - 0,42 X 0, 32

I’ annullarsi delle differenze tetradiche (1) (e’ la terminologia
di Spearman) e’ la proprieta’ osservata da Spearman nelle matrici del-
le correlazioni tra i tests, ed ¢ {la condizione nécessaria affinche’ i
risultati dei relativi tests possano essere espressi come una somma di
due fattori, uno generale, presente in tutti i tests, ed uno specifico,
diverso per ogni test. :

(1) In matematica il fenomeno dell’ annullamento delle differenze tetradi-
che si esprime dicendo che i minori di ordine 2 si. annullano.
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¥ * *»

A questo punto vien fatto di chiedersi come mai, se questa e la
condizione dell’ analizzabilita’ dei tests in G ed S, essendo relativa-
mente semplice la verifica di tale condizione, si parli di una teoria
dei due fattori, alla quale si contrappongono altre teorie.fattoriali,
e non di ung legge dei due fattori.

Sta il fatto che mentre nella matrice che abbiamo esaminato - e
che e’ una matrice con dati fittizi, costruita appositamente & scopo di-
mostrativo - le tetradi si annullano effettivamente, nelle matrici di
correlazione. calcolate su dati sperimentali si riscontra soltanto una
tendenza all’annullamento delle tetradi.

11 fatto che non si riscontri un effettivo annullarsi delle tetra-
di e’ pienamente giustificato dal cosiddetto errore di campionatura.

Si tratta di un fenomeno che e’ generalmente noto, o almeno imme-
diatamente comprensibile anche a chi non abbia dimestichezza con la
statistica se, anziche’ al coefficiente di correlazione, ci si riferi-
sce alla media aritmetica.

consideriamo una “popolazione” corrispondente ad una determinata
definizione (per es.: "gli italiani di sesso maschile al di sopra dei
91 anni” o “gli operai qualificati del Veneto”) e, dopo aver compiuto
i necessari rilievi su tutti i membri della popolazione relativamente
a un determinato carattere (per es. la statura) ne calcoliamo la media
aritmetica. Cio implica un’ enorme massa di lavoro, che assai di rado
riesce possibile compiere. In mancanza di cio’ si ricorre ad una stima
di quel valore medio, compiendo i rilievi su un limitato campione di in-
dividui.

E' chiaro che la media del campione non sara’, se non per un caso
eccezionalissimo, uguale alla media della popolazione: nel campione puo’
esserci, . per caso, una proporzione di individui di statura superiore
ai m 1,70, maggiore o minore di quella che e’ compresa.nella popolazio-
pe. La statistica insegna percio’ a calcolare 1’entita’ probabile del-
¥ errore in cui si incorre servendosi della media di un campione come
stima della media della popolazione.

Ma altrettanto vale per qualsigsi indice statistico e quindi an-
che per il coefficiente di correlazione. Anche un coefficiente di cor-
relazione puo’ essere calcolato in base ai rilievi compiuti su tutta
wma popolazione o invece stimato sulla base dei dati di un campione. E

anche per l-indice di correlazione si puod calcolare 1’errore probabi-
le della stima.

Se e difficile disporre dei dati di unw’ intera popolazione relati-
vamente ai rilievi antropometrici, cio’ riesce praticamente impossibi-
le nei riguardi dei dati psicometrici, fanto piw’ complicati e diffici-
1i da rilevare.. Infatti tutte le rilevazioni psicologiche sono state
effettuate su campioni.
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Ritornando alle differenze tetradiche, e’ chiaro che una legge si
verifica esattamente soltanto sui valori di popolazione e non sulle
statistiche di campione, soggette ad oscillazioni dipendenti dalla ca-
suale composizione del campione. _

E' quindi ragionevole attendersi che se sussiste una legge del- ;
I annullamento delle tetradi, valida per la popolazione, tale legge ri- |
sulti valida solo approssimativamente per i campioni e che quindi nei 1
dati sperimentali sia rilevabile soltanto un approssimativo annul lamen- (1}
to o, in altre parole, una tendenza all’annullamento delle tetradi. l

Cio posto, ci si trova di fronte alla necessita’ di disporre di
un criterio per stabilire quando una differenza tetradica non nulla nel
campione possa essere considerata compatibile con I’ ipotesi della nul-
lita’ della differenza tetradica nella popolazione. Spearman si dedico’
fin da principio alla ricerca di un criterio di nullita’ delle diffe-
renze tetradiche giungendo infine alla formula dell’ errore tipo delle
di fferenze tetradiche.

Ma non € questa la sola difficolta’ incontrata da Spearman. Sta
il fatto che non tutte le matrici di correlazione fra tests presentano
tutte le differenze tetradiche approssimativamente nulle.

Una constatazione di questo genere non e per se stessa in contrad-
dizione con la teoria dei due fattori. Secondo la teoria infatti i tests
sono in correlazione in quanto ognuno ripete, in parte, la stessa misu-
ra fornita dall’ altro, cioe’ la misura del fattore G dei soggetti. Ma
se due tests sono meolto simili fra loro, ripetono non solo la misura
del fattore G ma anche guella del fattore .S, in quanto i loro fattori
specifici, anziche’ essere 1’uno diverso dall’altro, sono,.in parte, u-
guali. In altre parole in questi casi la correlazione non ¢ prodotta
soltanto dalla G, come per gli altri tests, ma anche dai due fattori
specifici. Cio® porta ad un aumento del coefficiente di correlazione
fra i due tests, rispetto ai coefficienti di correlazione dell’ uno o del-
I’altro test con altri tests, e di conseguenza quando della tetrade en-
trano a far parte due tests molto simili, la differenza tetradica non
si annulla (1).

In queste particolari situazioni, per poter effettuare I analisi
fattoriale, Spearman ricorre al rimedio di eliminare uno dei due tests
“indebitamente simili”, dalla batteria. dei tests, eliminando quindi i
coefficienti di correlazione relativi a tale test, dalla matrice delle
correlazioni: procedimento che e’ giustificato, sempreche’ il criterio
della somiglianza sia applicabile obbiettivamente.

Va notato infine che neppure il verificarsi costante del criterio
delle differenze tetradiche costituirebbe uma prova della teoria dei
due fattori, ma soltanto della sua plausibilita’. Il criterio dell’ an-

(1) E non rientra neppure tra quelle tetradi.che si annullano approssima-
tivamente, cioe' danno delle differenze che stanno entro i limiti dell’ errore
di campionatura. :
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nullamento delle tetradi e infatti condizione necessaria, ma non sujf-
ficiente della teoria dei due fattori, ed esso quindi non esclude che
altre teorie costituiscano spiegazioni altrettanto valide dei fatti.

Rimane da dimostrare come la teoria dei due fattori o, cio’ che €
lo stesso, la relativa equazione di specificazione fattoriale, impli-
chi il criterio di annullamento delle tetradi. La dimostrazione sara’
data nel paragrafo seguente.

3. Implicazioni dell’ equazione di specificazione fattoriale

L’ equazione di specificazione fattoriale consente di esprimere in
termini fattoriali la varianza di un test, la correlazione di un test
col fattore G e la correlazione fra due tests.

a) Espressione fattoriale della varianza:

La varianza di un test, in unita’ standard, cioe’ la media aritme-
tica dei quadrati del risultati dei singoli soggetti, espressi in uni-
ta’ standard, e’ uguale a 1.
Infatti, il o e’ I’unita’ di misura e se 6 = 1, ¢° = 1.
Sostituendo a z2 1’ espressione fattoriale secondo la formula Zpt =
E = a¢Gp + uSep, Si ha

1 n
= 2
02 = — g (a:Gy + BSep)

Sviluppando il quadrato si ottiene:
1

02 = —
n p

) 2.
(a3Gp + 2 0tGpueStp + urSty)
suddividendo, per le proprieta’ associativa e distributiva del-
I*addizione, la sommatoria generale in tre sommatorie parziali, divise
per n, si ottiene:

n
2 2
2 0;GUeSep p§! UeStp

T

n
2 ~2

P a3 G,

p=1 p=1

O'g:: ; +
n n n

-

Estraendo a fattore comune le costanti (1),

(1) va tenuto presente che la sommatoria viene compiuta soltanto rispetto
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n n

o 2GS

; P < p~tp

2 p=1 =1 i

t R o e e S T
n n n

le tre frazioni contenute nella precedente equazione risultano essere

n n

2 2

p§1 % p§1 ‘%

espressioni note. Infatti — —— equivale a , in quanto i
n n

fattori, come i tests sono espressi in unita’ standard. Cosi’ pu-
n n o
20 S 22
t
p=1 e p=1 StP
re

i

; e 1I’uno e 1’ altra sono identiche alla
n n

2

th

, p=1 ' g - :

formula della varianza 02 = —————— . La prima esprime la varianza
n .

i + 2
del fattore G, 0, la seconda la varianza del fatiore S, Os,- Quanto al-

e

n

S: E ZGZ
. GpSte £ o e

Il pg e

P

la seconda frazione -

non e’ altro che la
3 n

formula del coefficiente di correlazione espressa in unita’ standard,
cioe’ il coefficiente di correlazione fra G ed S, cioe’ rgg.

Va notato infine che una delle caratteristiche della scala stan-
dard e’ che la varianza e’ 1; quindi ricordando che in analisi fatto-
riale tanto i tests che i fattori sono espressi in unita’ standard, pos-
slamo scrivere

2 2 2
03:0G=Gst=1-

Quanto alla correlazione fra (G ed S, ricordiamo che essa e nulla. Di
conseguenza rgg = 0.

Ritornando all’ espressione della varianza in termini fattoriali,
vediamo che essa si semplifica radicalmente, in quanto il secondo ter-
mine si annulla (essendo.le costanti. moltiplicate per zero) mentre nel

all' indice p; pertanto i simboli che non portano 1’indice p sonc delle costan-
ti che costituiscono i fattori comuni degli addendi. Cosi’

nE n‘f(}ﬁ = afo +'a€C§ + a%é + oeee *+ G%C,ﬁ -
p=1 ;

:a“;‘((f+£+cé+...+c§)=af
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primo ¢ nel terzo termine le costanti sono moltiplicate per 1 e tutta
I’ espressione ¢ uguale a 1. Si ha quindi
oz, = 1 = af + u}
cioe’ la somma dei quadrati delle saturazioni del test nei fattori ge-
nerale e specifico ¢’ uguale a uno. '
Si noti inoltre che conoscendo la saturazione di un test nel fat-

tore generale, si puo’ calcolare la sua saturazione nel fattore speci-
fico, in quanto :

2

L!=|/1'|‘.I.E

b) Correlazione di un test:col fattore G:
n

Zl thGP “

r =p=— (1) . X I |
tG - L) - . |

Sostituendo a z,, 1’ espressione fattoriale secondo I’ equazione di spe-
cificazione, si ha '

n : . o e
21 [(a:Gp + UpSgp) Gp] le {atGPz + ueGpSep)
PE =

it n 3 n

suddividendo la sommatoria generale in due sommatorie parziali, divise
ciascuna per n si ottiene ] '

WA=
(=]

o+
&%
L =

i ueGpStp

n n |
Bstraendo le costanti dalla sommatoria

S
2 G

" p=1 -

hpgi= Qe ———r— it Ug
n n

si constata, ancora una volta, che la prima frazione e’ la varianza di
G 02 = 1 e la seconda, la correlazione fra G ed S, rgg = 0; quindi

(1) Quando-i dati sono espressi in unit®’ standard, ls formula del coef-
Zxy : "D ozpzy

si riduce a ——

n 0,0y 7

conseguenza la correlazione di un test t col fattore G e’ espressa dalla for-

mula sopraindicata. . !

ficiente di correlazione di Pearson ryy = ©oai

CO
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Ftg = @y, cloe’ il coefficiente di saturazione di un test nel fattore
generale equivale al coefficiente di correlazione dello stesso test col
fattore generale.

Va notato infine che partendo dalla formula della correlazione di
m. test ¢t col suo fattore specifico St e procedendo allo stesso modo si
giunge all’ analoga conclusione

rtst = ut

cioe’ il coefficiente di saturazione di un test nel suo fattore speci-

fico equivale al coefficiente di correlazione dello stesso test col suo
fattore specifico.

¢) Correlazione fra due tests espressa in termini fattoriali:

n

Dz

= = e Correlazione di due tests, X e
n Y, in unita’ standard.

p=1

r

-

xy

Esprimendo i risultati dei tests in termini di fattori, si ottiene:

n

1
I‘I!. = T pEl [(G‘Gp + u:S;p) (a‘}'Gp + ujr-Syp)]

e procedendo come per le precedenti espressioni:

1 n : .
Tagpti e Ex (8rayG + asuyGSyp + UzayGpSyp + Uz8yS;ySyp)
P:

n n n
2
Z G Z GSyp 2GSy
p=1 p=1 p=1
Fyy = GxQy ——— 4 GgUy —————————— + U a : +
£y ? n / n 2 n
n
2 SzpSyp
P=1
+ U U ;
%y n

ma la prima frazione e* 0 = 1, le altre tre somo rgg , ree , r tut -
G Gsy: Tesyr Ts;s,

te uguali a zero.
Di conseguenza i tre ultimi termini si annullano e rimane soltan-
to il primo termine ridotto ai soli coefficienti, per cui Fyy = G;Qy.
Il coefficiente di correlazione fra due tests X ed Y equivale al

prodotto delle saturazioni dei due tests nel fattore generale
. I

d) Correlazioni e differenze tetradiche: dalla formula della
correlazione fra due tests espressa in termini fattoriali deriva um’ in-
teressante conseguenza:
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Tests i S S o 3 4 5 6ive 8 9

1 Fyzh ligs (447 T1e 8 iiie iy rig., Tie
2 Tog Teg | Toa ligzl

3

4

5 !h;;B 's9
6 res Tao
7

8_

Tabella 4.

Prendiamo in considerazione le due tetradi messe in evidenza nel-
la matrice di Tab. 4, e calcoliamo le relative differenze tetradiche,
cioe’ :

Toalgy — Tgalaz ed gglgg - Tealso

procedendo quindi a sostituire ai coefficienti di correlazione i pro-
dotti delle saturazioni in base alla formula ryy = ayay, si ottiene

Asl,09 Ay - O AyQ00y € GsdgUaly - Oglg Ugdg

cioe, tanto per 1’una quanto per l’altra tetrade i due termini della
differenza tetradica sono identici e quindi la differenza tetradica e’
nulla. =

si dimostra che cio® vale per qualsiasi tetrade in quanto:

1) Ogni riga (ed ogni colonna) della matrice dei coefficienti di
correlazione riguarda un particolare test, simboleggiato dal numero
(della riga o della colonna).

2) Ogni elemento della matrice e’ un coefficiente di correlazione
fra due tests, corrispondenti ai numeri della riga e della colonna a
cui appartiene 1’ elemento.

3) Ogni tetrade e’ costituita dagli elementi della matrice che si
trovano ai 4 punti di incontro di due righe con due colonne.

4) E evidente che i numeri delle due righe non possono essere u-
guali tra loro, e neppure i numeri delle due colonne; ma non & possi-
bile neppure scegliere una riga e una colonna con lo stesso numero, per-
che’ esse Si incrocerebbero su un termine della diagonale principale,
che ¢ vuota. Quindi ogni tetrade €’ costituita dai coefficienti di
wrrelazione che si trovano ai punti di incontro fra due colonne e due
righe, tutte e quattro di numero diverso.
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5) Dunque i quattro coefficienti di correlazione di una tetrade
riguardano non meno e non piw di quattro tests.

6) I due coefficienti di . correlazione che si trovano ai vertici
opposti di una tetrade, appartenendo ciascuno ad una riga e ad una co-
lonna diversa dall’ altra non possono riguardare gli stessi tests, e
quindi, implicando ciascuno dei tests diversi tra loro e diversi da
quelli dell” altro coefficiente, implicano tutti e quattro i tests del-
la tetrade.

7) Una differenza tetradica e’ una differenza fra prodotti di coef-
ficienti di correlazione che si trovano ai vertici opposti di una tetra-
de, e quindi, riguardando la tetrade quattro tests, i due termini del-
la differenza tetradica implicano ciascuno gli stessi quattro tests.

8) L’ equazione della correlazione rgy = @xay consente di esprime-
re un coefficiente di correlazione fra due tests con il prodotto dei
due coefficienti di saturazione nel fattore G.

9) I due termini della differenza tetradica risultano dunque iden-
tici (in quanto prodotti di elementi identici) e la differenza tetradi-
ca €’ necessariamente nulla.

Siamo giunti in tal modo a dimostrare quanto ci eravamo proposti
nel § 2 del presente capitolo, che cioe’ 1’ equazione di specificazione
fattoriale di Spearman implica I annullamento delle differenze tetradi-
che. Abbiamo infatti veduto. a) che dall’ equazione di specificazione
fattoriale discende I equazione fattoriale della correlazione (1), e
b) che dall’ equazione fattoriale della correlazione discende la nulli-
ta’ delle differenze tetradiche. Da cio’ possiamo dedurre che dall’ e-
quazione di specificazione fattoriale discende la nullita’ delle diffe-
renze tetradiche, o in altre parole, che 1’ equazione di specificazione
implica I’ annullamento delle differenze tetradiche, o ancora che 1°an-
nullamento delle tetradi e’ condizione necessaria dell’ equazione di spe-
cificazione di Spearman (2), o ancora, schematicamente:

zbt = @tGp + UtStp/~ Txy = GxGy - Tablpq - Taplbq = 0.

(L) cap. 1%, 8.¢).

(2) Per maggiore chiarezza, puo’ essere utile percorrere la stessa strada
in senso inverso, considerando le conseguenze della constatazione del non-an-
nullamento delle tetradi.

81 tratti della tetrade

Fsa Tas
r'ra T7a -
Se raggq ryg - rsg rj4 # 0 avremo di conseguenza, in applicazione della riy =
= Gxﬁvy ; .
434703 - A430aGyai 7 0
cioe’
g Q40g0Q7 F G3G403G7 .

cio’ e’ assurdo; gquindi si deve considerare non valida 1’ equazione Txy =
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4. (alcolo delle saturazioni fattoriali

[F. Metelli

La formula fattoriale del coefficiente di correlazione fra due

tests

da’ modo di calcolare i coefficienti di saturazione dei tests nel fat-

tore G.

Infatti

, ! DA 2
M 6,03 = Iy, Quindi ryorys = @il

: 2
T10T19 = Q9050905 = G10003

in termini generali aj =

qualsiasi della batteria.
Siamo in grado ora. di calcolare i coefficienti di saturazione dei
tests ai quali si riferisce la matrice di correlazioni di Tab. 5.

tests 1
1.

-1 @ w1 B W M

0,6930
0, 5400
0, 4770
0,3940
0, 2700

' 0,.2550

2
0, 6930

0, 4620
0,4181
0, 3542
0, 2310
0,1925

2
a,; =

O‘.1=

F'kaTkn

Tan

Fial1a

da cui

3 4
0, 5400 0,7700
0,4620 0,4181
0, 3180
0,3130
0, 2760 0, 2438
0, 1800 0, 1590
0, 1500 0,1325
Tabella 5.

)
0, 3940
0, 3542
0, 2760
0,2438

0, 1380
0, 1150

6
0, 2700
0, 2310
0, 1800
0, 1590
0, 1380

0, 7500

in cui k, m, n, sono tre tests

1)
0, 2550
0, 1925
0, 1500
0, 1325
0, 1150
0, 7500

= gyay che ha permesso di tradurre la differenza tetradica in termini di satu-
Ma a sua volta gquesta equazione era stata ottenuta sosti- |

razioni

tuendo nel coefficiente di correlazione di Pearson,

quivalenti, nell’ equazione di specificazione fattoriale di Spearman.

fattoriali.

alle variabili, i loro e-

va quindi respinta 1’ equazione di specificazione fattoriale o in altra
i dati a disposizione non si possono spiegare con 1’azione di due fat-
tori, generale e specifico.

parole,
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Per calcolare a, occorrono le intercorrelazioni fra tre tests di
cul uno dev’ essere il test 1. Per es., scegliendo i tests 1, 2 3,

[}

ris = 0,6930; ris = 0,5400; 1.5 = 0,4620

oppure, scegliendo i tests 1, 2, 4

rie = 0,6930; riqa = 0,4770; ros = 0,4181 e cosi’ via.

Applicando la formula si avra’

0,6930 - 0, 5400 0,8930 - 0,4770
al — = = 0,90.
0,4620 0,4181

Per calcolare a, si puo’ scegliere pure una terna qualsiasi di
tests, fra i quali sia compreso il test 2. Scegliendo, ad esempio, i
tests 2, 5, 7, ed utilizzando quindi le intercorrelazioni

rss = 0, 3542 rs7 = 0, 1925 rg; = 0,115

0,3542 - 0,1925 _ o
s = =i} 2
? 0,115

Proseguendo cosi’ si ottengono i coefficienti di saturazione nel
fattore G di tutti i tests della batteria; e per mezzo della formula
U = V- ai si possono guindi calcolare anche le saturazioni nei ri-
spettivi fattori specifici. Cosi’ ad esempio u, =v1 - a =] - 0,02
=v1 - 0,81 = 0,19 = 0,436 20, 44.

Calcolate anche le saturazioni nei fattori specifici si dispongo-
no i risultati nella forma di una matrice.

avremo

SATURAZIONE NEI FATTORI

Tests G S3 So Sy S, Sg Sa S5
1 0,9 0, 44

0,77 0,64

0,6 0,8

0,53 0,85

0,46 0,88

0,3 0,95

0, 25 . 0,97

=1 & » & W o

Tabella g.
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Anziche’ nella forma di una matrice fattoriale i risultati posso-
no essere ovviamente presentati nella forma di equazioni di specifica-
zione (1) dei rispettivi tests:

Zq =0,9 G+0,‘1‘1 S1
Z, =0,77 G + 0,64 S,
2o =08 G+0,82 1S,
Z4 = D,53G+G,R5 Sq_
35=0.46 G+ 0,88 35
Zg =0,3 G +0,95 8,
z, =0,25 G +0,97 S

La matrice fattoriale completa (comprendente anche gli specifici)
sottolinea un punto importante. Mentre i coefficienti @ (di saturazio-
ne nel fattore G) sono incolonnati, i coefficienti b (di saturazione
nel fattore S) sono disposti uno per colonma. Cio’ dipende dal fatto
che, mentre vi e¢° un unico fattore G, ci sono tanti fattori specifici
quanti sono i tests. La disposizione su diverse colonne mette cioe’ in
evidenza che, per es. il fattore S, satura soltanto il test 1 e non e’
presente in alcun modo (o, in altre parole, ha saturazione zero) negli
altri tests.

Dalla matrice fattoriale si calcola agevolmente (cio® in base al-
la formula a? + u? = 1) la matrice delle varianze (2) dalla quale ri-
sulta guale guota della varianza di ogni test e dovuta al fattore ge-
nerale e quale al fattore specifico. Ricordiamo che essendo stata adot-

tata la scala standard, la varianza dei singoli tests e’ 1.
CONTRIBUTO DI VARIANZA DI CIASCUN FATTORE
Test Varianza varianza Totale

comune specifica _
1 0,2100 0, 1900 1,0000
2 0,5929 0,4071 1, 0000
3 0,3600 0, 6400 1, 0000
4 0, 2809 0,7191 1, 000D
5 0, 2116 0,7884 1,0000
6 0, 0900 0,9100° 1, 00090
7 0,0625 0,9375 1, 0000
Tabella 7.

(1) Per semplificare la scrittura omettiamo 1'indice p. Ma la forma pre-
cisa dell’ equazione di specificazione e’ quella precedentemente indicata.

: . 2 By 2
(2) In realta’  le: quote di varianza (et € uy = 1 - a;) sono state gia’
calcolate per effettuare il calcolo delle saturazioni nei fattori specifici.
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5. Calcolo delle saturazioni ed errore di campionatura

I1 calcolo delle saturazioni, effettuato nel paragrafo precedente
si riferiva a dati fittizi, ad una matrice di correlazione costruita
appositamente in modo che tutte le differenze tetradiche risultassero
uguali a zero. Come e’ stato detto in precedenza, le matrici di corre-
lazioni ottenute in seguito all’ applicazione di una batteria di tests
a un campione di soggetti si adeguano solo approssimativamente alla
condizione fondamentale di Spearman; le differenze tetradiche tendono
ad annullarsi, ma non si annulldano completamente. E’ chiaro che mentre
con una matrice di correlazioni che si adegua rigorosamente al crite-
rio .di Spearman, e indifferente la scelta dei tre tests le cui inter-
correlazioni vengono usate per calcolare il coefficiente di saturazio-
ne nel fattore G, in quanto tutte le possibili triadi di tests danno
lo stesso risultato, cio’ non vale per una matrice di correlazioni cal-
colate su dati sperimentali o comunque su misure; infatti, essendo ogni
coefficiente di correlazione soggetto all’errore di campionatura, ed
essendo ogni errore di entita’ diversa, c’e’ una certa diversita’ nel
risultato del calcolo delle saturazioni, 'in dipendenza dei. tre tests
scelti, e delle relative tre intercorrelazioni utilizzate per il calco-
lo.

Ma la soluzione della difficolta’ e’ ovvia: trattandosi di ‘errori
casuali, per cui nel campione le Correlazioni (e di conseguenza le sa-
turazioni calcolate sulla base delle correlazioni) hanno uguale proba-
bilita’ di risultare accresciute o diminuite rispetto al loro valore
nella popolazione (1), e poiche’ in questo caso gli.errori tendono a
cancellarsi, cioe’ a compensarsi, se addizionati, converra’ computare
le saturazioni in tutti i modi possibili, cioe’ con tutte le terne di
correlazioni utilimzabili a tale scopo, e poi calcolare la media arit-
metica dei risultati cosi’ ottenuti.

Per semplificare i calcoli conviene utilizzare una formula che per-
metta di calcolare direttamente tale media aritmetica, che si ricava
molto facilmente, ma e’ comoda da usare soltanto per piccole matrieci di
correlazioni. '

Diamo un esempio della formula per il calcolo di a,, da una matri-
ce di correlazioni fra 5 tests (v. tabella 8).

(1) se dipendono da errore di camp.in_natura. le differenze tetradiche han-
no uguale probabilita’ di risultare positive o negative.
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1 2 3 4 b
1 T: Fxa  Tyas | Tia, Fis
2 Fog = Tag Toa Tos
3 Fsa T3z = Fsqa T3s
4 Ta:s Tao Tas = as
G} rs1 Ts2 T'ss Tsa =

Tabella 8.

In relazione a quanto ¢’ stato esposto nel precedente paragrafo,
prendiamo in considerazione successivamente tutte le possibili terne
di tests che comprendono il test 1 (1,2,3; 1,2,4; 1,2,5; 1,3,4; 1,8 5;
1,4, 5) e scriviamo una sotto 1’altra le rispettive equazioni nella for-

2
m rk.rkn = akl".n.
2
Tyol1g = G4Tlag
i =
Fiol14 = QAqT0y
: =y
Fiol3s = @3l o5
2
FiaTi14 = G T34
2
riglfis = Q1las

2
)45

]

FiaT1s
Sommando le equazioni si ottiene la seguente equazione:

2 »
= @) (Fog + Tpgq *+ FTag + Tga + I'gg + Tag)

> TioTqyg + Taolyg + Tiolys + TigTi4 * Tiglis + Nialis
Git

Fog + Fogq * Tag * Taq + I'gg + Iyg

quando invece si opera su matrici di ordine piu” elevato (1) con-
viene prucedere diversamente, usando la formula

A7 - Af
T -2 At

al=
in cui:

(1) L'ordine di una matrice quadrata e’ dato dal numero delle righe (0
delle colonne). .
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Ay € la somma degli elementi (cioe’ dei coefficienti di correla-
zione) della riga. i,

Af e’ la somma dei guadrati degli elementi della stessa riga,

T e la somma di tutti gli elementi della matrice (cioe’ il dop-
pio della somma di tutti i coefficienti di correlazione),

i ¢ il numero della riga.e rispettivamente il numero del test: i
cui coefficienti di correlazione con gli altri tests costitui-
scono la relativa riga.

La formula equivale algebricamente alla precedente (1).
Applicheremo tale formula ad una matrice di correlazioni (Tab. 9)
ot tenute dall’applicazibne.sperimentale_di una batteria di tests (2).
Elenchiamo 1’ ordine delle operazioni.

1. Sommare gli elementi di ogni riga della matrice e segnare i ri-
sultati nella colonna intestata A. (Es.: .54 + .47 + .50 + .24 = 1.75).

2. Sommare, per controllo, gli elementi di ogni colonna della ma-
trice e vedere se le somme delle colonne sono identiche alle somme del-
le righe. (Es.: somma 1a riga = somma 12 colonna = 1.75).

3. Sommare le somme delle righe della matrice (cioe’ addizionare
la colonna A) e contrassegnare il risultato col simbolo T (si tratta
infatti del totale generale, cioce’ della somma di tutti gli elementi
della matrice). (Es.: 1.75 + 1.60 + 1.31 + 1.2 # 1.07 = 7.02). Control-
lare se la somma delle somme delle colonne da’ come risultato 7.

4. Innalzare al quadrato le somme delle righe (cioce’ gli elementi
della .colonna A) e registrare i risultati della colonna A2. [Esempio:

(1.75)2 = 3.062; (1.60)° = 2.560].

(1) L*identita’ delle due formule si puo’ constatare applicando la formu-
la alla stessa matrice di correlazioni fra 5 tests, per il calcolo di ay.

2 : 2
Ay = (rio + Fqg * ria # ris)

Vs 2 2 o
41 = Tyo-t T3s ¥ ria * Pig

2 o 2 2 2 2 ¥ 2
A1 - A1 = rio + rig + rig + rig + 2 riofyg + 2 riolig + 2 riofis +

2 2 2 2
t 2 rigrig *+ 2 Nglis + 2 rygalis - (rip + rig + rig + rig) =
= 2 (rigrig + .rigoT14 + riolis + Fygria + Figfig + T147i8)»

.che ¢ 1il doppio del- numeratore della formula precedente.

11 denominatore e’ pure il doppio del denominatore della formula prece-
dente. Infatti il denominatore della formulas precedente comprende la somma dei
coefficienti di correlazione tra tutti i tests, escluso il primo. E se da T
che e il 'doppio della somma dei coefficienti di correlazione fra tutti i tests
(poiche’ nella matrice ogni coefficiente di correlazione e' ripetuto due vol te)
si toglie il doppio della somma dei coefficienti di correlazione del test i
con gli altri tests (T - 2 A1) rimane il doppio della somma dei coefficienti
di correlazione tra tutti i tests, esciuso il primo.

(2) cioe’ ad una parte di una matrice ottenuta da-Holzinger applicando i
tests di Otis a 50 bambini (v. SPEARMAN, The Aptitudes of Man, p. 148).
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5. Costruire una nuova matrice (Tab. 10) dello stesso ordine, a-
vente come elementi i quadrati degli elementi dell’altra matrice. (Ta-
le matrice e’ necessaria per calcolare i valori A'). (Es.: gli elemen-
ti della prima riga della nuova matrice: .. 542 =..202; 472 = R
502 = .250; .24% = .058).

6. Addizionare, riga per riga, gli elementi di questa seconda ma-
trice, e segnare le somme delle righe nella colonna intestata 4'. (E-
sempio: .292 + .221 + .250 + .058 = .821).

Fare, per controllo, le somme delle colonne e vedere se corrispon-
dono alle somme delle righe. :

7. Costruire una tabella con 7 colonne e tante righe quanti sono
i tests della batteria. Intestare ogni singola colonna corrispondente-
mente al modello dato in Tab. 11 e completare le due prime colonne (A*
ed A') riportando da Tab. 9 e 10 i dati precedentemente calcolati.

8. costruire la 3a colonna, intesfata A®-A', sottraendo, riga per
ga, i dati della 2a colonna dai dati della la. (Es.: 3.062 - .821 =
= 2. 241; 2.560 - .708 = 1.852).

Ccontrollo: Somma della 3a colonna = Somma della 1a colonna - Som-
ma della 2a colonna (1) (Es.: 10. 147 - 2.866 = 7. 281).

9. costruire la colonna 24, moltiplicando per 2 i dati della co-
lonna A della 1a matrice. [Es.: 2 (1.75) = 3.50].

controllo: la somma della colonna 24 e uguale a 2 T (2). [Esem-
pio: 14.04 = 2(7.02)]:

10. ' costruire la colonna T - 24, sottraendo ciascun elemento del-
la precedente colonna 24 dalla somma di tutti gli elementi della la ma-
trice, T. (Es.: 7.02 - 3. 50 = 3.52). ‘i

controllo: la somma della colonna T - 24 = (m-2)T (3). [Esempio:
21.06 = (5-2) (7.02) =3 (7.02) = 21.086].

2"A'
11. Costruire la colonna ——%

dividendo, riga per riga, 1 nu-

meri della 3a colonna per i numeri della 5a colomna. (Esempio: 2.241 :
3.52 = .6366) .

12. Costruire 1’ ultima colonna, cioe’ calcolare le saturazioni dei
tests nel fattore G estraendo la radice quadrata dei numeri della pre-
cedente colonna. (Esempio: V.6 6366 = .79).

Calcolate .le saturazioni dei tests nel fattore G si puo® rico-
struire la matrice delle correlazioni in base alla formula ryj; = ajay
in modo da controllare 1’entita’ delle differenze fra le correlazioni
originarie e le correlazioni ricalcolate.

U)Emg-f) naA% -2 4.
(2) A= D2A=2384A=
(3) Z (T - 2,4) = T EZA“ mT— 2 T=(m-2) Tin cui m e il numero
dei tests della batteria, cioe’ il numero di righe (o di colonne) della matri-
ce delle correlazioni.
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1 2 3 4 5 A A®
1 - .54 .47 . 50 .24 1.75 3.062
2 .54 - .59 .27 .27 1.60° 2. 560
3 .47 . 52 = .14 .18 1.31 1.718
4 .50 .27 .14 - .38 1. 29 1.664
5 .24 .27 .18 .38 = 1.07 1. 145
1.75 |1.60 1.81 | .29 1. 07 7.02 = T| 10.147
Tabella 9.
1 2 3 4 5 A’
1 : . 292 . 221 . 250 . 058 .821
2| .292 ! . 270 .073 .073 708
3 .291 . 2170 - .020 .032 . 543
4 . 250 .073 .020 - 144 . 487
5| .058 .073 .032 . 144 - . 307
.821 .708 . 543 4817 . 307 2. 866
Tabella 1-0.
A =i , |saturazioni
A A" (A2 -4 24 |T-24 7 34 ~%|nel fattore
G (= a3)
1| 3.062 | .821 | 2.241 3. 50 3. 52 .6366 .19
2| 2.560 .708 | 1.852 3.0 3.82 4848 .69
3| 1.716 | .543 | L 173 2.62 | 4.40 . 2665 .51
4| 1.664 | .487 | 1.17T7 2.58 | 4.44 .2650 .51
5| 1145 .307 | .838 2.14 | 4.88 1717 .41
10.147 | 2.866. | 7.281 | 14.04 | 21.06 1.8246 2.91
(2 a;)2 = 8.4681

Tabella 11.




32 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

A tale scopo si costruisce una matrice di ordine m come la matri-
e delle correlazioni originarie, intestando righe e colonne con i coef-
ficienti di saturazione dei rispettivi tests (vedi tabella).

Tests 1 2 3 4 5
Saturazioni (.7) (.69) (.51) (. 51) (. 41)
1 (.79) = .54 .40 .40 .32
2 (.69) - 54 - .35 .35 . 28
3 (.581) .40 .35 = o8 .21
4 (.51) .40 .35 '26. - .21
5 (.41) - 32 .28 . 21 .21 =
Tabella 12.

Ogni elemento della matrice si ottiene moltiplicando tra loro i
coefficienti di saturazione intestati alla riga ed alla colonna di cui
I’ elemento fa parte.

Es.:.r;, (riga 1, colonna 2) = .79 x .69 = .5451.

completata la matrice, si sottraggono, elemento per elemento, gli
elementi della matrice cosi’ calcolata dai corrispondenti elementi del-
la matrice originaria, ottenendo la matrice dei residui (Tab. 13):

1 2 3 4 5
1 e .00 .07 .10 -.0R
2 .00 =L = -.08 =201
3 .07 1T == -. 12 -.03
4 .10 -.08 =12 == <117
1 5 -.08 -.01 -.03 17, =
| Tabella 13.
ES.: .54 - .54 = 0; .47 - .40 = .07
La matrice fattoriale (tab. 14), comprendente le saturazioni nel

fattore G e nei rispettivi fattori .S, rappresenta il risultato dell’ a-

nalis;<
Tests G Sq So S Sy Sg
1 79 .62
2 .69 12
3 .51 . 86
4 .51 86
5 .41 , .91

Tabella 14.
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Qalla matrice fattoriale si puo’ ricavare, in base alla formula
af + uf = 1, la matrice delle varianze (Tab. 15), dalla guale risulta

in quale proporzione la varianza di ogni test e’ suddivisa nei due fat-
tori.

Matrice delle varianze

Test Varianza Varianza Totale
gemerale specifica
1 . 6366 . 3634 1.000
2 . 4848 - 0152 : 1. 000
3 - 2665 .7335 1.000
4 . 2650 . 7350 1.000
5 1717 .8283 1.000°
Tabella 15.

Con cio’ e giunta a termine 1’analisi fattoriale della batteria
di tests. Si tratta, in questo caso, di veri e propri tests app licati
ad un campione di soggetti, con 1’ unica limitazione del numero troppo
piccolo di tests, scelto allo scopo di non appesantire i calcoli.

L’ utilita’ dell’ analisi sta nell’ aver chiarito il significato dei
singoli tests, giungendo a conoscenza della loro composizione fattoria-
le; nell’avere cioe’ stabilito in che misura il risultato nel test di-
pende- dal fattore-G,le in che misura da un particolare fattore, speci-
fico di quel test.

Data 1" importanza del fattore G nelle piw diverse prestazioni, e’
evidente 1’utilita’ di un test fortemente saturo di G, su cui 1°azigne
esercitata da S si possa considerare trascurabile. Tale test avra’ il
carattere di una misura approssimativa di G. va notato tuttavia che
quando ci si propone i misurare qualche cosa di diverso da G, la pre-
senza di G costituisce una seria difficolta’. L’analisi fattorjale ha
dimostrato infatti piw volte che strumenti costruiti allo scopo di met-
tere in evidenza un’ attitudine specifica risultavano tanto saturi di G
da costituire-in realta’ delle misure di ‘G, per quanto grossolane ed
approssimgtive.

I1 primo dei 5 tests della batteria, dato 1’alto.coefficiente di
saturazione .in G (e; = 0.79) si puo’. considerare una misura approssima-
tiva del fattore G.

6. Calcolo.delle saturazioni per approssimazioni successive

Finora abbiamo fa%to uso della matrice delle correlazioni .incom-
pleta, cioe’ con.la' didgenale principale yuota. Come-si e detto, gli
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elementi mancanti sono le autocorrelazioni, ry,, cioe’ le correlazio-
ni di ogni singolo test con se stesso. E chiaro che da un punto di vi-
sta teorico un coefficiente di autocorrelaz1one qualunque sia il test,
dev’ essere uguale all’ unita’:

rii = '."‘22 = raa = rl.l — 1. | LV | & ’. FNLAL ]

N

Infatti si tratterebbe.di calcolare la correlazione tra una serie
di risul tati, ottenuti applicando 11 test ad un campione di soggetti,
e quella stessa serie di risultati./ /$i'¢ detto anche-che se si-proce-

~de. sperlmentalmente facendo ripetere (ove la ripetizione sia possibi- .

le) lo ptesso test agli stessi soggetti (1), si ottiene rgy <1, per-

che’ le due serie di risultati non sono identiche, in quanto per I’ a- ;
zione esercitata da fattori casuali, ripetendo il test non si ottiene

la stessa misura. Di questo fenomeno si puo’ tener conto nell’ equazio-

ne di specificazione fattoriale, la qual%<assume ‘allora la forma

Zep = aGp + ueSyp + €tEyp

in quanto si viene ad aggiungere una variabile E¢p = errore casuale,
con il relativo coefficiente e; (2).

(1) Quando-cioe’ 11 test ripetuto conserva sostanzialmente lo stesso si-
gnificato e non diventa un- test di memoria o di apprendimento.

(2) Auche per *entitet—dslle variazione dovuta all’azione di condizioni®
incontrollabili e agenti in forma non sistematica; e legittimo distinguere -\—
dovuto al itest e-gquante e’ _dovuto-al-soggetio. (-

vi sono infatti tests piu’ o meno sensibili.allx azione d}i tali condizioni
come pure soggetti piw’ o© meno sensibili.. Abbiamo :quindi un fatiore specifico
di infedelta’ Ep che misura 1* infedg€lte’ del singolo. soggettoLnel slngqlo test
e un coefficiente di infedelta’-etr&ne misura 1° infedelta’ del test. Riportia-
m la deduzione dell?equazione fattoriale della varianza, combleta della!satu-
razione del fattOre;di errore: '

v

n n ;
n ffp 21'(at'q; + Sty + etEthQ
= p=

» - P 1
ﬂﬁt T n ﬂ n X
n n n ¥ n
2 - !
Z G"g Z St ! L Etp Z GStp
s P=1 p=1 ) p=1 p=1
= &t + ut + e‘t + 2 atut +
n n n n
n
L GpErp L StpErp
p=1
+ 2 ageg + ey e =
. n

-
1]

D - ‘DD 2.2
s - A egr + 2 UregrT
a;oﬁ + u;cst + etqgt +.2 Gyﬂtfest 2 apeg GE; 1S, Ey

Ma i fattori sono privi di correlazione. fra loro, quindi tutti i coeffi-

cienti di correlazione fra fatiori sone uguali-a zero.
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LAAS AL 14

con procedimento analogo a quello preecedentemente usato al S 3 ﬁiﬁfﬂﬁ
rieava—dall-equazione—di specificazione” 1’ equazione della varianza: :

-

1 =df + uf + e}

in cui la varianza del test e’ suddivisa in varianza comune, varianza
specifica e varianza di errore (1).

Il coefficiente di autocorrelazione rys (coefficiente di fedel-
ta’) e’ una misura della costanza del test, in quanto risulta piuw’ e-
levato quanto meno sul risultato del test incidono le variabili casua-
1i, cioe’ quante piw i risultati del test ripetuto sono simili a quel-
1i ottenuti applicando il test la prima volta sullo stesso campione di
soggetti. Si puo’ agevolmente dimostrare (2) che ryy = af + uf = 1 - €f
cioe’ il coefficiente di autocorrelazione e’ uguale alla varianza si-

Le varianze (02) in unita’ standard sono uguali a 1, quindi 1’ espressione
sl riduce a: _ 2.3
2 it
Gzt_.,:'a% + u'i +'e% = 1.

(1) Ja-tenuto—presente—ehe uando: si trascura la varianza di errore e si
utilizza la formula 1 = @° + u° per calcolare il .coefficiente ut (saturazione
del teést t nel fattore specifico) si congloba nel coefficiente ut anche il
coefficiente eg.

poiche’ in geénere si trascura il fattore specifico e la relativa satura-
zione, questa imprecisione non porta ad alcuna conseguenza.

' (2) 1l punto di partenza e’, al solito, la formula del coefficiente di
correlazione, in cui.ztlp e Z,p sono i risultati di un soggetto in due forme

parallele dello stesso test. L’ indice t senza contrassegno (cioe’ ¢ in luogo
di t, o t,) che compare nel successivo sviluppo dell’equazione, sta ad_ indica-
re che la misura espressa dal simbolo che porta 1’ indice t e’ identica nelle
die forme parallele del test. Infattli dalla definizione di tests paralleli
(H. GULLIKSEN. Theory of Mental Tests) si deduce che essi si differenziano
fattorialmente soltanto per il fattore E, di errore casuale; ciee5—in—due
tﬁahsmpatallﬁli_ﬂanésoltanto—{lwfattore-ﬁ;Jma~anchehil.iantore;3 e-uguale
i;sti_.:;.s;?,_._m_&,ﬁi.i__;g -EIQ__)..:. o (A ot & fan L A AR Al : :

n

Z Zg Zg

p=1 1P “Y2P

Ttk = ; 0
1r2 n

!

n
% [(at,Gp + veStyp + et Eryp) (at,G + Ut Styp + et,Ftyp)]

p=1 :
= ;‘ -
n . n n n
LG 5 GSt 2 Gty Z 'Stp6
p=1 p=1 p=1 pP=1
= ag + Qi + apeg v ae— +
n n n n
n 32 a & . B n
552 % S Bi T Ey BB % Ee, Ei
, =1 Y L g Y p=1 1% p=T 2 7 o P=1 rese
+ut—-—-+u'tet—------~—+'etat——‘—+etut + eg¢ =
n n ; n n n

= a2 : 2 : '
= ﬂ.t(]g + dtﬂtert + atCtl‘*GE:Q + Btﬂtrsra + %O%t + utetrstgte + Etﬂtr;tlg +

+ e Usr +ieap
tYtTEe, 8, tTEy, By,
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W

stematica (= non-casuale) del test (1). 1:1 altre parole mentre tutte
le correlazioni sone determinate dalle saturazioni dei tests nel fat-
tore generale e soltanto da queste, le autocorrelazioni sono determina-
te dalle saturazioni nel fattore generale e dalle saturazioni nei fat-
tori spectfici. B evidente infatti che mentre fra due tests diversi
la correlazione non puo’ dipendere che dal fattore comune e non da due
fattori completamente dlvers_l,Lnel caso di uno stesso test ripetuto e’
comune non solo il fattore eemune ma anche lo specifico e quindi tutti
e due determinano 1’ ammontare della correlazione (Tab. 16 b).

Con cio’ abbiamo considerato due possmlllta’ di‘completare la dia-
gonale principale della matrice delle correlazmm | inserendo o 1’ uni-
ta’ o i coefficienti di fedelta’ dei rispettivi tests. Una terza possi-
bilita’ consiste nel riempire i wuoti in modo che le tetradi di cui fan-
o parte gli elementi della diegonale st annullino. Per raggiungere
questo scopo basta riempire i vuoti della matrice con le guote di cor-
relazione che sono dovute all’azione del fattore generale escludendo lo
specifico, cioe’ scrivere nelle caselle della diagonale principale af
anziche’ af + uf.

Infatti, se in una matrice di correlazioni in cui tutte le tetra-
di si annullano, prendiamo le tetradi -inmcemplete—(cioe’ -quelle-tetradi
che mancano di un elemento/ in quanto tale elemento fa parte della dia-
gonale principale) e, esprimendo gli altri tre elementi in termini di
saturazioni fattoriali calcoliamo I’ elemento mancante, otteniamo sempre
che I’ elemento mancante e’ az , cioe’ il quadrato della saturazione nel

fattore G del relativo test t (2). -f.»;_ o) LA b '
‘Esempio; prendiamo la tetrade ‘ '

) }
la watols A OO0 s SR
- ] ! \ s AANALE B
1}
o

Fyo Tig
.(Tég) r 3 . rﬂll -4 A .
® "I i WA

che, espressa in termini fattoriali, appllca.ndo la formula ryy-=_agay
diventa

a1a2 6103

ﬁi)_ dQ“ﬁ :

: ; . -
= % L.
& W, A 2 ™ .><‘ £ R

Essendo le varlanze ugual1 a 1 e le correlazioni nulle, 1’espressione si
riduce a WA :

- Ftite = o + “t

Va notato che ef gi—annulla poiche’ in due farme parallele dello stesso
test, gli errori casuali non sono correlati. : =
5 ) sempreohe"naturalmente,a “Tisultati srano espTessi in unita' stan-
derd. &
. (2) cioe’ del test (o, in generale, della variablle) corrispondente alla
riga e slla colonna alle quali appartiepe 1% elemento della diagorale della ma-
trice.
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o

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

1 1 Fijo Tis Tie Tis 1 113? Tio Tis Tig Tig

2 Toq 1 Tog Foa Fas 2| Troy . 1-€3 Tag Tag Fas

3| Tsa Taq 1 Pseq Tas 3| Tg1 Tap 1-€3 g, I'sg

o 2 R o | Fas o B L e b S

S| Tsx1 - Tsa Tss Tsa 1 S| g Pes iTes Fad 1-€2

Gli elementi della diagonale [%1@li elementi della diagonale sono
“principale sono le misure teori- ‘le misure sperimentali di ry,. Es-

che di i Infatti sendo s

Tag = Q: + U =1 Qi t ui *Léf =]
se non c¢i sono errori casuali. si ha

1 2 3 i 5
1 ] a2 r r r r
1 12 138 14 15
21 r a2 r r r
21 2 23 24 25
2
3 g1 Tgo g gy Tss
2
4 ras Tso Tag Oy Tag
5 r r r r =
61 52 53 54 as

“”: Gli elementi della diagonale

principale sono le comunanze

2 B ale

qk & fxg-*_ui MR -
cioe’ le guote di autocorre-
lazione dei tests che sono do-
vute all’ azione del fattore

generﬂ-le' & L AAAN N 3
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" 5 . ! i - .
05t LB skl UG A B
{ - ’ |

T.equazione-tetradica-e.
y aldgdgas = X a1a3

L\

Y _ o
d cui 2N Titea A Lot e 3 Y

@y G G5 ag .
Xe——""— =4 .
Gqag

Completandorcon i quadrati delle saturazioni dei tests nel fatto-
re generale (a?) | la matrice delle corr915210n1 si ottiene una matrice
di—coefficienti di—coznelaatene-che,.cnexeﬁtemente—aila_benr1a~dea -due

fattori, dipendono tutti e soltanto dall’ azione del fattore,&:@muhe Gli

elementi della diagonale principale (che rappresentano le quote di au-
tocorrelazione dei tests, dovute all’azione del fattore eomu&e) prendo~
no il nome di comunanze (v. Tab. 16 .¢). 'J“" ¢
= Un elegante metodo di calcolo delle saturazioni dei tests nel fat-
tore comune si fonda sulle caratteristiche della matrice delle correla-
zioni completa di comunanze. : )
Per renderci conto del significato delle singole operazioni, con-
viene eseguirle su una matrice in cui le correlazioni siano espresse in

termini di saturazioni fattoriali.

1 2 . 3 4
a; ; 0,05 a,aq a,a,
do oy a3 aza; as0, S
3 ’ - )
agdy @32, ag A3Gy N
aa P Gy dq | aj .
21 = 22 = EQ - i 24_ = .
= @) (ay+@y+05+0,) |= az(a'i{“aéﬁ%“i#-) = g () +8,+05+0,) = a,(as+atagiay,)
T'=ay (a;+05+05+0,) + Gy (A+0,+A5+a,) + @5 (Gy+0x+a5+a,) ":"34'(&1‘*&2*“3*“4.) =
2 : ] )
= (a1 405+05+0,) : RE

Tabella 17. _ o . i )
La prima operazione consiste nell’addizionare gli elementi di o-
gni singola colonna. Si nota immediatamente che nella prima colonna il
‘fattore a, si ripete in tutti gli elementl e percio’ . nella somma a,
puo’ essere gstratto a fattore comune: altrettanto vale’ per a, nella
II colonna, per ag; nella III colonna, ecc. La somma della I colonna
(2,) risulta @, (0,405485 +... + @), cloe’ e il prodotto della satu-

.

oy iy g {5 ) = ) e T =1 LA g
[ } i i L "l V i
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razione del I:test-nel fattore generale per la- somma-delle saturazioni o

Ry -3 g s
(nel fattore generale) di tutti i tests della batteria (eioe’ di tutte vT%
le variabili della matrice); la somma della II colonna (2,) risulta
@ (Gp+a5+Q83 + ... + ay) cioe’ il prodotto della saturazione del II

test nel fattore G per la somma delle saturazioni di tutti i tests nel
fattore G; .e cosi’ per le altre colonne.
E' chiaro che se si conosce la somma delle saturazlonl di tutti i

. tests, cioe’ (a;:+ G5 + @g + ... + @) si potranno calcolare faeilmen- i &

te” le singole saturazioni, perche’ basteea’ dividere la somma di ogni
singola colonna (Zﬂ per la somma delle saturazioni di tutti i tests per

|‘ é E
i
ottenere le s&ngﬁie saturazioni. Infatti : = aq
@Gy + Gy + Gy + ... + O
: ; ay1(a1+as+ag +... + ay)
in quanto J; = @ (@ +as+a5 +... +@y), cioe’ : : =
@y ¥ 03 +@3 + ... +0ay
Zo
= a5; =igo,. ECC.
Gy + G + Qg + ... + G

D’ altronde la somma delle saturazioni nei tests.si calcola agevol-
mente dalla stessa matrice. Infatti addizionando le somme delle a co-
lonne della matrice =

T'= Z-l + 22 + 23 + 24 = A (a+8s+a5+0,) + d,‘,(a1+a,2+a,3+a4} +

+ 3(01+09+03+a,) + 0y (Gy+ap+agtay)

si osserva che il fattore (a; + @, + a3 + ... + ayg) ¢ presente in tut-
te le somme e puo’ essere quindi raccolto a fattore comune.

La somma delle somme, (cme’ T, la somma di tutti i termini della
matrice) risulta quindi gV VLA

: : : 2
(@1+Qo+a5+. .. + Qy) (@y+05+A5+. ..+ an) = (A1 +35+Ag+. .. + Qy)

Bastera’ allora estrarre la radice quadrata della somma delle somme,

cioe’ calcolare VT = Q; + @3 + az + ... + ay per ottenere il divisore
che ci-permette di calcolare le singole saturazioni.
: 2 % 2
In altre parole —— = a; a2 Yo s s
VT VT VT

La semplicita’ del procedimento non deve tuttavia farci perdere
di vista il punto di partenza. Siamo partiti dalla matrice completa,
mentre in realta’ i dati di cui disponiame e-dai-quali-dobbiamo-riea- N (IAVlhote
vare—i—ecefficienti di Saturazione, sono soltanto le correlazioni tra “
i tests. In altre parole noi disponiamo soltanto della matrice delle
correlazioni priva delle comunanze. E ' ovvio del resto che se dispenes-
simo delle comunanze, @i, basterebbe estrarre la radice quadrata da o-
gni singola comunanza -per ottenere i coefficienti-di saturazione, in
quanto va? = a;.
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Tuttavia il procedimento ri'chiede che la matrice delle correla-
zioni sia completa di comunanze. Si deve quindi ricorrere ad un arti-
ficio, mettendo cioe’, al posto delle comunanze ignote, delle stime,
per quanto grossolane.'/
r) v  Un-coefficiente di- wrrelmma puo--essumere. tuttii-vatori-da
' -1-a—+}; Wa upa comunanza, essendo il quadrato di un numero (a?) puo’
assumere soltanto va.lori-positivi;"ed;-essendn_ilréﬁa:dra:tt)“d—i—-unmcoe-fﬁﬁT
ficiente di-.correlazione (1§ ;muiiassumeré_sgligntomizvalerifﬁ%a;&+eﬂ
+1. PLaltrende; poiche*—I-aubtecorrelazione-riy =70y ¥ Ui ¢ minore-di
_1-per-l-ineostanza-dei-tests—sappiamo-che—4f < 1.
come prima approssimazione- si usa, &ssumere “come comunanza il coef-
ficiente di correlazione piw’-elevato delda- colanna.,, ma—anehe- ung- sti-
ma cosi’ grossalaua-. e’ utilizzabile agli:effetti-del calcolo, FULAL o 2
tg-A~ SlMQFQGedﬁWGIOE’ al-calcolo dei” coefficienti di saturazione col F =N
procedimento precedentemente descritto. ottenuti i yalori a,, a,, a3“1; x5
.» @y, Si ipnalzano al quadrato, ottenendo in tal modo una seconda
approssimazione delle comunanze. Si inseriscono quindi le nuove comu- o
nanze nella matrice di correlazione e si rifanno i calcoli continuando
cosi’ finche’ si raggiunge il grado di approssimazione desiderato (2).
Quando poi la matrice e’ di ordine superiore ajiﬁ (cioe’ il numero dei
tests relativamente ai quali-sono state calcolate le correlazieni e’
maggiore di-10) I* imprecisione dovuta alla stima delle comunanze e’
trascurabile e ci si puo’ accontentare della prima appr0$$1laz1one o
cioe’ si accetta senz altro il risultato/ del calcolo (3} e adah

- i | | g
y "] " A 4 A ]
v lla M & ! WA AAA 4

" PROCEDIMENTO i rul.'

1. Completare con le stime delle comunanze la matrice delle corre" '
lazioni inserendo, tra parentesi, nella casella vuota di 0gn1 colonna,
il coefficiente di correlazione piw alto della stessa colonna.

2. Addizionare g11 elementi delle colonne della matrlce (comprese
le stime delle comunanze).

3. Addizionare le somme delle colonne della matrice
B a3 '
4. Est:arfe la radice quﬁﬁrata'della somma delle somme

b

N g

VT = a3 + O + 0. 4 ay

LIy

- (1) Rlcordlamo che 11 coefflcxente di” saturazione e¢j e il coefficiente
di correlazione del test zj col fattore G e quindi puo? assuﬁere tutti' i valo-
ri tra -1 e/gl /?

(2) Il grado di approssimazione. rlsulta dal numero di decimali uguali ot-
tenuti in due approssimazioni sficcessive. E' chiaro che si tratta di offenere
per le comunanze lo stesso grddo di apnrassimazione (cice’ lo stesso numero di
decimali) degli altri coefficienti .di-cofrelazione della matrice.

(3) B chiaro che; essendo .basato il calcolo delle Saturazioni sulle som-
me delle colonne, 1’ imprecisione introdetta da un addendo e tanto piu’ picco-
la, - quanto piu’ . grande -e* 1l numero,degli-‘addendi.

Fd

i f—:'_!- < ¥ 7 -II_ '

[ [ A0 f i

=l I £ o % >

. ¥ o 4o 5T F e A\ ) ~— LANA
- % AL N F &t LV . e v \
I A L
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5. Calcolare i coefficienti di Qaturazione dei singoli tests nel
fattore generale, dividendo le singole somme per vT

2 ""'EQ' : ecc
= O T et e i "
oy VT .
(5a. Anziche’ dividere le somme per vT conviene in genere calcola-
1 1
re —— e moltiplicare per = ¢ le varie somme 3, =a, e J, =
"/T : ; V/T a 1 2
= a,, ecc.).

. Se 1’ordine della matrice, cioe’ il numero delle variabili, m.> 9,

I’analisi ¢ compiuta e non resta che costruire la matrice fattoriale
e la matrice daelle varianze. ge invece il nmumero delle variabili e’
m < 10: '

6. Innalzare al quadrato le saturazioni in modo da ottenere la se-
conda. approssimazione delle comunanze.

7. Inserire la nuova stima della comunanza nella matrice e ripete-
re le operazioni 2-6, fino ad ottenere 1’ approssimazione desiderata.



LA RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA

1. soggetti e tests

Capitolo IIT

I risultati di un campione di n soggetti in una batteria di m tests

si possono riunire in una matrice le cui righe corrispondono ai diver-
18 e 20). Un é&lemento

Xip sta ad indicare il risultato nel test t del soggetto p (1).

si tests e le colonne ai diversi soggetti (Tabb.

i

1 Xi1

3 Xs1
0
A= +
0

aet X4

m Xa1

Soggetti
2 3 P
X1o Xiga Xﬁp
XE';! XQS XQP
Xﬁ? Xﬁa 2 AEP
Xio Xig --- Xgp
XIQ Xua an
Tabella 18.

in

- Xon
. Xﬁﬂ

Xtn

Xnm

Sottoponendo ogni elemento della matrice alla trasformazione se-

condo la formula

(1) Va notato che nella matrice dei risultati dei soggetti nei tests, gli
elementi della diagonale-principale non presentano alcuna particolarita’ che
1i diferenzi dagli altri elementi.
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(in cui X; e la media aritmetica dei risultati di un campione di sog-
getti nel test t, e St ¢ la deviazione standard), si ottiene una ma-

trice di cui gli elementi sono i risultati in unita’ standard dei sog-
getti nei tests (Tabb. 19 e 21) (1). :

“41 - %32 Zig .- Zip .- Zanm
221 .322 223 PR ZQP ] zQEI
Z31 232 Zgs ' Zgp ... Zan
:
Z = ztl ztz zts - th . miet Ztn
) ]
e e : :
z.'1 2.2 ,d Zla dale le Voally ZID

Tabella 19

Ogni riga della matrice x e costituita da una sequenza di numeri
che rappresentano i risultati dei soggetti in un determinato test (os—
sia i punteggi conseguiti dai soggetti in quel test). ;

Come e’ noto i numeri reali possono essere rappresentati dai pun-
ti di una retta, quando si sia scelto un punto della retta come origi-
ne, un segmento come unita’ e un verso eome positivo.

Cosi’ ad esempio possiamo rappresentare su tna retta (fissata 1’ o-
rigine, il verso positivo e I’ unita’ di misura) i numeri della prima

‘riga della matrice X, cioe’ i risultati dei soggetti nel test 1, risul-
tati che si trovano tutti sulla semiretta positiva (v.. fig. 1). Agli
stessi risultati, espressi in unita’ standard (prima riga della matri-
ce 7Z) - trattandosi di numeri di cui alcuni sono positivi, altri nega-
tivi - corrisponderanno invece dei punti di cui alcuni S0no al di qua,
altri al di la’ dell’ origine (v. fig. 2).

Analogamente si possono rappresentare su un’altra retta i punti
conseguiti dagli ste551wsoggett1 in un altro test (2a riga della matri-
ce Z). Conviene compiere tale operazione sulla retta che, essendo per-
pendicolare alla prima, la incontra nel punto 0.' Assumendo il punto 0
come origine anche per Ia seconda retta, bastera’ fissare il verso po-
351t1vo e l’unlta’ di misura (2) per essere 'in grado di rappresentare i

- (1) Le matrici dei rlsultatl ne1 tests non 'si serivono quasi mai, data la
loro ampiezmza; infatti per 1’ analisi’fattoriale si ricorre a campioni. di alme-
no 300-400 soggettl e si usano in genere bafterie di oltre 10 tests. La matri-
ce Y ¢ la matrice Z (tabelle 20 e 21) raccolgono i risultati di 10 soggetti in
5-tests, cioe’ rappresentano una piccola parte di una matrlce di risultati di
un: campione di soggetti.

(2) Poiche’ la scala’di misura’e’ la stessa per tutti i tests e giusto
usare sempre la stessa.unita* di misura. At . . =
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+ i I

® ©0000 66

0

e
—T

2 4 6 8 10 12 1415 18::’.02224282830323435 38 40

Fig. 1. - Rappresentazione grafica dei risultati dei 10 soggetti nel test
1 (punteggi grezzi). I numeri cerchiati rappresentanc i sogget-
: vl i : ;

@ ® @ O ©) ® G639
L e S % o * % * + % * .
-25 -2 -5 -1 -05 0 +05 41 415 +2 +25 +3

Fig. 2. - Rappresentazione grafica dei risultati dei 10 soggetti nel test

“1 (unita’ standard).

risultati del secondo test (v. fig. 3).

Ma i risultati sono associati a due a due, in quanto ogni singolo
soggetto ha conseguito un risultato nell’ uno o nell’ altro test. Questo
carattere dei dati, che risulta dalla matrice in quanto i risultati
dello stesso soggetto appartengono alla stessa colonna, puc’ essere mes-
so in evidenza anche nella rappresentazione geometrica.

Consideriamo infatti la perpendicolare alla retta t, nel punto -che
corrisponde al risultato di un soggetto nel test 1, e la perpendicolare
alla retta ¥, nmel punto che corriSpopde al risultato dello stesso sog-
getto nel test 2; essendo perpenditolari fra loro, esse si incontrano
in un punto Py. Tale punto gode della proprieta’ che le sue perpendico-
lari rispetto agli assi ¢, e t, individuano i punti corrispondenti ai
risultati dello stesso soggetto nei due tests; esso puo dunque essere
assunto a rappresentare tale soggetto (fig. 4).

Disponiamo cosi’ di un modello adeguato per rappresentare due
tests, con i rispettivi risultati e i soggetti che hanno coaseguito
quei risultati (fig. 5).

Ma la matrice non comprende soltanto due tests.  Ci conviene quin-
di estendere il modello in modo da comprendere anche le altre righe del-
14 matrice.

L’ estensione del modello da due a tre tests e agevole. A rappre-
sentare i risultati del 3° test si introduce un.terzo asse, cioe’ una
terza retta (t;), perpendicolare alle altre due|, che passa per 1’ origi-
ne coemune. Fissato il verso positivo, 1’ origine (chelcoincide con 1’ o-
rigine degli altri due assi) e assunta la stessa unita’ di misura, si
possono rappresentare sul terzo asse i risultati del campione dei sog-
getti nel 3° test.
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Figura 3.
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il < 7
4
] I I :+ ; -&é 1+; I

Figura 4.
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+2-l—--'au-a---l-_.ﬂ_..:.-—_¥
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-3, T T S e T T
E Ao e
Lol e O [0
é 5@

_24.
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Figura 5.

Le operazioni si complicano un pd quando si tratta di individua-
re i punti che rappresentano i singoli soggetti. Mentre infatti due
rette perpendicolari stanno in un piano e quindi tutte le operazioni
geometriche relative al'sistema delle due rette si riferiscono al pia-
no, cioe’ allo spazio a due dimensioni da esse individuato, tre rette
che i incontrano in un punto e.sono perpendicolari tra loro non stam-
no in un piano, ma nello spazio tridimensionale, e le operazioni rela-
tive al sistema dei tre assi si riferiscono allo spazio tridimensiona-
le da essi individuato. J

Mentre nello spaéia bidimensionale, cioe’ nel piano, per un punto
di una retta passa una sola retta:perpendicolare, nello spazio ‘tridi-
mensionale per un punto di una retta passano infinite perpendicolari,
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le quali fanno tutte parte di un piano perpendicolare alla retta stes-
sa (fig. 6. ).

Fig. 6 a. - Retta t, e piano in cui sono comprese tutte le perpendicolari a
t; nel punto zi4.

Se prendiamo in considerazione il piano o, perpendicolare alla

retta t; nel punto z,, (punto che corrisponde al risultato del sogget-
to 1 nel test 1) e cosi’ pure i piani 0, e 0 perpendicolari rispetti-

t2
|

.-'az
Py
Zp Ls
T4
a1

Figura § b,

vamente alla retta i,, alla retta t, nei punti Zp1 € Zg1, corrisponden-
ti ai risultati dello stesso soggetto nei: tests 2 e 3, questi tre pia-
ni perpendicolari tra loro si incontrano nel punto P§ (fig. 6b) (1).

*

(1) Non a tutti riesce agevole rappresentarsi tre piani perpendicolari a
tre rette fra loro perpendicolari ed a loro ‘volta perpendicolari fra loro. Sa-




s e

<

cap: I, 1) LA RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA — 49

Tale punto, appartenendo contemporaneamente ai tre piani suddetti
ha la proprieta’ di giacere contemporaneamente su una perpendicolare
all’ asse t, nel punto z,, (ossia la retta P7z;,) su una perpendicolare
all’ asse t, nel punto z,, (ossia sulla retta Pjz,,), e su una perpen-
dicolare all’ asse t, nel punto z,, (ossia sulla retta P z,,). In altre
rarole le tre perpendicolari dal punto P) agli assi t;; t,, tg indivi-
duano i tre punti che corrispondono ai risultati del soggetto 1 nei
tre tests e quindi il punto P4 viene a rappresentare il soggetto 1 nel-
lo spazio tridimensionale individuato dagli assi dei tre tests. Analo-
gamente si procede per rappresentare un qualsiasi soggetto P.

_F’  importante aver chiaramente presenti i rapporti di gquesto pun-
to (P7) col punto P che rappresentava lo stesso soggetto-1 nello spa-
zio bidimensionale, quando si erano presi in considerazione solo due
tests. :

Ci conviene anzitutto ritornare al modello bidimensionale e con-
siderare la relazione che sussiste fra i punti P” e P' (1). Abbiamo ve-
duto che Py e' il punto di incontro delle due perpendicolari agli assi
t, e t,, che incontrano rispettivamente i due suddetti assi nei punti
Z;4 © Z,,. I1 punto P” ha dunque la proprieta’ di avere come proiezio-
ni sui due assi 1 due punti corrispondenti ai risultati del soggetto 1
nei due tests. 7

Vediamo ora come varierebbe la posizione del punto Py se il sog-
gelto avesse conseguito un diverso risultato nel test 2. Se ad esempio
il risultato del soggetto nel test 2 fosse anziche’ z,; = +1,28,,25, =
= -2, 50, il punto P7* verrebbe ad essere determinato dall’ incontro del-
la perpendicolare al punto z,; con la perpendicolare al punto z%,.

Analogamente considerando invece un altro risultato z5i = +0, 5
si otterrebbe un altro punto Pg** (fig. 7). I tre punti ottenuti varian-
do il risultato del II test e conservando costante il risultato del I
test vengono.a trovarsi sulla stessa retta r, cioe’ sulla perpendicola-.
re al punto z;4 che ¢ il luogo dei punti che rappresentano i soggetti
che nel test-1 hanno ottenuto il risultato +1, 28. Va dunque tennto pre--
sente che la proiezione del punto P"” sull’asse t, ¢ sempre il punto
Zy4, in quanto il punto P", qualunque sia il risultato z,, nell’ altro
test t,, deve stare sulla perpendicolare all’ asse 1 nel punto z;;.

Lo stesso fatto puo” essere prospettato da un altro punto di vi-
sta. Se il soggetto 1 e stato sottoposto a due tests, € rappresenta-
to adeguatamente in un modello bidimensionale, come un punto del pia-

ra’ utile percio' considerare un esempio che si ha sempre sotto gli occhi,
cioe' tre facce di un cubo che si incontrano in un punto, cioe’ uno spigolo
del cubo, e cosi’ due pareti di. una stanza e il soffitto che si incontrano in
un angolo della stanza (fig. 6b).

(1) 1 punti P’ sono i punti che rappresentano il risultato di un soggetto
nei singoli assi-test (spazi a una dimensione), cioe’ i punti zp¢.
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Figura 7

, individuato dagli assi dei due tests. Se pero’ tonosciamo il risul-
tato del soggetto 1 in uno solo dei due.tests [per es. il risultato nel
test 1 (z,4)]; la posizione del punto nel piano non ci ¢ nota, e rima-
re indeterminata. Pero’ tale indeterminazione non e’ assoluta: il punto
che rappresenta il soggetto non puo’ essere un punto qualsiasi del pia-
o, ma soltanto uno dei punti della retta.r, i quali hanno come proie-
zione sull asse 1 il punto z;4.

Passiamo ora a considerare il modello tridimensionale (fig. R).

Abbiamo veduto che il punfo Pj e’ determinato dall intersezione
dei. tre piani a,, 0, e 0O, perpendicolari, 'fispettivamente, agli assi
ty, lp-e tg in corrlspondenza al punti Zi1, Zp1» Za1, 1 qualil rappre-
sentano i rlsultatl del soggétto 1 nei tre tests, e che il punto PY,
appartenendo ai suddetti tre piani perpendicolarl agli assi ha come
Dr01ezlon1 ortogOnall sui tre assi i punti =244, zpi, Zgy © percio® rap-
presenta il soggetto 1 nello spazio tridimensionale individuato dagli
assi dei tre tests. S _

Possiamo quindi precisare la .relazione. geometrica fra P" e P,
cioe’ . fra il punto che rappresenta un soggetto nello ‘spazio tridimen-
sionale e il punto che rappresenta lo stesso soggetto in uno spazio a
due-dimensioni, per es. nel piano individuati dai due assi t; e B b

(1) va tenuto presente che a un punto P" corrispondono 3 punti P", uno



cap: III, 1] LA RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA — 51

Ricordiamo che il punto Py (1, 2) giace contemporaneamente sulle
perpendicolari agli assi t, e t,. Ma 1’una e 1’altra perpendicolare
giacciono sui rispettivi piani perpendicolari ai due assi. Quindi il

Itz a,
-4
21
i P1l(1.2)
E
r 7= =
i "':’ P1
3l
_______ T A S
b
o i
I, ;
i d
13 | !
A
%3
Figura 8.

punto P; (1,2) giace contemporaneamente sui due suddetti piani e cioe’
sullo spigolo che i due piani determinano incontrandosi.. Ma anche il
punto PT giace, per costruzione, sui piani perpendicolari al tre assi,
e quindi giace anch’ esso, come il punto P; (1,2) sullo spigolo indivi- i
duato dai due piani ¢, e ¢, perpendicolari agli assi t; e t, (1).
Essendo i due suddetti piani perpendicolari agli assi t; e t,, sO-
no perpendicolari anche al piano individuato dai due assi; allora il .
piano individuato dai due assi [che e il piano in cui giace P} (1, 2)]
¢ perpendicolare allo spigolo che i due piani formano incontrandosi.
Di conseguenza il punto Py (1, 2) e la proiezione ortogonale del punto
PY sul piano individuato dagli assi 1 e 2.
Si e’ dunque dimostrato che i punti z;, (= P') sono le proiezioni ‘
ortogonali sui rispettivi assi (ognuno dei quali rappresenta uno spa- :

nel piano individuato degli assi #; e t,, uno nel piano individuato dagli assi
to e tg ed i1 terzo nel piano individuato dagli assi #; e ig.
pPer distinguerli dovremo indicarli con P” (1,2), P” (1,3), P" (2,3).

(1) Il punto P{ giace nel punto d incontro dei tre piani a;, ar e ag e
qindi su tutti e tre gli spigoli formati dall’ incontro dei piani suddetti.



%2 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

zio a una dimensione) dei punti P”, i quali rappresentano i soggetti
pel piano determinato da due assi-tests (spazio a due dimensioni); ma
i punti z., sono anche le proiezioni ortogonali dei punti P“ che rap-
mesentano i soggetti nello spazio determinato-da 3 assi-iests ortogo-
mali (spazio a tre dimensioni); e i punti P” sono pure le proiezioni
ortogonali del punto P” sui piani individuati da una coppia di assi &.

Ne deriva la regola importantissima che quando si descrive anali-
ticamente un modello a 3 (o piu’) dimensioni attraverso a rappresenta-
zioni bidimensionali (in cui cioe’ si prendonc in considerazione sol-
tanto due assi), basta servirsi delle coordinate relative ai due assi
mwesi in considerazione, trascurando la terza: i punti P” che in tal
modo si ottengono sono le proiezioni ortogonali dei punti P” (o P> ™)
sul piano individuato dai due assi.

pifficolta’ ben maggiori si incontrano ad estendere il modello a
quattro tests e quindi ad un numero qualsiasi di tests.

[’ estensione del modello da 3 a 4 tests comporta 1°aggiunta di un
ulteriore asse,” su cui rappresentare i risultati dei soggetti nel 4°
test.. Analogamente a quanto era stato fatto nell’ estendere il modello
d 1a 2eda 2a 3 tests, viene scelta come nuovo asse una retta che
passa per I’ origine comune degli altri 3, ed e perpendicolare agli al-
tri 3. Ma noi ci troviamo nell’ impossibilita® di costruire un sistema
di 4 assi perpendicolari fra loro: come in uno spazio bidimensionale
non si possono avere tre rette che si incontrano in un punfto e sono
rerpendicolari tra loro, cosi’ nello spazio tridimensionale non si pos-
sono avere quattro rette che presentano questa caratteristica. E come
per avere tre rette perpendicolari tra loro si era dovuti passare da
mo spazio bidimensionale a uno spazio tridimensionale, cosi’ per ave-
re 4 rette perpendicolari tra loro bisogna passare da uno spazio tri-
dimensionale a uno spazio quadridimensionale. Solo che, mentre uno spa-
zio tridimensionale fa parte della nostra esperienza percettiva e rap-
wesentativa, uno spazio quadridimensionale e irrappresentabile. Si
tratta di una pura costruzione matematica senza riscontro nella realta’
percettiva e rappresentativa a cui vengono estesi, senza contraddizio-
ne, assiomi, definizioni, teoremi e dimostrazioni. E come si passa da
wo spazio a tre dimensioni ad uno spazic a quattro dimensioni, cosi’
si passa da uno spazio a quattro dimensioni ad uno spazio a cingue di-
mensioni (caratterizzato dalla possibilita’ di avere 5 rette perpendi-
colari fra loro) e in genmerale da uno spazio a m-1 dimensioni a uno spa-
Zio a m dimensioni.

Ritornando alla matrice dei rlsultatl dei soggettl nei tests, vi
¢ la possibilita’ di SV11uppare ulteriormente il modello geometrico,
a patto di far riferimento ad uno spazio pluridimensionale (o iperspa-
7zio) con un numero di dimensioni pari al numero delle righe della ma-
trice, cioe’ dei tests della batteria.

vien fatto di chiedersi allora quale vantaggio possa portare un
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modello geometrico irrappresentabile.

Per rispondere a questa obiezione ci conviene ritornare allo spa-
zio tridimensionale.

Poiche’ la realta’ in cui si vive e si agisce ¢ tridimensionale,
il solo modo in cui sia possibile rappresentarla adeguatamente, e di
ricorrere a modelli tridimensionali o plastici. Tuttavia 1’ uso di pla-
stici e’ limitatissimo, ed e’ invece molto piw diffuso, perche’ molto
piw comodo, il disegno, cioe’ la rappresentazione in uno spazio a due
dimensioni.

Come e’ possibile cio’ ? Evidentemente con due mezzi: la rappresen-
tazione prospettica e la rappresentazione in pianta. lLa prima ha il
vantaggio dell’ immediatezza percettiva, ma e poco pratica, mentre quel-
la che trova le massime applicazioni in campo scientifico e tecnico ¢’
la rappresentazione in pianta. Una pianta non e che una sezione piana,
in cui sono rappresentate le sole dimensioni che interessano il piano
della sezione. Di solito, naturalmente, non ci si accontenta di una sezione, ma
se ne rappresentano parecchie, scegliendo piani secanti diversi.

Rappresentazione prospettica e rappresentazione in pianta si pos-
sono usare anche per i modelli geometrici relativi ai risultati di un
campione di soggetti in una batteria di tests, ma mentre la rappresen-
tazione prospettica si usa solo raramente, con carattere ausiliario,
la rappresentazione in sezione e’ di uso normale. Come piano di sezio-
ne si assume il piano determinato da due dei tre assi, mentre il terzo
asse e rappresentato soltanto dal punto di incrocio degli altri due.

Nel caso di modelli relativi ai risultati di un campione: di sog-
getti in tre tests, i1 punti che rappresentano i soggetti si trovano so-
lo eccezionalmente nel piano individuato da due assi; cio® avviene e-
videntemente soltanto nel caso in cui un soggetto ha risultato 0 (cioe’
trattandosi di unita’ standard, risultato medio) nel test corrisponden-
te all’asse che non fa parte del piano considerato. Tuttavia si rappre-
sentano nel piano le proiezioni dei punti che sono fuori del piano, le
quali corrispondono alle posizioni che tali punti avrebbero nel dia-
gramma tridimensionale se i soggetti avessero risultati 0 nel test cor-
rispondente all’asse che non fa parte del piano considerato. In altre “
parole: la posizione della proiezione del singolo punto-soggetto ¢ de-
terminata soltanto dai risultati del soggetto nei due tests i cui assi
sono rappresentati nel diagramma.

Consideriamo i risultati dei soggetti 1, 2, 5, 6 nei tests 1, 2
3 (matrice Z2).

»

1 | i 5 6
1 +1.00 - .50 +2.00 -3. 00
2 +1. 29 0.00 +3. 00 -1. 00
3 =8 = 1.00 +1. 00 0.00

Tabella 292.
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In fig.,9 sono rappresentati in prospettiva i pupti 1,2,5 6, ognu-
no individuato dai risultati nei 3 tests; ed inoltre i 3 piani compren-
denti ciascyno 2 assi con le rispettive rappresentazioni in pianta. Nel-
le Successive figg. 10, 11 e 12 sono rappresentati gli stessi dati sui
tre piani individuati rispettivamente dagli assi tits, t,ots, tity (1).

Ma la stessa possibilita’ di rappresentare cice’ esattamente su un
piano la situazione relativa a due variabili per volta (cioe’ , nel no-
stro caso, relativa a due tests per volta), sussiste anche quando si

(1) Per avere un’ esperienza diretta della relazione fra rappreésentazione
bidimensionale, .rispetto a due soli assi e rappresentazione tridimensionale,
conviene passare dalla rappresentazione bidimensionale alla rappresentazione
tridimensionale, Teintroducendo la terza dimensione che si era soppressa. Ba-
stera’ a tale scopo usare un piano di. materia plastica (meglio se trasparen-
te), riportare su di esso il disegnt.della ‘sezione comprendente i due assi or-
togonali e le proiezioni dei punti-soggetti; forare il piano in corrispondenza’
ai puntix e adattarvi delle asticciole perpendicolari al piano, e di lunghezza
wrrispondente al risulteto nel 3° test. Naturalmente quando si tratta di ri-
sultati negativi.(cioe® inferiori alla media) le asticciole devoho sporgere al
di sotto del piano. 4
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passa dal modello tridimensionale al modello pluridimensionale. In que-
sto caso, nel piano determinato da una coppia di assi vengono localiz-
zate le proiezioni dei punti-soggetti, che appartengono ad uno spazio
pluridimensionale. Ma anche in questo casp le proiezioni corrispondono
alle posizioni che i punti avrebbero se tutte le altre dimensioni, e-
scluse le due considerate, fossero zero; cioe’ per trovare tali proie-
zioni basta prendere in considerazione le due dimensioni da rappresen-
tare nel diagramma (cioe’ i risultati dei soggetti nei due tests i cui
assi sono rappresenteti nel diagramma). Unica complicazione, il maggior
numero di diagrammi necessari per rappresentare la situazione relativa
a tutte le coppie possibili di assi. Infatti mentre per un modello tri-
dimensionale, essendo tre gli assi, occorreranno tre diagrammi (un dia-
gramma con gli assi t; e 7,, un altro con gli assi f; e t; e un terzo
con gli assi t, e tg), per un modello guadridimensionale occorreranno

6 diagrammi (t;-to; ti-ta; ti-ta; to~ta; to-ty; ts~1s), Per un modello
a 5 dimensioni, 10 diagrammi, ece.

Si tratta soltanto di esaminare il modello da tutti i "punti di vi-

"

sta”.
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Ci si potrebbe chiedere se non sia possibile, anche nel caso di u-
no spazio pluridimensionale, ricorrere ad un disegno prospettico. Anche
questo e’ possibile; pero’ si tratta di un artificio di limitata utili-
ta’ . Il grande vantaggio del disegno prospettico e infatti quello di
determinare la visione prospettica, che e’ una specie di percezione
tridimensionale virtuale; e questo vantaggio, nel caso della rappresen-
tazime in prospettiva di uno spazio pluridimensionale evidentemente
non si puo’ avere.

11 vantaggio di usare dei modelli geometrici consiste quindi essenzial-
mente nella possibilita’ di rappresentare esattamente due dimensioni per
volta (o anche tre dimensioni per volta, se si ricorre a dei plastici).
In piv’, il modello geometrico presenta, rispetto alla matrice Z il
vantaggio di rappresentare visibilmente anche i dati della matrice R,
cioe’ le correlazioni fra i tests. '

2. La rappresentazione geometrica delle correlazioni

Poiche’ i dati su cui si fonda 1’analisi fattoriale sono le corre-
lazioni fra i tests, il requisito piw importante di un modello geome-
trico per T analisi fattoriale consiste nella possibilita’ di rappresen-
tare le correlazioni.

Vediamo anzitutto come i diversi gra-
di di correlazione trovano espressione nel
modello bidimensionale, in cui si rappre-
C A sentano i soggetti in relazione ai loro ri-

sultati in due tests.
+ I due assi ortogonali dividono il pia-
B C' no in 4 quadranti, i quali sono limitati
ciascuno da 2 semiassi. Chiameremo A il qua-
— drante limitato dai due semiassi positivi,
B il quadrante limitato dai due semiassi
negativi e Ce C' i due quadranti limitati
da un semiasse positivo e da un semiasse
negativo (fig. 13). Il punto che rappresen-
ta un soggetto puo’ trovarsi in uno dei quattro quadranti o st uno de-
gli. assi. '

Si trovera’ su uno degli assi quando la sua coordinata rispetto
all’altro asse e’ zero (cioe’ se il risultato nell’altro test ¢ ugua-
le al risultato medio del campione).

I fa tutti gli altri casi si trovera’ in uno dei quattro quadranti,
e precisamente: nel quadrante A se i risultati di tutti e due i tests
sono positivi (cioe’ sono superiori alle rispettive medie aritmetiche):
nel quadrante B se i risultati in tutti e due i tests somo negativi
(cioe’ sono inferiori alle rispettive medie aritmetiche); in uno dei
due quadranti C o €', se il risultato e’ positivo in uno dei due tests e

Figura 13.
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negativo nell altro (cioe’ se il risultato in umo dei due tests e su-
periore alla media aritmetica dei risultati, mentre nell’ altro test ¢’
inferiore alla media aritmetica dei risultati).

Cosi’ ad esempio in fig. 12 il soggetto 1 che nel test 2 ha otte-
duto il risultato z,, = +1.29 mentre nel test 3 ha il risultato z3; =
= -.87 e rappresentato da un punto che si trova nel quadrante C; il
" soggetto 2 che nel test 2 ha ottenuto il risultato z;, = 0.00 e nel
test 3 il risultato zg, = -1.00 e’ rappresentato da un punto che si
trova sull’ asse t; (sul semiasse negativo); il soggetto 5, che ha con-
seguito nel test 2 il risultato z,g = +3 e nel test 3 il risultato
‘235 = +1 e rappresentato da un punto che si trova nel quadrante A.

consideriamo ora la relazione tra correlazione e distribuzione dei
punti nei quattro -quadranti.

quando fra due tests vi e una correlazione positiva, i risultati di un
soggetto nei due tests (espressi in unita’ standard) sono piw’ spesso simili
che diversi e tanto piw spesso simili e tanto piw simili quanto maggiore ¢
1a correlazione. Di conseguenza saranno piw frequenti i soggetti che hanno
tutti e due i risultati superiori alla media e tutti e due i risultati infe-
riori alla media, che i soggetti che hanno il risultato in un test superiore
alla media e il risultato nell’ altro test inferiore alla media. Cioe’ saranno
piw numerosii punti nei quadranti A e B che non i punti nei gquadranti GG
Tnoltre sara’ estremamente raro il cdso di un soggetto che abbia un risultato
mlto alto in un test e un risultato molto basso nell altro test, mentre sara
meno raro il caso di un soggetto che abbia un risultato molto alto in tutti e
due i tests o molto basso in tutti e due i tests; e percio i punti distanti
dal)’ origine dei due assi (cio¢’ dal loro punto di incontro) saranno piw rari
nei settori Ce C' che nei settori A e B.

punque quando ¢’ € una correlazione positiva fra due tests, i punti che
rappresentano i soggetti saranno non soltanto in magegior numero nei settori.
A B che nei settori C C’, ma nei settori A B si estenderanno maggiormente rag-
giungendo distanze maggiori dall’ origine di guanto avvenga nei settori C C'.
percio’ la “muvola” di punti assumera’ una forma ellittica, con 1’ asse maggiore
dell ellisse in corrispondenza della bisettrice dei settori A e B (fig. 14).

 chiaro che, poiche’ tali caratteristiche si. accentuano tanto
piw¥ gquanto piw e’ elevata la correlazione, col crescere della corre-
lazione 1’ ellisse diventera’. sempre piu’ allungata.

Quando invece si ha una correlazione inversa, e’ piu’ - frequente
che ad un risultato basso in un test se ne associ uno alto nell’ altro, che
mon che i risultati siano tutti e due alti o tutti e due bassi. Percio’ i
punti si localizzano piw  frequentemente nei settori C e C’ che nei set-
tori A e B e sono piw frequenti i casi in cui ad un risultato molto
alto in uh test Se ne associa uno molto basso nell’ altro, ‘che non i ca-
si in cui ad un risultato molto alto in un test se ne associa uno molto
alto nell’altro, oppure i casi in.cui ad un risultato molto basso in un
test se ne associa uno molto basso pell’ altro. Di conseguenza la nuvola
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dei punti avra’ la forma di un’ellisgse orientata lungo la bisettrice
dei settori Ce C'.

Infine, quando ¢’ e’ assenza di correlazione, vi ¢’ uguale proba-
bilita’ che un risultato alto in un test si associ con un risultato al-

Figura 14.

to o con un risultato basso nell’ altro test. Percio’ vi e’ uguale pro-
babilita’ che i punti vadano a cadere nei quattro settori, e quindi la
nuvola dei punti ha forma circolare.

La rappresentazione dei punti corrispondenti ai soggetti in un dia-
gramma bidimensionale consente dunque di riconoscere se c’e’ correlazio-
ne fra i tests e se ¢ positiva o negativa, ele_vai:a 0 bassa. Tuttavia
tale rappresentazione non permette di leggere dal diagramma il coeffi-
ciente di correlazione fra i tests ed e’ quindi inadeguata alle esigen-
ze dell’ analisi fattoriale.

Percio , per ottenere un modello nel quale siano rappresentabili
mon soltanto i soggetti ed i tests ma anche i coefficienti di correla-
zione fra i tests, si e’ introdotta un’ innovazione: anziche’ mantenere
gli assi dei tests perpendicolari fra loro si e convenuto di far varia-
re 1’angolo tra gli assi in funzione della correlazione fra i tests.

3 Lfobliquita’ degli assi-tests

Vediamo anzitutto come si. comporta il nostro modello bidimensiona-
le in seguito a questa modificazione. : '
~ Ammettiamo che in seguito alla relazione (che dobbiamo ancora pre-
cisare) tra coefficienti di correlazione ed angoli fra gli assi, ad un
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determinato coefficiente di correlazione r¢,¢, fra due tests corrispm-
da-un angolo di 45° fra i versi positivi degli assi (fig. 15).

Rappresentati gli assi t, e t, col loro angolo di inclinazione, pro-
cediamo come al solito per localizzare i punti-soggetti determinati dai
loro risultati nei due tests.

Figura 15.

Consideriamo i risultati dei soggetti 1, 2, 5, € rappresentati nel
diagramma di fig. 10.

Dal confronto, i due diagrammi risultano diversissimi. Nel model-
lo ad assi ortogonali (fig. 10) i soggetti 1 e 5 avendo risultati posi-
tivi in tutti e due i tests sono rappresentati da due punti del guadran-
te A; il soggetto 2, avendo ottenuto il risultato medio nel 2° test
(23, = 0) e rappresentato da un punto localizzato sull’ asse t,; e il
soggetto @&, avendo ottenuto risultati inferiori alla media, e quindi ne-
gativi in tutti e due i tests ¢ rappresentato da un punto del quadrante
B. Nel modello ad assi obliqui invece il soggetto 5, pur avendo risul-
tati superiori alla media in tutti e due i tests e rappresentato da un punto
della zona C, e altrettanto avviene per il soggetto &, che invece ha conse-
guito in tutti e due i tests risultati inferiori alla media; e il sog-
getto 2, pur-avendo ottenuto un risultato medio in un test, non e’ rap-
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presentato da un punto localizzato sull’ asse dell’ altro test.

Le quattro zone delimitate dalle coppie di semiassi non conserva-
no dunque le caratteristiche che avevano quando gli assi erano ortogo-
nali.

Le ragioni di questo fenomeno risultano dalle seguenti considera-
zioni.

Un asse t, costituisce uno spazio monodimensionale nel quale ogni
risultato di un test corrisponde ad un punto. Se consideriamo uno spa-

zio bidimensionale, ossia

& + un piano comprendente 1’ as-
__________________ + 2 se t,, e in questo piano
___________________ 325 consideriamo tutte le ret-
___________________ -+ 2 te perpendicolari all’ as-
el e + 15 se t,, vediamo che ognuna
—————————— e I g) 5 di queste perpendicolari
Geneessusbesss esasestesisess 0' individua tutti i punti-
_____________________ —0,5 soggetti de llo spazio bi-
__________ ey R R dimensionale che hanno nel
e e - test 1 lo stesso risulta-
——————————— S e to, cioe’ il risultato cor-
e i S e - 25 rispondente al punto nel
——m——m e e — 3 : :

quale la perpendicolare in-

contra I’ asse (fig. 16).

Particolarmente impor-
tante ¢ una di queste
perpendicolari: quella che
incontra I’ asse all’ofigine 0, e comprende tutti i bunti—soggetti del -
lo spazio bidimensionale che hanno risultato 0 (cioe’ risultato medio)
nel test 1.

Se invece di uno spazio bidimensionale, consideriamo uno spazio
tridimensionale, dovremo prendere in considerazione, in questo spazio,
tutti i piani perpendicolari all’asse ¢,, ognuno dei quali individua
tutti i punti dello spazio tridimensionale, i quali rappresentano i sog-
getti che hanno lo stesso risultato nel test 1, cioe’ il risultato cor-
rispondente al punto nel quale il piamo perpendicolare taglia 1’ asse,

Ed in questo caso merita particolare considerazione il piano che taglia
I’ asse all’ origine. A

Ritornando allo spazio bidimensionale, va notato che la perpendi-
colare all’ origine dell’asse divide i punti-soggetti dello spazio bidi-
mensionale che hanno un risultato pesitivo (cioe’ superiore alla media)
nel test 1 dai punti-soggetti che hanno un risultato .negativo (cioe’ in-
feriori alla media).

Consideriamo ora anche il secondo dei due assi-tests che determi-
nano lo spazio a due dimensioni, escludendo tuttavia la condizione: re-
strittiva che fissava 1’ ortogonalita’ degli assi, lasciando cioe’ inde-

Figura 16,
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terminato 1’ angolo fra gli assi.
Esamineremo tre casi particolari e cioe’:
a) il caso in cui i versi positivi degli assi formano un ango-
lo acuto;
b) il caso in cui tale angolo e ottuso:
¢) il caso in cui 1’ angolo e’ retto (figg. 17 @, b, ¢).
Per rendere piw facile la spiegazione rappresentiamo nei diagram-
mi soltanto le rette isometriche di proiezione (1) corrispondenti ai
risultati positivi (superiori alla media). La retta corrispondente al
risultato zero (risultato medio) e’ tratteggiata. Poiche’ in tal modo
le rette parallele perpendicolari ad un asse Stanno a simboleggiare
1’ insieme dei punti-soggetti che hanno risultati positivi (superiori
alla media rispetto a quell’ asse) e’ evidente che i punti che apparten-
gno contemporaneanente alle rette perpendicolari all’uno e all’altro
asse corrispondono a soggetti che hanno risultati superiori alla media
(positivi) in tutti e due i tests.

(1) Chiamiamo rette isometriche di proiezione le rette perpendicolari ad
-un asse-test, poiche’ ognuna di queste rette comprende i punti che hanno ugua-
le proiezione nel rispettivo asse, e quindi rappregenta i soggetti che hanno
ottenuto un risultato uguale nel test rappresentato da quell® asse, ;
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Dai diagrammi si osserva:

@) che quando i semiassi positivi formano un angolo acuto, la
zona che comprende i punti-soggetti che hanno risultati superiori alla
media in ambedue i tests e maggiore di 90°;

b) che quando i semiassi omologhi formano un angolo ottuso, ta-
le zona ¢’ minore di 90°;

¢) che quando i semiassi formano un angolo retto, tale zona e’
di 90°.

Si osserva inoltre, e si puo’ facilmente dimostrare, che tale zo-
na e pari a (180° - 0) se 6 e 1’angolo che formano fra loro i semias-
si omologhi (v. fig. 18).

Inoltre ci si rende conto della ragione per cui soltanto nel caso
particolare degli assi perpendicolari la zona comprendendo i punti-sog-
getti con risultati superiori alla media in ambedue i tests e’ limita-
ta dai due semiassi positivi. Infatti la zona comprendente i punti-sog-
getti i cui risultati nei due tests sono superiori alla media e’ limi-
tata sempre dalle due perpendicolari che incontrano gli assi nell’ origi-
ne (1); nel caso particolare degli assi perpendicolari, ognuna di que-
ste perpendicolari coincide con l’altro asse.

4. La convenzione del coseno

Dopo aver preso conoscenza di alcune delle complicazioni che por-
ta con se’ 1’ abbandono della perpendicolarita’ degli assi, possiamo in-
trodurre concretamente la rappresentazione geometrica della correlazio-
ne. Si conviene di disporre gli assi-tests in modo che l’angolo inter-
cettato fra i semiassi positivi sia tale che il suo coseno sia propor-
zionale al coefficiente di correlazione (2). Si tratta di una convenzio-
ne, cioe’ di una decisione arbitraria; tuttavia la scelta di questa par-

ticolare funzione risulta particolarmente vantaggiosa.

(1) Piw esattamente, dalle due semirette perpendicolari all‘origine de-
gli assi, che si trovano ognuna nella zona positiva rispetto all’ altro asse.
(2) La relazione e’ , '

rij = hihy cos 8

in cui
rij e il coefficiente di correlazione fra i due tests i e j,
hy hy sono le lunghezze dei due vettori che nel modello geometrico rappre-
sentanc i due tests i e j, : Fi
fij e' 1’ angolo intercettato dai due vettori suddetti.
Ma la relazione suddetta si semplifica diventando

rlj =cos Oij

quando il modello geometrico rappresenta 1o spazio dei tests, cioe’ uno spazio
che ha tante dimensioni guanti sono i tests presi in considerazione; infatti,
nello spazio dei tests, i vettori che rappresentano i tests sono unitari, e
quindi, essendo hy = hj = 1, - la formula si riduce a quella sopraindicata.

La formula qompletﬁ dei vettori: hi e hy sara’ utilizzata in seguito,
quando si passera’ alla rappresentazione vettoriale dei tests nello spazio dei

fattori comuni (v. -Parte II).
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Va notato, in primo luogo, che il coseno e’ una funzione decrescen-
te dell’ angolo, cioe’ che quanto maggiore e’ la correlazione, tanto mi-
nore sara’ I’ angolo formato dai due semiassi positivi. Ma, come e sta-
to mostrato nel paragrafo precedente, quanto piw piccolo ¢ I’'angolo
che formano due assi-tests, tanto maggiori sono i settori circolari en-
tro cui cadono i punti che rappresentano i soggetti che sono superiori
alla media o rispettivamente inferiori alla media in tutti e due i
tests (v. fig. 18). Percio’, quanto maggiore ¢ la correlazione fra due

X AY

o = angolo fra i due assi x e y = 30°
rey = cos 30° = .866
o = 180 - 8= 150 = settore entro cui

cadono i punti corrispondenti ai
soggetti che sono superiori alla
media in tutti e due i tests.

Fig. 18.

tests, tanto maggiori sono i settori circolari suddetti (e tanto piw’
piccoli sono i settori in cui cadono i mnti che rappresentano i sog-
getti che sono superiori alla media in uno dei due tests e inferiori
alla media nell’ altro).

Quindi, . quanto maggiore e’ la correlazione (e quindi quanto maggiore e’
la proporzione dei punti che corrispondono a risultati ambedue superiori o in-
feriori alla media) e tanto piw’ grande e’ la zona. entro cui cadono questi
punti. Accade percio’. -e lo si puo dimostrare, ma ¢ comprensibile per le ra-
gioni suesposte - che nel modello ad assi obliqui non si determina quel cam-
biamento di forma della nuvola dei punti-soggetti da circolare ad ellittica
che nella rappresentazione ad assi ortogonali va di pari passo colla grandezza
della correlazione; nella rappresentazione ad assi obliqui i_punti st
dispongono sempre, indipendentemente dalla direzione e dalla grandezza
della correlazione, in forma circolare intorno all’ origine del sistema
di assi, con densita’ degradante dal centro verso la periferia (fig.1R).

In secondo luogo.il coseno e una funzione che assume una gamma di
valori che vanno da un minimo di -1 a un massimo di +1, come il coeffi-
ciente di correlazione.

In terzo luogo, ai coefficienti di correlazione +}, 0, -1 che rap-
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presentano dei punti di riferimento in base ai quali si valutano, in
quanto vi si approssimano piw’ o meno, i coefficienti di correlazione
sperimentali, corrispondono, nella rappresentazione angolare dei coef-
ficienti di correlazione, dei punti di riferimento altrettanto eviden-
ti, in quanto

+1 = cos 0° 0 = cos 90° -1 = cos 180°

In altre parole, quando nella rappresentazione grafica vediamo un
angolo di 90° fra due assi sappiamo che fra due variabili rappresenta-
¢ :
+4 2
due tests senza correlaziome fra loro

= '1;_ (riz = 0)

t

due tests senza correlazione fra loro
(rio = 0) (sono rappresentati i soli
semiassi positivi)

t due tests in correlazione positiva
2 (rio = .7T07) (sono rappresentati i so-
1i semiassi positivi)

45°

due tests in correlazione negativa
(rio = 7.50) (i semiassi sono rappre-
120° sentatl a tratti)

|

Fig. 19.

te dai due assi non c¢’'e¢ correlazione; quando due assi formano un ango-
lo acuto (1), significa che tra quelle due variabili c’e’ una ‘correla-

(1) Va tenuto presente che 1’ angolo si misura fra i due semiassi positi-
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" zione positiva, tanto piw’ elevata, quanto piw’ piccolo e 1'angolo;

quando due assi formano un angolo ottuso, significa che tra le due va-
riabili rappresentate dai due assi c¢’e’ una correlazione negativa, tan-
to piw elevata (cioe’ tanto piuw’ vicina a -1) quanto piw grande e’
I’ angolo (fig. 19). Infine, la correlazione perfetta positiva (r = +1),
che in realta’ non vi ¢ mai necessita’ di rappresentare, sarebbe rap-
presentata da due assi che coincidono, mentre la correlazione negativa
perfetta sarebbe rappresentata da due assi pure coincidenti, ma di ver-
so opposto, cioe’ col semiasse positivo dell’ uno coincidente col semi-
asse negativo dell’altro e viceversa (1). .

Per quanto riguarda gli angoli convessi, e bene ricordare che
cos 0. = ¢os (360 - ), per cui per es. un angolo di 210° rappresenta
la stessa correlazione di un angolo di 360 - 210 150°; in altre paro-

cos oL = cos o'

Fig. 20.

le, in luogo dell’ angolo convesso, si considera 1’ angolo concavo rac-
chiuso dagli stessi semiassi (fig. 20).

La tabella dei coseni, riportata in appendice, indica la corrispon-
denza fra angoli e coefficienti di correlazione.(2).

x * *

Prendendo in considerazione un terzo test, ci si trova a dover
rappresentare 3 coefficienti di correlazione: ry,, ri5, ros. Per rap-
presentare tre assi e’ necessario, in genere, uscire dal piano, in quan-
to i tre assi stanno in un piano soltanto nel caso particolare in cui
uo degli angoli e’ uguale alla somma degli altri due (3).

vi. Del resto vedremo che per lo piw si rappresenta soltanto il semiasse po-
sitivo di un test.

(1) Rappresentando soltanto i semiassi positivi non vi e’ difficolta' a
rappresentare la correlazione negativa perfetta fra due tests.

(2) Va tuttavia ricordato che la formula e quindi la rappresentazione
grafica del coefficiente di correlazione tiene conto anche dei coefficienti
(hy e hy) che considereremo in seguito.

Come e' stato detto in precedenza, nel caso qui considerato tali coeffi-
cienti sono uguali a 1 e quindi vale la corrispondenza fra coseno e coeffi-
ciente di correlazione.

(3) Tale caso si verifica proprio nel modello di Spearman, in cui, come
si vedra’, 1’ asse del fattore G 1’asse del tnv“{%l’ 1’ asse del fattore Sx
stanno in uno stesso piano.

Va notato inoltre che la rappresentazione dei tre tegts diventa impossi-
bile se uno degli angoli e’ maggiore della somma degli altti due.



68 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

Cosi’ 4 assi richiedono generalmente uno spazio a 4 dimensioni, e
in generale m tests uno spazio ad m dimensioni, come nel caso della
rappresentazione con assi ortogonali. Ma 1’ introduzione della conven-
zione del coseno, e T obliquita’ tra gli assi che ne deriva di conse-
guenza (dato che le correlazioni fra i tests sono in genere non-nulle)
porta ad una complicazione. Mentre con i modelli ad assi ortogonali
ricorrendo ad una rappresentazione in pianta, su uno dei piani indivi-
duati da una coppia di assi, gli altri assi non compaiono, poiche’ la loro
proiezione sul suddetto piano si riduce ad un punto che coincide col
punto di incrocio degli assi, con i modelli ad assi obliqui secondo la
convenzione del coseno, il terzo asse (se si tratta di un modello tri-
dimensionale) o gli altri assi (se si tratta di un modello pluridimen-

proiezione del semiasse
positivo di 5

sionale) hanno come proiezioni sul piano individuato da due tests, del-
le rette (v. fig. 21).

E questa una caratteristica che rende utilissimi questi diagram-
m in analisi fattoriale. I dati essenziali su cui si fonda 1’analisi
fattoriale sono le correlazioni fra i tests; interessa dungue rappresen-
tare nei diagrammi i fattori, i tests e le loro relazioni, e solo ecce-
zionalmente i soggetti. E siccome 1’ unico mezzo per rappresentare tali
relazioni, che implicano uno spazio pluridimensionale, e’ la proiezio-
ne su un piano, e essenziale che in tale proiezione compaiano gli as-
si dei diversi tests.

5 Rappresentazione geometrica della soluzione fattoriale di Spearman

11 modello geometrico che: abbiamo definito nei precedenti paragra-
fi ¢i permette di rappresentare tests, correlazioni fra tests, e sog-
getti ai quali i tests sono stati applicati. Ma lo scopo del modello e-
ra di rappresentare geometricamente le soluzioni fattoriali. Si tratta
dunque ora di introdurre nel modello la rappresentazione del fattori.

Mentre e’ chiaro che un fattore pud essere rappresentato al pari
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di un test mediante un asse, i cui punti corrispondono alle misure dei
diversi soggetti nel fattore, non appare immediatamente evidente se sia
lecito introdurre nel modello gli assi fattoriali.

Tuttavia questa difficolta’ puo essere agevolmente superata me-
diante un artifizio. Nulla ci vieta di ammettere che si possano costrui-
re dei tests che misurino -esattamente i singoli fattori (1). :

Di ognuno di questi ipotetici tests fattoriali "perfetti” noi co-
nosciamo le correlazioni con gli altri tests; siamo cioe’ in grado di
costruire una matrice delle correlazioni che comprende oltre ai tests
della batteria, anche gli ipotetici tests fattoriali. Infatti conoscia-
mo le intercorrelazioni fra i fattori che sono nulle, e le correlazio-
ni fra i fattori e i tests, che sono i coefficienti di saturazione (v.

\_ab. 22).

“In altre parole, disponiamo dei dati necessari per introdurre nel
mdello geometrico anche i tests fattoriali esatti (cioe’ i fattori)
che si rappresentano quindi al pari degli altri tests, mediante assi la
cui posizione nello spazio e’ fissata dalla convenzione del coseno.

Stabilita cosi’ la legittimita’ della rappresentazione geometrica
di tests e fattori nello stesso spazio, cominciamo col considerare.la
rappresentazione geometrica di una parte della matrice comprendente
tests e fattori, e cioe’ gli assi di due soli tests t, e i, del fatto-
re G e dei due fattori specifici dei due tests t5 e 1g,.

Ricordiamo che nella soluzione fattoriale di Spearman:

a) i fattori sono privi di correlazione fra loro;

b) i tests sono correlati positivamente fra loro (2);

c) ogni test e’ correlato positivamente con il fattore G e con
il proprio fattore specifico, ed e privo di correlazione con i fatto-
ri specifici degli altri tests.

Consideriamo anzitutto uno dei due tests, per es. t; e le sue re-
lazioni spaziall con il fattore generale (G ed ilfattore specifico E&l.
Ricordiamo che I’ analisi fattoriale ci fornisce i coefficienti di satu-
razione ag, € ug, 1 quali non sono altro che 1 coeffiqienti di correla-

zione di t, con G e con S; , in quanto @y, = T, @ ut1==r;1$ti..Quin-

di, applicando la convenzione del coseno, leggiamo nelle tavole delle

funzioni goniometriche 1’'angolo fra l’asse t, e 1’asse G (il cui cose-
no corrlbponde ad T't, o ed altrettanto facciamo per ottenere 1’ angolo

tra t, ed Se, (3).

(1) Infatti sono stati costruiti, e sono di uso corrente, i tests fatto-
riali - di cui si parlera® in seguito - che rappresentano delle misure appros-
simate dei vari fattori messi in evidenza mediante 1’ analisi fattoriale.

(2) B una caratteristica della matrice gerarchica che, come si ¢ dimo-
strato, e’ condizione necessaria per effettuare 1'analisi di Spearman.

(3) Scriveremo d’ ora in poi, per maggiore semplicita’,’'S; ed 'S al posto
di .Stl ed'Stg.
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R I N o A A 5
G - .00 .00 .00 .00 .00| .79 .69 .51 .51 .41
S, -00 - .00 .00 .00 .00| .62 .00 .00 .00 .00
&2 .00 .00 - .00 .00 00 00 .72 .00 .00 .00
S, .00 .00 .00 - .00 .00| .00 .00 .8 .00 .00
S, 00 .00 .00 .00 - .00| .00 .00 .00 .86 .00
Se. .00 .00 .00 .00 .00 .- | .00 .00 .00 .00 .91
1 79 .62 .00 .00 .00 .00| - .54 .47 .54 .24
2 .69 .00 .72 .00 .00 .00 )| .54 - .52 .27 .27
3 C5Y 0052005 88 00 00 | 4T 82 = 4 B
4 .51 .00 .00 .00 .86 00| .50 .2¢ 12 -=. .38
5 41 .00 .08 .00 .00- 91| .24 %7 .13 .38 -

Tabella 23.

Matrice delle intercorrelazioni comprendente oltre ai tests originari 1,
2, 3, 4, 5 anche i tests fattoriali “perfetti” G, St,. St,. 'Sty, St ., 'Sty (1
dati sono quelli delle Tabb. 9 e 14).

A C
La matrice si divide in 4 submatriei " . La submatrice 4 comprende
G'| B
le intercorrelazioni fra i tests fattoriali “perfetti”, che sono tutte nulle
perche’ i fattori sono privi di correlazione fra loro; la submatrice B com-
prende le intercorrelazioni fra i tests, cioe’ i dati di partenza dell’ anali-
si, contenuti in Tab. 9.

Le submatrici ¢ e C’' sono 1’una la trasposta dell’altra e comprendono le
correlazioni fra tests e fattori (cioe’ i coefficienti di saturazione dei
tests nei fattori), di cui sono non-nulle soltanto le correlazioni di ogni
singolo testafol fattore ( e col proprio fattore specifico.

Esempio: dall’ analisi compiuta nel capitolo II.5 risulta che il
test 1 ha una saturazione nel fattore G di 0.79 (e, = 0.79). Applican-
do la formula u; =1 - af si ottiene u, = 0.61. Siccome a, = r;g e
Uy = rig, applichiamo la relazionme ryj = cos 0y per ottenere i due an-
goli che- 1’ asse del test 1 forma con 1’asse G e con 1’ asse S;. Nella
tavola delle funzioni goniometriche si legge che 0.79 = cos 37°40' e
0.61 = cos 52°20".

Dall’ esempio risulta che i due angoli che 1’ asse del test forma
con I’ asse del proprio fattore specifico e con 1’ asse del fattore G so-
no complementari, cioe’ la loro somma ¢’ uguale a 90°. Non si tratta di
ma coincidenza. Infatti non essendovi correlazione fra i fattori (1)

(1) cio* vale limitatamente alla soluzieone fattoriale di Spearman.
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rgs, = COSgg, = 0 e siccome cos 0 = 90° gli assi dei fattori sono fra
loro ortogonali (fig. 22).
con cio’ non sarebbe tut-
G ; tavia dimostrata (1) la com-
i plementarita’ dei due angoli
t @15, e Oq Derche’ I'asse
= del test 1 potrebbe trovarsi
fuori dal piano individuato
dalle due rette perpendicola-
ri G ed S;: Tuttavia, ad eli-
minare quest’ ipotesi basta
considerare il fattore spe-
cifico di un altro test del-
e s G o > S, la batteria, per es. lo spe-
cifico del test 2, S,.
Data la mancanza di cor-
relazione tra i fattori, 1’as-
Fig. 22. se S, deve essere ortogonale
a Ge ad S;; ma non essendo-
vi correlazione fra un test
e 1 fattori specifici degli altri tests, anche 1’asse 1 dev’ essere or-
togonale ad S, e di conseguenza deve trovarsi nel piano individuato da-
gli assi G ed S;, che essendo perpendicolare ad .S, contiene tutte le
perpendicolari ad S, che passano per il suo piede, cioe’ per il pun-
to 0 (2).

Passando ora a considerare I’asse di un altro test, per es. t,, ve-
diamo, in base alle stesse considerazioni, che tale asse si trova nel
piano individuato dagli assi G ed S; e che la sua posizione in tale pia-
no e’ determinata dalle saturazioni del test 2 in G ed S,. Ma siccome
i tre assi fattoriali G, S; ed S, sono -perpendicolari fra loro, i due
piani GS; e GS, sono pure perpendicolari fra loro. Dunque lo spazio in
cui giacciono i 3 assi fattoriali G, S; ed S, ed i due assi dei tests
ty e t, ¢ tridimensionale e non a cinque dimensioni, come ci si sareb-
be potuti aspettare.

Cio posto, siamo in grado di rappresentare geometricamente i rap-
porti fra due fests della batteria sottoposta all analisi fattoriale,

il fattore G e gli specifici dei due tests (fig. 23).

I tre assi fattoriali G, S; ed S; sono ortogonali fra loro e si in-

contrano in un punto, come tre spigoli di un cubo. Il punto di incontro

(1) La verifica precedente si riferisce infatti ad un caso particolare.

(2) Si potrebbe obbiettare che, trattandosi di uno spazio pluridimensio-
nale, 1'asse t; potrebbe essere perpendicolare ad 'S, e tuttavia non essere nel
piano suddetto, ma 1’ obiezione cade quando si considera che 1* asse ty e per-
pendicolare a tutti gli ‘assi dei fattori specifici, e quindi lo stesso ragio-
namento vale per tutte le altre dimensioni dello spazio escluse le due dimen-
sioni individuate dal piano GS, .

1
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e’ 1’ origine degli assi: i
tre spigoli del cubo rap-

presentato in fig. 23 rap-
presentano i semiassi po-

x/’ \sitivi dei tre fatt0£;.

- mEmEm e —-—— -.P-

Gli assi dei tests 1 e 2
S5 sono compresi’ ognuno nel
4 piano (cioe’ nella faecia
; del cubo) individuato dal-
1’ asse G e dall’ asse del
rispettivo fattore speci-
fico. I’ asse G corrispon-
de allo spigolo che i due
piani hanno in comune.

Volendo aggiungere
un terzo test ts, ci tro-
veremmo 2 dover aggiunge-
re un terzo piane, -indivi-
duato dagli assi ortogonali G ed Ss, in cui e’ contenuto 1’asse del
test 3. Ma essendo S, privo di correlazione con G, 'S, ed S,, dev esse-
re perpendicolare agli assi G, S; ed S,, i quali ‘sono perpendicolari
fra loro: non solo, ma i piani GS;, GS, e GS;, dovrebbero essere per-
pendicolari fra®loro, avendo in comune lo spigolo G. '

Ne’ 1’una ne’ 1’altra delle suddette condizioni si realizza in u-
no spazio tridimensionale: le relazioni che si determinano prendendo
in con51der3510ne tre tests sussistono soltanto in uno spazio a quattro
dimensioni e non so6no qu1nd1 rappresentabili. K tanto meno sono, quindi
rappresentabili le relazioni che si determlnanu_prendando in considera-
zione tutti gli m tests della batteria e gli m+1 fattori..

Tuttavia le rappresentazioni parziali di sottospazi a 2 e a 3 di-
mensioni ci hanno permesso di conoscere alcune delle relazioni che sus-
sistono nello spazio fattoriale a (m+l)’ dimensioni, in cui sono conte-
nuti tanto gli assi delifattorl quanto quelli dei tests, e precisamen-
te: : :

511‘_,_

Fig. 23.

1. Ogni asse-test e’ compreso in un piano che comprende 1’ asse del
fattore G e 1’ asse del fattore specifico del test, ortogomali fra loro.

o Tutti questi piani hanno in comune una retta, cioe’ I’ asse del -
fattore G (1). : | X

3. I predetti ﬂVDlanl comprendono tutti gli assi dei tests g tut-
ti gli assi fattoriali. Nessun asse si trova nello spaélo fra piano e
piano. .

4. Le dimensioni spaziali del modello geqmetrlco ‘sono “pari al nu-
ero dei fattori: cioe’, siccome il numero dei fattori e’ di uno supe-

(1) Si potrebbero dunque in qualche modo rappresentare come le pagime-di
un libro.



cap. III, 5] LA RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA — 73

riore al numero dei tests, se m e il numero dei tests, lo spazio indi-
viduato dal modello geometrico e’ ad m+] dimensioni. Infatti gli m+1 as-
si fattoriali, essendo ortogonali fra loro, individuano uno spazio ad
m+]1 dimensioni; e gli assi dei tests, essendo ciascuno nel piano indi-
Hidu&to dall’ asse del proprio

c4 ' : fattore specifico e dall’ asse
. del fattore generale, rientrano
pPl--------- W nello spazio individuato dagli
ats assi fattoriali.

! Altre relazioni si possono
; mettere in evidenza introducen-
%% do um’ unita’ di misura.

: : Riprendiamo in esame uno

; : . m.t., dei piani comprendente 1’ asse
di un test t e quelli dellowspe-
0 2 = S% cifico .S; e del fattore genera-
' . ] le G (fig.-24).

Fig. 24 . sia OF I’ unita’ di misura,

(P la sua proiezione sull’ asse G. Ma

= COS Ot © Siccome-OF = 1,

(P = COS Ogg, cioe’ e il coseno dell’ angolo formato dall’ asse del test
t con I’asse G, che e’ il coefficiente di correlazione fra t e G, cioe’
ryg-.Ma r¢g non ¢ altro che il coefficiente di saturazione del test t
nel fattore G, cioe’ a; (cioe’ OP = cOS Qg = I'ig = @t).

In altre parole, se nel modello geometrico conveniamo di rappre-
sentare i tests, non piw come assi, ma come segmenti aventi una gran-
dezza oltre che una direzione e un verso (cioe’ come vettori) e assu-
miamo tale grandezza come unita’ di misura, le proiezioni ortogonali
di questi vettori unitari sull asse del fattore G sono i coefficienti
di saturazione dei rispettivi tests nel fattore G.

‘Proiettando invece il vettore unitario OW sull’ asse S; si ha che-
la-proiezione

i

-__%ﬂ%l |

]

0Q s
_. =_,1_=OQ~CGS. at_‘gtirtstfu;”.
___ Dungue OP = at; OQ = u¢. E siccome OQW#.¢’ un triangolo rettangolo
OW = 0Q° + QW ma OW = 1, OQ = uy, QW = P = a;, e percic nel model-
lo geometrice si verifica 1’ equazione della varianza

‘It"'ﬂ: 1(1&(:{11:,;;:1--1:12

11 vettore di un test ha proiezione non nulla soltanto sugli assi
del fattore G e del proprio fattore specifico, mentre ha proiezione nul-
la sugli assi dlei fattori specifici degli altri tests, essendo perpen-
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dicolare ad essi. Si verifica cioe’ anche geometricamente che i tests

sono saturati soltanto da G e dal proprio fattore specifico e non han-
no nessuna saturazione nei fattori specifici degli altri tests. Ma ol-
tre che su Ge su S,, il vettore unitario di un test si proietta anche
sui vettori unitari degli altri tests della batteria (1).

& —

= 0OPs; = Ei; = CcO0S dj= r
OH’& 2 1 ¥ l‘.1 t’E

Fig. 25.

Tali proiezioni sono i coefficienti di correlazione fra i tests
(fig. 25).

Mentre sull’ asse di ogni fattore specifico si proietta soltanto il
vettore a1 un test, sull’asse del fattore G si proiettanmo tutti i tests
della batteria. Su quest’ asse (che rappresenta lo spazioc del fattore
generale, spazio che e’ unidimensionale) si possono rappresentare le
proiezioni di tutti i tests della batteria, cioe’ le saturazioni in G
di tutti i tests, o in altre parole, i risultati dell’ analisi fattoria-

le.

(1) Essendo in correlazione positiva fra loro, i tests di una batteria
gerarchica sono rappresentati da m vettori unitari separati da angoli acuti,

in uno spazio ad m dimensioni.



LA VALUTAZIONE DEL FATTORE G

Capitold IV

1. Il test fattoriale

In termini geometrici 1’ analisi fattoriale di Spearman consiste
a) nel sostituire un nuovo sistema di assi, ortogonali, al sistema di
assi obliqui dei tests e b) nel determinare la posizione dei punti-sog-
getti nel sistema di assi ortogonali dei fattori. Nel precedente capi-
tolo e’ stato sviluppato il punto a); resta da svolgere il punto &), os-
sia esprimere i risultati dei soggetti in fattori anziche’ in tests.

Ma, posto in questi termini, il compito e irrealizzabile. Abbia-
mo gia’ accennato all’ impossibilita’ di misurare i fattori dei sogget-
ti. Nell’ equazione di specificazione fattoriale

zy =a.G+ uS,

determinato il valore dei coefficienti a, e u, (che dipendono dai tests)
in base alle correlazioni fra i tests, restano le due variabili G ed S,
che sono appunto le misure dei due fattori.dei.singoli soggetti e va-
riano percio’ da soggetto a soggetto. L’ equazione ha dunque due incogni-
te. Ma .per quanto si aumenti il numero delle equazioni, prendendo in
considerazione piw’ tests, il numero delle incognite e sempre-di uno
superiore al numero dei tests, -e quindi non vi ¢ possibilita’ di una
soluzione determinata.

Non essendovi-la possibilita’ di passare dalle misure dei sogget-
ti nei tests alle misure dei soggetti nei fattori, non resta che ricor-
rere a valutazioni approssimative e probabilistiche. La piu’ - semplice
tra queste e’ il cosiddetto test fattoriale, cioe’ 1’ uso di un test mol-
to saturo di un fattore, come misura approssimativa.di quel fattore nei
singoli soggetti.

Secondo la teoria fattoriale di Spearman, il solo fattore che in-
teressi misurare nei soggetti ¢ il fattore G . Utilizzando un test che
all’ analisi fattoriale risulti molto saturo di (G si possono considera-
re i risultati dei soggetti nel test (espressi eventualmente in unita’

e
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standard) come misure approssimative del fattore G dei ‘soggetti stes-
si (1) - s
Si tratta soltanto di un’ approssimazione, ed anche di una valuta-
zione probabilistica. Infatti il risultato di un soggetto in un test
dipende non solo dal fattore G, ma anche dal fattore specifico del test,
e, come si e detto, due soggetti possono avere lo stesso risultato nel
test, pur essendo diversi fattorialmente, in quanto un alto livello di
S; puo’ compensare un basso livello di G; quindi due o piw soggetti

che hanno un risultato uguale nel test fattoriale possono cio’ nonostan-
te differire nel fattore G. Ma quando in un test la saturazione in G e’
maggiore della saturazione in S; e’ piu’ probabile che il risultato sia
dovuto prevalentemente al fattore G.

I;-uso dei tests fattoriali trova applicazioni sempre piuw’ frequen-
ti. Tuttavia il valutare il fattore G servendosi di un solo test, per
quanto saturo di G, puo’ apparire ingiustificato. Infatti ogni.test, in
quanto secondo la teoria dei due fattorl presenta sempre una maggiore
o minore saturazione in G, puo’ essere considerato come una misura ap-
prossimata di G. Ogni-test fornisce quindi un’ informazione piw o0 meno
attendibile sul fattore G di un soggetto, e non € percio’ giustifica-
to rinunciare a delle fonti di informazione che possono contribuire tut-
te, in maggior o minor misura, a diminuire 1’ incertezza di una stima

approssimativa.

2. gorrelazione e previsione

I1 modo piw semplice e piw grossolano di utilizzare 1’ informa-
zione fornita da una batteria di tests nei riguardi della G del sogget -
ti esaminati, consiste nel calcolare la media aritmetica dei risultati
conseguiti da ogni singolo soggetto nei tests della batteria o sempli-
cemente nel sommare tali risultati (2). Siccome la misura della G di uno stes-
0 soggetto e sempre la stessa, mentre le misure dei diversi S dello stesso
soggetto sono con ogni probabilita’ diverse [in quanto il fattore specifico di
m_test non ha nulla in comme con il fattore specifico di un altro test e per-
cio non vi e ragione che un soggetto, che per es. eccelle in un’ attitudine spe-
cifica eccella anche in un’ attitudine specifica del tutto diversa (3)], som-

(1) come e* noto, il test delle matrici di Raven, che risulta avere un’e-
levata saturazione in (G, e usato come misura approssimativa di G.

(2) Se si tratta soltanto di confrontare fra loro i soggetti del campio-
ne, la semplice somma puo’ essere usata al posto della media aritmetica. In-

fatti, dall’ equazione della media aritmetica X= si deduce XX = X n, cioe’

n
Ja somma non e che il prodotto della media per il numero dei casi, cioe’', nel
mwstro esempio, la somma dei risultdti di un soggetto nei tests della batteria
¢ uguale alla media dei risultati del soggetto nei tests, moltiplicata per il
mimero dei tests; ed essendo il numero dei tests uguale per tutti i soggetti
del campione, le somme dei risultati sono proporzionali alle medie.

(3) Cioe’ le misure dei soggetti negli'S di due diversi tests non sono

wmrrelate.
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do i risultati di piuw’ tests si ottiene un risultato complessivo in cui,
con ogni probabilita’, si accentua al massimo la G e si minimizza 1’ a-
zione degli S; (1) purche’ i tests siano eterogenei, e sia pertanto si-
cura la eterogeneita’ dei fattori specifici. i

Infatti, secondo Spearman, gli eccellenti risultati forniti dalla
scala metrica dell’ intelligenza di Binet e Simon sarebbero dovuti al
fatto che in quel test si sommano i risultati di tanti tests eterogenei,
ottenendo in tal modo un’ ottima approssimazione della G di un sogget-
to (2).

Si tratta tuttavia di un procedimento assai grossolano. Infatti,
volendo ottenere una somma, o una media aritmetica im cui acquisti il
massimo rilievo una quantita’ presente in ogni addendo, non conviene
fare una semplice addizione, attribuendo lo stesso peso ad ogni adden-
do, ma conviene invece attribuire ad ogni addendo un peso diverso a se-
conda- del suo contenuto; cioe’ nel caso qui considerato moltiplicare

-ogni addendo per un coefficiente proporzionale al contributo in G che

il singolo addendo fornisce nella somma (¢ rispettivamente nella media).

' Si tratta cioe’ di utilizzare dei coefficienti che. tengano conto della

diversa situazione in G di ogni test in modo da accentuare nella somma
il .contributo dei tests ad alta saturazione in G.

Va notato inoltre che 1’ utilizzazione del risultato in un test fat-
toriale come misura del corrispondente fattore nel soggetto rappresen-
ta una soluzione grossolana perche’ inesatta. anche da un altro punto di
vista.

Cio’. che noi conosciamo circa la relazione. fra. test fattoriale e
fattore, ¢ la saturazione del test nel fattore. Ma ¢ stato dimostra-
to in precedenza che la saturazione di un test in un fattore non e al-
tro che la correlazione fra il test e il fattore: a; = ry;..Di conse-
guenza, la valutdzione corretta della misura di un fattare in un sogget-
to, sulla base del risultato conseguito dallo stesso soggetto in un
test, non e altro che la valutazione di una variabile in base alla mi-
sura di un’ altra variabile con essa correlata.

Si tratta dunque di un problema analogo a quello di prevederé sul -
la base del risultato in un test, o meglio dei risultati in una batte-
ria di tests, il risultato scolastico o professionale di un soggetto -
risultato la cui misura sara data, in futuro, dal risultato di un esa-
me, o addirittura di un test, scolastico o professionale.

L’ analogia fra i due problémi - stima del fattore G di un soggetto
e stima del risultato di un soggetto in un test (applicabile in futuro)
- diventa identita’? se ammettiamo per ipotesi che esista un test che ci

(1) In quanto essendo gli S di umo stesso soggetto.im parte superiori al-
la media e in parte inferiori alla media, e quindi, in unita’ standard, in
parte positivi e in parte negativi, la loro somma e' prossima a Zero.

(2) Cio’ vale naturalmente anche per le successive edizioni di Terman
(1916), Terman e Merryl (1937, 1960).
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da’ la misura esatta del fattore G dei soggetti. Si puo’ quindi rifor-
mulare il problema: in analogia al noto problema della previsione del
rendimento professionale: la stima del fattore G di un soggetto si ri-
duce allora alla previsione del risultato di un soggetto in questo ipo-
tetico test che misura il fattore G, sulla base dei risultati del sog-
getto in un test o in una batteria di tests.

In realta’, come si e’ detto nel capitolo precedente, nulla ci im-
pedisce di formulare 1’ ipotesi dell’ esistenza di un test che misuri e-
sattamente la G dei soggetti: un test di G privo di fattore specifico.
pi questo ipotetico test, noi conosciamo in effetti le correlazioni con
altri tests, in quanto attraverso 1’ analisi fattoriale abbiamo ottenu-
to le saturazioni nel fattore G dei vari tests della batteria. Il pro-
blema, posto in questi termini, non € altro che il classico problema
statistico della regressione.

3. L’ eguazione di regressione

Consideriamo anzitutto il problema nella sua forma piw semplice,
cioe’ la previsione del risultato di un soggetto in un test X a parti-
re dal risulta-

ty Q to in un altro
3 y Fh test }’c?rrela—

to al primo.

Partiamo

2 P2 dalla rappre-
sentazione geo-
metrica ad as-
si ortogonali,

+ - : piw familia-

& ) : tx re (fig. 26),
per poi passa-

|
]
]
%
|
1
1
]
]
1
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1
|
I
%‘Fh re a quella ad
1
1
|
|
|
I
1
I
:

assi obliqui,
secondo la con-
venzione del
cOSeno.
R Ad un ri-
sultato zyp di
un soggetto P
nel test X cor-
Fig. 26. risponde un
punto P sul-
1’ asse X. Ma
se invece di riferirci ad un asse (spazio ad una dimensione) c¢i riferia-
mo ad un piano (spazio a due dimensioni) ed in particolare al piano in-
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dividuato dai due assi t; e ty che si intersecano nel punto O, il ri-
sultato del soggetto P nel test X non corrisponde piw’ ad un unico pun-
to, ma a tufti i punti che danno la stessa proiezione ortogonale Zgp

sull’ asse ty, cioe’ a tutti i punti che stanno sulla retta QR, perpen-
dicolare a t; nel punto %,. In altre parole, tutti i punti della sud- .
detta perpendicolare (per es. P,, P,, Ps, P,) rappresentano soggetti i
(reali o ipotetici) che hanno ottenuto lo stesso risultato nel test tyx.
Ma la posizione del punto mel piano individuato dai due assi dipende
anche dal risultato nel tést Y e le diverse posizioni sulla retta (051
corrispondono a risultati diversi nel test ¥, poiche’ danno proiezioni
diverse sull’ asse Y (1). In altre parole, i punti della retta QR rap-
presentano tutti i soggetti che hanno lo stesso risultato nel test X,
ma risultati differenti nel test Y. ;

I1 problema che ci siamo posti consiste nella previsione del ri-
sultato nel test Y. di un soggetto di cui si conosce il risultato nel
test X. Siccome ad un risultato nel test X puo’ corrispondere qualsia-
si risultato nel test Y, si sarebbe portati a concludere che non vi e
modo di fare una previsione in base alla conoscenza del solo risultato
nel test X. Tuttavia ci puo’ soccorrere un altro ordine di-considera-
zioni. ;
Ricordiamo che ogni punto del piano individuato dai due assi X e
Y rappresenta un soggetto i cui risultati nei tests Xe Y corrispondo-
no alle proiezioni del punto stesso sugli assi X e Y: e che quando vi
¢ correlazione fra i due tests i punti non hanno uguale probabilita’
di cadere nei quattro quadranti, ma cadono con maggior frequenza nel
primo e nel terzo quadrante, cioe’ nel quadrante i cui punti hanno am-
bedue le proiezioni positive e nel quadrante i cui punti hanno ambedue
le proiezioni negative. Infatti, se vi e correlazione fra due tests
€ piuw’ probabile che un soggetto che ha un risultato superiore alla
media in uno dei due tests abbia un risultato superiore alla media an-
che nell’ altro tests; e se invece ha un risultato inferiore alla media
in un test, e’ piw probabile che abbia un risultato inferiore alla me-
dia- che non un risultato superiore alla media anche nell’ altro test.
Inoltre, mentre e’ sempre poco probabile che un soggetto ottenga un ri-
sultato edcezionale, cioe’ lontano dalla media, nei due tests, e’ piw
probabile che’i risultati in tutti e due i tests siano o molto elevati
0 molto bassi, che non che il risultato in un test sia molto elevato e
nell’ altro molto basso.

Si ¢ detto anche che i punti che rappresentano i soggetti si di-
stribuiscono nel diagramma formando una specie di nuvola di forma el-
littica. cio’ dipende dal fatto che, in base a quanto ¢ stato detto,

1 punti si distribuiscono con maggior frequenza nel I e nel III qua-

(1) Infatti, mentre per esempio al punto Py corrisponde un risultato 0,0
nel test Y, al punto P, corrisponde un risultato +2, al punto Pg un. risultato
+3, al punto P, un risultato -1, 5.
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drante che nel II e nel IV; inoltre diventano tanto meno frequenti quan-
to piw c¢i si allontana dall’ origine degli assi, ma tale diminuzione di
frequenza € piuw’ rapida nel II e nel IV quadrante che nel I e II.

La densita’ dei punti sta dunque ad indicare la probabilita’ cne
un soggetto (in base ai suoi due risultati) si localizzi in un determi-

)

nato punto del piano. E la forma ellittica della nuvola di punti sta a
Consideriamo ora la fig. 27 in cui sono rappresentate le suddette

getti P che han-
31 tato z nel test
; : gli tutta una
:Tir‘éy tx tre parole, che

quiprobabili,

la probabilita’

spondere (in ba-

Fig. 27.
versi punti del-

probabilita’ 2 Evidentemente il punto che appartiene all’ ellisse meno
proiezione del suddetto punto sull’ asse Y.

indicare che 1 punti di uguale probabilita’ si dispongono lungo ellis-
si concentriche.
ellissi concentriche, e Ia retta (R, cioe’ 1’ insieme dei punti che rap-
presentano i sog-
TP Q no conseguito
lo stesso risul-
X. I1 fatto che
Q\ la retta OR ta-
serie di ellis-
si, cioe’, in al-
@/%/ 7/ 3 singoli punti
— della retta QR
appartengano a
diverse curve e-
significa evi-
dentemente che
che ha un sog-
getto di corri-
se al suoi due
risultati) ai di-
la retta OR (1)
non ¢ uguale. Quale ¢ il punto di QR che corrisponde alla massima
eccentrica, cioe’ il punto in cui la retta (R ¢ tangente ad una ellis-
se. Il risultato piw probabile nel test Y e costituito dunque dalla
consideriamo ora la rappresentazione ad assi obliqui, in cui gli
assi dei due tests X e Y, correlati positivamente, formano fra loro un

(1) cioe’ di ottenere i diversi risultat1 nel test ¥, che corrispondono
ol diversi punti della retta QR.
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angolo il cui coseno e uguale al coefficiente di correlazione fra i
due tests (fig. 28). Anche in questo diagramma, i punti P;j che rappre-
sentano i soggetti i quali hanno ottenuto lo stesso risultato zy nel

=c0s 6 =.77

o

tx

test X si trovano sulla perpendicolare all’ asse X nel punto z, (retta
QR); e le proiezioni ortogonali di questi diversi punti (P, P2, P,
P., ...) sull’asse Y rappresentano i risulfati di questi diversi sog-
getti nel test Y. ;

A differenza di quanto avviene nella rappresentazione ad assi per-
pendicolari. nella rappresentazione spaziale ad assi obliqui secondo
la convenzione del coseno i punti che rappresentano i soggetti si di-
spongono sempre simmetricamente intorno all’ origine degli assi, con den-
sita’ decrescente col crescere della distanza dall’ origine degli assi,
e secondo linee di uguale demnsita’ di forma non ellittica ma-*circola-
re (1). Maggiore densita’ significa - in questo come nell’ altro dia-
gramma - maggiore frequenza, e quindi maggiore probabilita’ di ottene-
re un determinato risultato.

Dalla fig. 29, in cui sono rappresentati gli assi X e Y, la perpen-

(1) vedi cap. II, 3.
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dicolare nel punto z,,, e inoltre i punti-soggetti disposti con densi-
ta’ decrescente a partire dall’ origine degli assi, e dalla fig. 30-in
cui, in luogo dei punti ci sono dei cerchi che rappresentano i punti

SR

Fig. 29.

13

equiprobabili, cioe’ i casi che hanno uguale probabilita’ di verificar-
si, si vede che gli assi X e Y.rappresentano due diametri delle circon-
ferenze concentriche di ugual, densita’ , mentre la perpendicolare in P
(cioe’ la retta QR) rappresenta una corda di tali circonferenze. Anche
@esto diagramma mette in evidenza un punto della retta @R che giace
nella zona di maggior demnsita’, cioe’ di maggiore probabilita’ , mentre
tutti gli altri punti rappresentane casi tanto meno probabili. quanto
piw si allontanano, nell una 6 nell’ altra direzione, da tale punto.Ma
nella rappresentazione ad assi obliqui il punto di mas3ima probabilita’
e’ il punto di intersezione della retta QR con l’asse del test X, cioe’
il punto P, (1); quindi il risultato piw probabile nel test ¥ di un

(1) Di tuttli i punti della retta QR, P; e’ il piw’ viecino all’origine de-
gli assi (e quindi rappresenta il caso piw probabile); infatti, prendendo un
altro punto qualsiasi della retta QR (per es. il punto P5) e congiungendolo
con O si ottiene un triangolo rettangolo,.di cui OP, e’ 1! ipotenusa ed e
dlindi maggiore di QP; che e uno dei cateti. o

I1 fatto che, a differenza di quanto avviene nella rappresentazione ad
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soggetto che ha nel test X il risultato z,p, € E}pg(l), cioe’ la pro-
iezione del punto P, sull’ asse Y (vedi figg. 28 e 30).

Q

=

Fig. 30.

punque rappresentando gli assi dei due tests X e Y in modo che i
due semiassi positivi formino un angolo il cui coseno corrisponde al
cwefficiente di correlazione ryy e segnando sull’ asse X il punto corri-
spondente al risultato di un soggetto nel test X (in unita’ standard),
tracciando la perpendicolare da quel punto al test Y, si determina il
risultato piw probabile (in unita’ standard) del soggette nel test Y.

E' tuttavia piw conveniente calcolare tale risultato servendosi.
il un’ equazione, detta equazione di regressione, che esprime la rela-
zione sussistente fra z,, e Z,,, cioe’ fra il risultato di un soggetto
P in un test X e il risultato piw ‘'probabile dello stesso soggetto in
m altro test Y. ;

assi ortogonali, la posizione del punto di massima probabilita’ sia messo
chiaramente in evidenza e’ uno dei vantaggi della rappresentazione ad assi
obliqui. - :

(1) Con E;p si indica la stime del risultato del.soggetto P nel test ¥

(stima che in questo caso e’ espressa in unita’ standatrd).

-
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I’ equazione di regressione si puo ricavare geometricamente (fi-
gura 31).
I1 risultato del soggetto P nel test X (in unita’ standard) e’ rap-
presentato dalla misura del seg-
Y mento OX, = z;p, mentre il pro-

P ty babile risultato dello stesso

soggetto nel test Y e’ rappre-
sentato dalla misura del segmen-

e " ()¢
7 to OYP = Zy,. Ma >l L cos B
4= P
- Xp g e quindi
Fig. 31. ' et —
0Yp = 0Xp cos O
E poiche’
cos B = r,,
si ha :
O, = 0%, ray:
cioe’

Zyp = rxy zxp (equazione di regressione semplice).-

Possiamo dunque calcolare il risultato piw probabile del sogget-
to 4 in un quélsiasi test Y (espresso in unita’ standard) conoscendo il
risultato dello stesso soggetto in un altro test X e il coefficiente di
correlazione fra i due tests, ryy. )

Esempio. I1 soggetto H ha conseguito in un test U (successioni nu-
neriche) punti standard -1, 8. Si chiede qual e il suo piw probabile
risultato nel test' |} (rappresentazione spaZiale). La correlazione fra
i due tests ryy = 0.50 . Z, = (0.50) (-1.3) = -0.65. Il risultato piw
mobabile del soggetto H nel test | e -0.65. . : _

Riferendoci a quanto e’ stato detto in préée‘&jenza risulta chiaro
che lo stesso procedimento puc’ essere usato per la stima del fattore
G Infatti se consideriamo G come un ipotetico test, di cui conosciamo
Ia correlazione con un altro test X (in quanto la saturazione a, del

test X nel fattore G ¢ la correlazione fra il test e G), possiamo pre-

vedere, in base al risultato di un soggetto p nel ‘test X, il suo risul-

tato nell’ipotetico,teSt di G, o in altre parole ,possiamo stimare la G

del soggetto. AL R ol ey -
A%chiarimento di quanto ¢’ st?td detto servono le figure 32, 33

-u

e 34. ' = e
Dalla fig. 32 che e’ analoga alla fig..zs,'si vede c¢he il proble-
m della stima di G € identico al ‘problem_a‘déll'a previsione di un ri-
sultato di un soggetto in un test Y sulla base del risultato in un test
X Nella fig. 33 appare evidente che il punto piw probabile giace sul-
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Fig. 32.
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Fig. 33.
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1’ asse del test X. Infine, dal-
la fig. 34 risulta chiaro che,
essendo

cos B = ryg = ay

Ia stima di G si ottiene median-
te 1’ equazione di regressione -

: : : e
Fig. 34. : G = 07y

che permette di calcolare il
valore piv’ probabile del fattore G del soggetto p.. ;

Esempio. 11 soggetto A ha ottenuto.nel test X il risultato zx£ =

= 1,2. Il test X ha una saturezione di 0,9 in G, cioe’ ax = rgx = 0,9.
In base all’ équazione di regressione la stima del fattore G del sogget-
to risulta (0,9)-(1,2) = 1,08 (1).

A questo punto sono necessarie alcune pre01sa210n1 La prev181one
si ottiene in base a due informazioni di natura diversa: il risultato
nell’ altro test, e la correlazione fra i dye tests. E il risultato pre-
visto ¢’ direttamente proporzionale all’uno e all’ altro dei due dati.
Ve mentre la relazione di proporzionalita’ fra risultato in un test e
previsione del risultato nell® altro test ha un significato chiaro (2),
il significato della proporzionalita’ tra risultato previsto e coeffl-
ciente di correlazione rende necessario‘un chidrimento.

Consideriamo a tale scopo.-la fig. 31 tenendo presente che quanto
piw’ piccolo ¢ 1’angolo B, tanto maggiore ¢ la'cofrelazione fra i due
tests, mentre quanto piw’ 1’angolo € si avvicipa a 90°, tanto minore. e
la correlazione. Variando I angolo O la misura della proiezione del seg-
mento Oz, sull’ asse Y (cioe’ il risultato previsto,, i’, nell’ altro test)
diventa tanto piw’ piccola quanto piw I angolo. O si avvicina a 90°, e:

*diventa zero, cioe’ cade sull‘orlglne dell’asse Y (che e’ comune con
I’ asse X) quando O = 90° (fig. 35). _

Teniamo presente che il - risultato zero in unita’ standard, e’ 1l

risultdato medio. Che cosa significa prevedere il risultato medio? Pre-

(1) E' opportuno far presente la scarsissima attendibilits’ di una tale
stima, basata su'un solo test. Consideriamo infatti il risultato Zga = 0,5

dello stesso soggetto 4 in un al.tyro test, |, che presenta snna saturaz1one in
Gdi 0,6. La stima della G dello stesso soggetto risulta (0,6) (0,5) =0,3. Le
"@le stime risultano ben diverse: secondo l°una il sbggetto ha iina G nattamente
superiore alla media, secondo 1’ altra ha uha (G media. Lo stesso puo’ accadere
dlando si procede alla previsione del risultato #n un test partendo dai risul-
tati del soggetto in due altri tests. Una previsione non e’ che il valore piw
probabile scelto entro una gamma teoricamenté illimitata di valori possibili.
Nel caso di G questa variabilita’ delle previsionl appare giugtificata dal
fatto che uno stesso risultato in un test puo* derivare da infinite combina-
zioni di G e di'S ' ; |
(2) Se due tests sono correlati positivamente, si deve ritenere piw pro-
babile. per il fenomeno della correlazione, che chi ha un risultato elevato in
~uno dei tests abbia un risultato-elevato anche nell’ altro test. :



vedere o stimare statisticamente il risultato di un soggetto in un test
significa indicare il risultato piu’ probabile; se non si dispone di
nessung informazione sul soggetto che sara' sottoposto al test, la so-
la previsione ragionevole e’ la media aritmetica dei risultati nel test,
cioe’, in unita’ standard, Zyp = 0. Infatti non avendo altre informa-
zioni (per es. relative ad altri tests ai quali il soggetto sia stato
sottoposto) la previsione consiste nel localizzare il risultato del
soggetto in uno spazio unidimensionale, cioe’ sull’ asse del test di cui
si 'intende prevedere il risultato. Ma“se si sottopone al test un grup-
po numeroso di soggetti presi a caso, i risultati, cioe’ i punti sog-
getti sull’ asse del test, sono tanto piu’ frequenti quanto pin’ sono
vicini all origine dell’ asse, cioe’ alla media della distribuzione, che
¢ quindi il valore piw probabile. e

D’ altra parte, se e' vero che la media aritmetica e la migliore
previsione del risultato di un dato soggetto gquando non si dispone di
altre fonti di informazioni (1), € vero anche I’ inverso, cioe’ che

(1) Puo’ venir fatto di chiedersi come mai, essendo la media aritmetica
dei risultati in un test il risultato piu* fregquente in guel test, abbia senso
indicare un risultato diverso dalla media aritmetica come il piuw probabile.
Sta i1 fatto che quando conosciamo il risiltato di un dato soggetio in un test
correlato, prendiamo in considerazione soltanto i risultati possibili dei sog-
getti che ottengono tutti quel determinato risultato nel primo test, e la me-
dia dei risultati di questo particoldare gruppo di soggetti e’ diversa ddlla
media generale. Possiamo cioe’ considerare la distribuzione dei risultati in
un test . (Y) di cui ci proponiamo di prevedere i risultati in base alla sua
correlazione con un altro test (X), come costituita da tante sequenze di ri-
sultati, collegate ciascuna con un risultato nel test X: ognuna di queste se~
quenze rappresenta una-diversa distribuzione di frequenze il cui wvalore medio

-
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quando si indica come risultato piw’ probabile la media aritmetica, ¢’
segno che non si dispone di alcun’ altra informazione relativa a quel
soggetto. i

Le stesse considerazioni valgono anche nel caso precedentemente
considerato, dell’ assenza di correlazione fra il test di cui si conosce
il risultato e il test di cui si vuol prevedere il risultato. Mancanza
di correlazione fra due variabili significa mancanza di ogni rapporto;
quindi se fra i due tests non vi ¢ correlazione, il fatto di conosce-
re il risultato di un soggetto in un test non rappresenta nessuna in-
formazione relativamente al possibile risultato del soggetto nell’altro
test. I¥ altra parte, se la correlazione e molto piccola, il valore del-
T informazione sara’ assai limitato; e sara’ tanto maggiore, ‘quanto piu’
grande e’  la correlazione. - |

Questo e’ il significato della relazione di proporzionalita’ che
I’ equarione di regressione viene a stabilire fra la grandezza del ri-
sultato previsto e la grandezza della correlazione fra i due tests.
quanto piw piccola e’ la correlazione (in senso assoldto, pesitiva o
negativa che essa sia) e tanto meno la previsione differira’ da zero,
cioe’ dalla media generale; cioe’ tanto minore e’ il peso che viene da-
to all® informazione ossia al risultato del soggetto nell’ altro test.

Altrettanto vale quando, anziche’ prevedere il risultato di un sog-
getto in um test, sulla base del risultato conseguito in un altro test,
ad esso correlato, si intende stimare la misura del fattore G (o di un
altro fattore) di un soggetto, sulla base del risultato in un test di
cui ¢ noto il coefficiente di saturazione nel fattore stesso. Dato che
nell’ analisi di Spearman il coefficiente di saturazione e’ un coeffi-
ciente di correlazione fra il test e il fattore, quanto piw’ alto e’ il
coefficiente di saturazione del test e tanto maggiore e il peso che si
attribuisce all’ informazione costituita dal risultato del-soggetto nel
test, agli effetti della stima del fattore.

Ma vi ¢ di piw’ . Col variare del coefficiente di correlazione va-
ria non soltanto la misura in cui il risultato previsto differisce da
zero, cioe’ dalla media generale, ma anche i;.grédo di incertezza, cioe’*
la probabilita’ stessa della previsione. Il grado di fiducia che merita
wna previsione e’ anch’ esso funzione del coefficiente di correlaziome
fra i due tests: ¢ minipmo quando la correlazione e zero (cioe’ quan-
do la previsione coincide con la media aritmetica della distribuzione)
e massimo quando la correlazione e +1, cioe’ quando la previsione di-
venta certezza (1). wi
on coincide con la media generale dei risultati del test relativamente al
@ale ci si propone di fare la previsione. La previsione, essendo fatta per il
valore piu’ probabile, corrisponde cioe’ sempre alla media di una distribuzio-
ne, ma si tratta di distribuzione la cui media non coincide, in genere. con .la
media della distribuzione generale. - % ; .

(1) L’ errore tipo. della pre__uisione_‘_‘c/:r]a x che misura tale gljado d’ in'f:erf,ez.. -
za si calcola con la formula Gy x = Ox V1 - riy in cui Oy x e la deviazione

standard dei risultati mel test Y relativi ai soggetti che hanno lo stesso ri-
sultato nel test X. -
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E’ evidentemente essenziale poter fare una previsione efficace
(che cioe’ non coincida con la medla della distribuzione) e che presen-
ti un certo grado dl 51curezza Slccome cio’ e possibile soltanto quan-
do vi ¢ un’ elevata correlazione fra le due 'variabili (i due tests) non
resta che trovare un mezzo per aumentare tale correlazione.

I1 mezzo consiste appunto nel partire dai risultati del soggetto
in tutta una batteria di tests anziche’’ in un solo test. Tale batteria
viene a costituire come un unico test, composito, che ha con il test di
cui ci si propone di prevedere i risultati, una correlazione piw’ gran-
de di quella di ognuno dei componenti.

Ma, come si e detto, non avrebbe senso attribuire ai vari tests
componenti la batteria lo stesso peso, dato che il contributo che ognu-
no di essi porta alla previsione e diverso. Si tratta dunque di deter-
minare dei ‘coefficienti ponderali tali da ottenere un massimo di cor-
relazione tra la somma dei risultati nella batteria di tests e il test
(o in genere la variabile) il cui risultato ci si propone di prevede-
re ° .
Anche per la stima di un fattore si procede allo stesso modo, uti-
lizzando i risultati di un- soggetto in una batteria di tests e serven-
dosi di coefficienti ponderali calcolati in modo da dare la stima piu’
attendibile (v. $ 5).

4. La previsione a partire dai fisﬁltati in due o piw tests

Cci limiteremo qui ad esaminare dal punto di vista del modello geo-
metrico il problema della previsione a partire da piu’ tests (1), pro-
blema che, secondo quanto e’ stato detto, non differisce dal problema
della valutazione di un fattore di un soggetto, a partire dal suo risul-
tato in piw® tests.

Consideriamo angitutto il modello geometrico della previsione del
risultato in un test (Y) - o della stima di un fattore (G) in base ai
risultati in 2 tests (X, W), conoscendo le correlazioni fra i 3 tests
(fxy» Twy» Txw)» ODDUre se si tratta della stima di G, della correla-
zigne di due tests e con Ge fra 1oro (rs = Gy, Fyg = G, Tyy)- Nel mo-
dello, gli assi X, W, Y (oppure X, }, G) sono orientati in modo che X
e I formino un angolo ¢ e tale che cos 0 = ryy, X e Y formino un ango-
lo B thlb;che cos B = ryy, We Y un angolo y tale che cos y = ryy (0se

; : el
| “' -

(1) La tecnica del calcolo di questi coefficienti ponderali (coefficienti
di regressione multipla) si trova descritta in ogni testo di statistica nel
capitolo “Correlazione multipla”. Tale tecnica non interessa.particolarmente
questo capitolo dato che, come vedremo, - Spearman ha elaborato un procedimento

piu semplice per la stima di @ in base aihrisultat1 i5 una batteria di tests
,dl cui siano note le saturazioni in @.
b Conviene ad ogni modo precisare che una volta calcolatl i coefficienti di
regressione multipla si ottiene direttamente, risolvendo 1’ equazione di re-

gressione multipla, la stima della variabil® che ci si proponeva di valutare,
variabile che puo’. essers eventualmente un fattore.
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invece si tratta di stimare G, X e G formeranno un angolo B! tale che
cos B' = ryq =a; e We Gun angolo y' tale che cos y' =1, , = a,).

In fig. 36 il triedro
costituito dai 3 assi e di-
segnato in prospettiva; X e
f/ sono su] piano del foglio,
mentre Y(G) incontra il pia-
no nel punto O.

I risultati del sogget-
to P nei tests X e I sono ri-
spettivamente zz, € zyp. Nel
piano individuato dai due as-
si Xe W, tutti i punti che
giacciono sulla perpendicola-
re ad X nel punto z,, hanno
la stessa proiezione z,, in
; X, e corrispondono quindi a

Fig. 36. ‘persone che hanno conseguito
Pon e : g lo stesso risultato nel test
e iie . X; cosi’ pure tutti i punti
che giacciono sulla perpenditolare a Wmnmel punto zpy hanno su H la stes-
sa proiezione zp,,, e corrispondono quindi a soggetti che hanno conse-
guito lo stesso risultato nel test W (1).

Ma le due perpendicolari si incontrano in un punto P’ il quale
trovandosi su tutte € due le pérpendicolari ha la proieziome z,, su X
e zpy Su M, cioe’ rappresenta quei soggetti che hanno ottenuto i risul-
tati z,; nel test X e zp, nel test W Quale ¢ il risultato piw pro-
babile di questi soggetti mel test Y? :

I tre assi, X, W,*Y individuano in generale (9) uno spazio tridi-
mensionale, nel quale i soggetti che hanno gli btessl risultati, z;; in
Xe Zpy in iapon sono rappresentati da“un- punto ma da tutti i puntl che
sul piano XW hanno la‘loro proiezione in P’, punti che giacciono tutti
sulla retta OR, perpendlcolare al pzano P4 nel punto P'.

Ognuno di quest1 punti ha una pr01e510ne dlversa sull’asse Y, cioe’
ognuno di questi punti,’ corrlspondentl a soggettl che hanno ottenuto®
risultati uguali nei ‘tests X e W, si differenzia per il risultato nel
test. Y. Ma, come nel caso della previsione in base ad un test, possia-

(1) Rlcordlamo ancora una volta che i soggetti ‘che sono rappresentati da
punti che ‘giacciono sulla perpendicolatre in zpx hanno lo stesso risultato nel

test X, ma risultati diversi nel-‘test W (in guanto tali punti hanno. proiezioni

.diverse sull’ asse [f); ercosi’, i soggetti.che sono rappresentati da punti che

giaceciono sulla perpend1c61are a | nel punto zp. hanno lo stesso risultato in

W ma risultati diversi in X.
(2) Esiste pero’ il caso part1colare in cui 1’ asse del 3° test si trova
sul piano degli altri due. In questo caso il risultato nel 3° test si deduce

(con certezza) dai risultati negli altri due.
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Fig. 37. - sezione delle
sfere concentriche lungo
il piano individuato dai
raggi X e §.

Fig. 38. - Sezione delle
sfere concentriche lungo
un piano ortogonale =
quello di fig. 37 ché com-
prende la retta QR e il
tentro delle sfere.
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mo anche qui indicare la previsione piw probabile. In uno spazio tri-
dimensionale individuato da tre assi con origine comune - disposti in
base alle correlazioni, secondo la convenzione del coseno - i punti che
rappresentano i soggetti si dispongono simmetricamente intorno all ori-
gine degli assi, con densita’ decrescente col crescere della distanza
dall’ origine, secondo superfici di ugual demsita’ di forma sferica, con-
centriche, con il centro in corrispondenza all’ origine degli assi.

La retta OP' rappresenta un raggio e la retta (R essendo perpendi-
colare ad OP' rappresenta una corda di tali sfere (figg. 36, 37, 38).

Tale corda incontra successivamente superfici sferiche corrispon-
denti a densita’ di punti (e quindi probabilita’) tanto minori guanto
piw si allontana nelle due direzioni, dal punto P’, che e’ il punto
piw vicino all’ origine. Il punto P’ appartenendo alla zona di massima
densita’ , rappresenta dunque tra tutti i punti che rappresentano i sog-
getti che hanno conseguito nei tests X e W i risultati zpy e zp,, 1l
caso piw probabile, e quindi la proiezione del punto P' sull’ asse Y
rappresenta il risultato piw probabile del soggetto nel test V.

Lo stesso modello geometrico serve per stimare G in base ai risul-
tati di due tests, essendo note le saturazioni dei due tests in G e la
correlazione fra i due tests.

Essendo la saturazione del singolo test in G pari alla correlazio-
ne fra il test e G si possono orientare i tre assi secondo la conven-
zione del coseno. I1 punto P’ rappresenta, nel piano AW, il soggetto
che ha conseguito nei due tests X e Wi risultati z,x e z;4. Ma nello
stesso spazio tridimensionale individuato dagli assi X, We G tutti i
punti della perpendicolare P‘R hanno le stesse proiezioni in Xe W
cioe’ rappresentano soggetti che hanno gli stessi risultati nei due
tests, ma hanno una diversa misura di G, in quanto ogni punto di tale
perpendlcclare ha una diversa proiezione sull® asse G. Tuttav1¢ in ba-
se a yuanto e’ 'stato detto precedentemente, il punto 'Q della retta
QP R (1) rappresenta il caso piu’ probabile, e quindi la proiezione
di Q sull’ asse G rappresenta la stima statistica di G (quando si parte
dai risultati di due tests).

I1 ragionamento puo’ essere esteso ad un numero qualsiasi di tests
me il modello geometrico non € piw rappresentabile quando aumenta il
numero delle dimensioni. Passando a considerare la previsione a parti-
re @ta 3 tests, si puo’ ancora rappresentare il sistema dei 3 tests, con
i rispettivi 3 risultati di un soggetto, ma non e’ piw possibile rap-
mresentare (Se si rappresentano i tre tests) 1’ asse del 4° test (oppu-
re 1’ asse del fattore, se invece di prevedere il risultato in un test
ci si propone di stimare un fattore, per esempio G). E tuttavia utile
considerare anche questo caso.

(1) Retta che costitulsce una corda delle superfici sferiche co:}cgntricne
comprendenti ciascuna i punti di uguale densita’ e guindi equiprobabili.



cap. IV, 4] LA VALUTAZIONE DEL FATTORE G — 93

I tre tests, X, W, U, sono disposti in base alle correlazioni Txw,
Tux, Tuy Secondo la convenzione del coseno (fig. 39).

Sviluppando rela-
tivamente alla situa-
Zione di fig. 39 il
procedimento seguito
per il modello di fig.
36 si vede che vi ¢’
un unico punto P" del-
lo spazio tridimensio-
nale, le cui proiezio-
ni sui tre assi corri-
spondono ai risultati
ragegiunti da un sogget-
to nei tre tests. Il
quarto asse, che rap-
presenta il test Y (e
. il fattore G), non e’,
in generale, rappresentabile nello spazio tridimensionale. Dobbiamo,
dunque, anche in questo cas0, passare ad uno spazio che ha una dimen-
sione in piw , cioe’ ad uno spazio quadridimensionale.

Analogamente a quan-
to avveniva per il punto
Q nel passaggio dallo spa-
zio bidimensionale allo
spazio tridimensionale -
nello spazio quadridimen-
sionale non solo il mnto

Fig. 39.

DR ; -*1; P", ma tutti i punti di u-
o7 ' Zy na retta QP"R che esce dal-
o 0 lo spazio tridimensionale

" ed e’ perpendicolare ad
//P/’ esso (1) hanno come proie-
R ; zioni ortogonali sui tre
assi X, We Ui punti 2z,
Fig. ?O.—-I due piani sono rappresentati per Zyp € Zyp-.-I punti della

::ﬂ;izzzrg?e le due. rette R e ?’non sono retta (P"R rappresentano
1 o2 ‘soggetti che avendo gli
stessi risultati nei tests X, We .U (cioe’ Zxps Zwyp © Zyp) hanno ognu-
no un risultato diverso nel test Y (o una misura diversa nel fattore G)
ine«quanto ognuno dei punti della retta (P'R ha una proiezione diversa
sul quarto asse (fig. 40) (2). '

#

(1) E che percio’ ron e’ rappresentabile in fig. 39. . .

(2) La.fig. 40 comprende soltanto la retta QP'R e 1’ asse Y, ed e dunque
rappresentabile come ogni sottospazio di uno spazio pluridiménsjonalg;.quando
tale sottospazio non abbia piw’ ‘di tre dimensioni. - :

d 7

5
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Tuttavia ragionando analogamente a quanto si e’ detto nella situa-
zione tridimensionale (e considerando in questo caso non piw superfi-
ci sferiche comprendenti ciascuna punti di ugual densita’ , ma ipersu-
perfici ipersferiche) si conclude che il punto R corrisponde al caso
piw probabile e quindi la proiezione di R su Y (o G) e la previsione
statistica di zy, (o di G). ” :

5. Il procedimento di Spearman per il calcolo del valore probabile del-
la G di un soggetto :

11 modello geometrico e’ un sussidio prezioso per chiarire il si-
enificato dell operazione di stima della misura piw probabile di un
fattore o di una variabile. Per effettuare I’ operazione di stima e’ tut-
tavia necessario porre il problema in termini algebrici.

gi tratta di impostare un’ equazione (equazione di regressione mul-
tipla) la cui forma generale e’ ' '

-

Zy = Bazx, + Bozx, + B2z, + ... + Bazx,
in cui :
Zx,, Zxgs ceen 2y sono. i r;aﬁltati di un soggetto nei tests
Xy, %o, -.-, %y €spressi in unita’ standard; 2 -
By Bsy s:ui By sono dei cpefficiehti‘(coefficienti di' regressio-

ne multipla) calcolati 'in modo da. dare ai risultati dei diversi tests
un peso proporzionale al contribute di previsione dei singoli tests;

zg € la stima della variabile dipendente, cioe’, per es., la pre-
visione del risultato scolastico o professionale o, nel nostro caso, il
valore piu’ probabile del fattore'G del soggetto. o !

I risultati del soggetto nei tests della batteria sono i dati di
c1i si dispone in partenza; per effettuare la stima bisogna dunque cal-
colare i coefficienti ponderali B, Bo, ..., By (1).

(1) Ricordando ché 1" equazione di regressione semplice ha la forma

~ |
Zy = r”,zx

che cioe’ nel caso piu’ semplice, in cui la stima si fa in base alla misura di
una sola variabile (cioe’ in base al risultato del soggetto in uh solo test),
il coefficiente ponderale e il coefficiente ,di correlazione fra ‘le due varia-
bili (cioe’, nel“nostro caso, il coefficiente di correlazione fra la variabile
e il fattore G, rie = ap), vien fatto di~chiedersi- come mai nell’ equazione di
regressione multipfa non si usino, come coefficienti ponderali, “i coefficienti
di correlazione fra ogni singola.varfabile nota (test) e la variabile la cui
misura si intende stimare. . . S

La ragione per cui questa semplice soluzione non sarebbe 'gorretta sta nel
fatto che in guesto modo si trascurerebbe un dato molto importante, cioe’
1" intercorrelazione fra le variabili note (cioe’ tra i tests). L' informdzione
che ogni singola variabile nota fornisce Telativamente a una variabile corre-
lata e certamente tanto maggiore quanto maggiore e la correlazione fra le
due variabili, ma e’ anche tanto piu’ piccola quanto maggiore e’ la correla-
zione che lega tale variabile alle altre varidbili note utilizzate nella sti-
ma. In altre parole, se y e’ "la variabile la gui misura ci si propone di sti-
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I1 procedimento per calcolare i coefficienti di regressione multi-
pla si trova in ogni testo di statistica. Ma per la particolare appli-
cazione di cui ci stiamo occupando - la stima del fattore G di un sog-
getto - Spearman ha elaborato uno speciale procedimento, molto piw sem-
plice e rapido (1).

I coefficienti di regressione multipla si calcolano mediante 1la
formula: -

1 T
1+8 1
in cuil :
.2
r
S i L8
1-rig

]

E’ conveniente eseguire i calcoli raccogliendo i r1su1tat1 in una

tabella, come nell’ esempio di Tabella 24. :
: Coefficienti di
N a - regressione
g ) riﬁ r“_' F
Test | r re 1 -rs :
ig |"iG o 1 - rig Vs rfG 1 5 Tig
TR P

1 .9 811-.19 4..263 - 4.737 - 583

2 .T7..{ -59 .41 . 1. 439 1. 878 w231

3 .6 .36 | .84 .562 .9.37 s 115

4 53 | -28] -72 . .389 & 7385 .091

5. | -46 |*.21| .79 .266 * | .582 .072

8 .3 .09 9= .099 330 .041

G | e .064 . 266 033

© rlQ o 5
S=3 S - 7082
1= Tyg
Tabella 94.
1
= .123
1 +8

MATE € X4 ;' Xo, «+s. Xnp sono le ﬁhriabiii note, di cui cioe’ conosciamo i Ti-

sultati e 1i utilizziamo nella stima, I’ informazione che ci da’’ per es. z, e'
molto importante se ry y ba un yvalore molto elevato (per es. 0.90) e DeI‘ClO'
‘bisognerebbe dare molto peso all’ informazione di 45, moltiplicando x4 per un
coefficiente elevato; se pero’,xg ha anche una elevata correlazione, per es. -
con.zy (rxli e’ <¢ioe’ molto elevato, per es. 0.95), 1°informazione fornita da
X5 e’-pr&ticamente nulla, perche’ non fa che ripetere 1’ informazione fornita’
da'xy. i S HENSR
'.1Percio' i coefficientf di regressione multipla, il ¢éui valore .dipende non
soltanto dalla.correlazione -della ‘singola variabile nota con la variabile da
‘'stimare, ma anche dalle carrglazxonlucon le 'gltre variabili note, richiedono
calecoli piuttosto complicati. 3 ST

(1), Vedi THOMPSON. ».224.° ' :
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Utilizziamo, per semplificare i calcoli, i dati della matrice ge-
rarchica fittizia.

Ottenuti i coefficienti di correlazione multipla siamo in grado
di stimare il valore piw¥ probabile della G di un soggetto.

Per il calcolo ci occorrono i risultati del soggetto nei tests, e-
spressi in unita’ standard.

Facciamo dunque 1' ipotesi che il soggetto L abbia conseguito i se-
guenti risultati:

zZyp = 1.5 Zsp = .6
Zoy = 2.00 Zep, = - .5
zgy = 1.2 Z;, = 0.60
Zag = 1.7
. L’ equazione di regressione multipla B;gzyy + BogZap * .-+ Prg2qy =

= (; sostituendo i dati dei [ e degli z

(.583) (1.B) + (.231) (2.00) + (.115) (1.2) + (0:91) (1.7) +
+ (,072) (.6) + (.041) (-.5) + (0.33) (0.00)

da’ come risultato 1.585 che ¢ la stima (in'unita’ standard) del fat-
tore G del soggetto L.

Dal coefficiente di regressione multipla si ricavano altre inte-
ressanti informazioni.

come si e detto, la batteria funziona in questo caso come un uni-
co test, di cui i singoli tests sono le componenti elementari o "items"”;
e i coefficienti di regressione multipla sono calcolati in modo che
questo test composito abbia una correlazione massima con la variabile
di cui si vuol stimare la misura (il fattore (). Attraverso ai coeffi-
cienti di regressione multipla si ¢’ in grado di calcolare tale corre-
lazione (correlazione multipla) e quindi di controllare il vantaggio
ottenuto servendosi di tutta la batteria, anziche’ del solo test che
presentava la massima correlazione con la variabile di cui si intende

stimare la misura.
La correlazione multipla si ottiene applicando la seguente formu-

la:
R?-xlxgxsf...,1_,= Birg,y * Bergy + oo # Bargy
da cul si ricava:
Ry. XyXopuiao ,;:. = ‘/Rfr.:ixg, SRS $5
cioe’ nel caso qui consider;to
Ré'lliﬁ.a-;,:.l= iPyia Bﬂrxgﬂ + ... 4 Baregg
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n cul ry g = o5,

Sostituendo i dati nmella precedente formula (1) si ha
RG. xy5p...x, = (-583)(.9) + (.231)(.7T) + (.115)(.8) +
+ (.091)(.53) + (.072)(.46) + (.041)(.3) + (.033)(.25) = .873470
Ry i V. 873470 = .9346
che confrontato con la correlazione .9 del test piw saturo di G della

batteria, ci da’ la misura del vantaggio - a dire il vero molto mode- -
sto - ottenuto calcolando la correlazione multipla.

2 :
(1) RG"LH«;,---I. si puo’ calcolare fa_c11mente tenendo conto che

| | 1 rlG
Rf‘,.:lxg...x. i 1:21 @1 rig = 12 { g * ri(;]

2
=1 LAy 1-ryg
1 Tig e 1
poiche?’ {51 = . = , estraendo il coefficiente dalla
T s 1 - rig 1 +/'S
sommatoria si ha _
2
2 S R PR By et
. = i =
uekikacoady 14'S =1 1 - rig ¢ 1.+78 =1 1 - #ig
2 ,
ma ;‘, ——-—rm ='S e quindi 32 = *--——-S
= (T8 o) e x
i=1 i - rfq = 1%2 n 1 +'S
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DALLA TEORIA DEI DUE FATTORI
AT METODI PLURIFATTORIALI

Capitolo I

1. I fattori di gruppo

pal punto di vista della teoria fattoriale di Spearman che, come
¢ stato dimostrato, si fonda sull’ annullamento delle differenze tetra-
diche, 1’'unica eccezione ammissibile all’ annullamento delle tetradi e’
la correlazione specifica: il fatto che la correlazione fra due .tests
non sia dovuta soltanto al fattore G ma anche ai due fattori .S (che in
questo caso non sono indipendenti). Tale eccezione e’ dunque da attri-
buire all’ errore di aver introdotto nella batteria due tests simili an-
che nelle loro caratteristiche esteriori. 2

Ma coll’ estendersi dell’ esperienza fattoriale risulto’ non soltan-
to che le batterie di tests per le quali non si verificava 1'annulla-
mento delle tetradi erano troppo comuni per poter essere considerate
delle eccezioni, ma anche che tali eccezioni avevano un carattere di-
verso da quello previsto. Non si trattava cioe’ soltanto di . coppie di
tests particolarmente simili tra loro, e di cui uno doveva venir elimi-
nato per ripristinare la gerarchia, ma di gruppi di tests che presen-
tavano tra loro una correlazione aumentata rispetto agli altri tests
della batteria. Tali tests non apparivano inoltre particolarmente simi-
1i tra loro, ma la loro affinita’ consisteva soltanto nell’ avere essi
una caratteristica comune, assente negli altri tests della batteria.

cosi’ ad esempio, in una batteria in cui una parte dei tests sono espres-

si in termini verbali mentre gli altri non si servono di parole, 1 tests
verbali risultano piw’ correlati fra loro che con gli altri tests del-
la batteria. Tale ipercorrelazione sembra dunque dovuta al fatto che i
tests di questo gruppo, a differenza degli altri tests della batteria,
fanno uso delle parole per esprimere il compito posto ai soggetti. Ma
e’ evidente che non si'tratta di' una caratteristica. specifica nel sen-
so in cui finora si era parlato di fattore specifico.

Si e’ detto infatti che i fattori specifici risultano del tutto
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privi di interesse in quanto, in primo luogo sono innumerevoli, e in
secondo luogo ognuno di essi, essendo specifico di un particolare test
puo’ servire soltanto. a prevedere il rendimento di un soggetto in quel
determinato test (1). Ma e’ ben diverso 1’ interesse che presentano in-
vece le variabili, alle quali si e° accennato in precedenza, comuni a
tutto un gruppo di tests. Spearman stesso si vide costretto a'dar loro
una posizione particolare; nelle piu® recenti formulazioni della sua
teoria egli parla oltre che del fattore generale e dei_fattori .specifi-
ci, di fattori di gruppo, verbale, numerico, spaziale (V, N, S) i qua-
1li rappresentavano delle attitudini piw’ specializzate, e comunque mol-
to meno importanti del fattore G.

In seguito a questa estensione della teorla dei due fattori le sa-
turazioni relative ai fattori di gruppo venivano estratte dalle corre-
lazioni gesidue)l dopo I estrazione delle satura210n1 relative al fatto-
re generale, e rlsultavano in genere di entita’ limitata. Per Spearman,
i fattori di gruppo rappresentavano, infatti, -delle eccezioni che ave-
vano. I’ obbligo di dimostrare il loro diritto all’ esistenza.

pi fronte alla constatazione di un’-eccezione alla regola dell’an-
nullamento delle tetradi si- presentavano dunque due vie da seguire: la
prima, espressiome di un punto.di vista conservatore, consisteva nel-
I’ eliminare uno dei due tests "indebitamente simili” e responsabili
quindi di una correlaziome:troppo- elevata che rompeva 1’ equilibrio di
una tetrade; si apriva’ pero*- anecihre-una strada piw fruttuosa che consi-
steva nello studiare la-variabile di-disturbo.”nel misurarla, cioe’ nel
non trattarla come una variabile di disturbo, ma come un fattore nuovo,
destinato ad arricchire la mustra—conoscenza delle variabili psicologi-
che.. . s by

Partendo dalla teoria dei due fattori di sDearmanp si poteva dun-
que mettere in evidenza un fattore di gruppo procedendo nel modo seguen-
te

Una tetrade.che presentava una.differenza tetradica statlstlcamen-?f

te 51gn1flcat1va (e quindi non nulla) in quanto due dei quattro tests /{4
presentavano wma correlazione. particolarmente alta, Ita, costituiVd il pun- '
to di partenza per un’ ipotesi, relativa alla natura del legame_fra i
.due tests, ipotesi Ehe venivéi¢ontrollata cost¥uendo una speciale bat-
teria. Ma lo. stesso metodo tale: anche se anziche’ partire dalla consta-
tazione di un’ ecceziorp all’ anhullamento delle tetradi, si parte diret-
tamente da un°1pot351 suggerita 4a ragioni teoriche; 1’ ipotesi dell*e-
sistenza di un particolare fattore di gruppo.

(1) Il che, come osserva Th_dmpson. e’ ‘inutile perche’' cunosciamo gia® il
risultato del soggetfio nel test.
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2. controllo dell’ ipotesi della presenza di un fattore di gruppo

Rlprendendo il nostro esempio, |se in una differenza tetradica non
nulla, due tests, che risultano fortemente correlati, si differenziano
dagli altri in quanto fanno appello ambedue all’ espressione verbale,
si presenta naturalmente I’ ipotesi che in questo caso la correlazione
fra i due tests sia dovuta, oltre che alla presenza del fattore G an-
che ad un altro fattore, presente in quei due tests e assente negli al-
tri due tests della tetrade, e che questo fattore consista appunto nel-
I’ abilita’ ad esprimersi verbalmente ed a comprendere le espressioni
verbali. L

Questa ipotesi (che d'altra parte, come si e detto, poteva sorge-

re anche indipendentemente dalla constatazione di una correlazione par- %
ticolarmente elevata, responsabile della non- nuillta’ di una tetrade)
viene controllata nel modo seguente' / /

Si costruisce una batteria formata per meta’ di tests verbali, e
per I’ altra meta’ di tests non verbali tali da soddisfare alla condizio-
ne dell’ annullamento delle differenze tetradiche, e sulla base dei ri-
sultati ottenuti applicando la batteria su un campione sufficientemen-
te numeroso di soggetti, si calcolano le intercorrelazioni tra i tests
e si ordinano i coefficienti di correlazione in una matrice a quattro
quadranti come quella di tab. 26.

Una matrice di questa struttura serve allo scopo di mettere in e-
videnza le tetradi critiche, quelle che dimostrano la presenza di un e-
ventuale fattore di gruppo.

Va notato che la presenza di un fattore di gruppo nei tests non
determina necessariamente la non-nullita’ delle tetradi che fanno capo
a tali tests.

Consideriamo infatti una delle tetradi costituita dalle correla-
zioni, tra quattro tests verbali che chiameremo k, k, ky; k,, per es.
quella racchiusa in un rettangolo in tab. 25.

k1 ks ks kq

ky Tio Tig T4
ko 21 Fos Toa
kg raa Tas Taa
ky Tga Ts2 Fas

Tabella 25.

Ammettiamo che tali tests oltre ad avere in comune il fattore G
abbiano in comune anche il fattore di gruppo V, e che quindi i coeffi-
cienti siano piw elevati di quanto sarebbero stati per azione del so-
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lo fattore G. Non ne deriva tuttavia che la differenza tetradica
TyaToy — T14Tos debba avere necessariamente un valore significativa-
| mente diverso da zmero. Essendo infatti tutte e quattro le correlazioni
aumentate per azione del fattore di gruppo V. e possiBife che la dif-
ferenza tetradica risulti approssimativamente nulla.

,‘ Le tetradi rivelatrici sono quelle in cui uno selo dei due termi-
| ni della differenza tetradica viene aumentato per effetto della corre-

lazione dovuta a un fattore di gruppo: :

' f _ 'Consideriamo la)matrice delle correlazioni relative alla batteria
| .costituita per meta’ di tests verbali e per meta’ di tests non-verbali,
) L X coefficienti di correlazione sono disposti in'modo che.la matrice ri-
! sulti divisa in quattro quadranti: nel primo quadrante (A) sono le in-.
1 tercorrelazioni fra i tests che si ritiene possano essere saturati da
[i un fattore di gruppo.(che aumenta le intercorrelazioni); il secondo e

e —

il terzo quadrante (B, C) comprendono le intercorrelazioni dei tests
.suddetti con i tests privi di fattori di gruppo; nel quarto quadrante
(D) sono comprese le intercorrelazioni-fra i tests privi di fattore di
gruppo (tab. 26). :
Abbiamo.gia’ veduto che 1e tetradi formate con_quattro termini del
I quadrante (termini che sono tutti del tipo Fyyky) DOD DOSSONO esse-

re considerate sufficientemente 1ndlcat1ve della presenza_dl un fatto-
re di- gruppo. Ovviamente non possono essere usate a tale scopo le tetra-
di del IV! quadrante, che comprende soltanto correlazioni del tipo ry riy?

!, cioe’ fra quei tests -che sono stati 1ntrod0tt1 nella batteria in quan-

it | to non contengono fattori di gruppo, ma corrispondono al criterio del-

I’ anpnulldfiento’ delle: tetradi. 1311 tepradl possono tutt’al piu’ -servi-
re per controllo, per stabilire cioe’ se i relativi tests corrispondo-

li no realmente al criterio.in, base al quale sono stati scelti. Neppure

| le tetradi del II e del .III quadrante (1) che comprendono soltanto cor-

| relazioni del tipo ry;, sono-indicative dell’ eventuale presenza di un

| fattore di gruppo nei tests K, poiche’ la correlazione fra un test sa-

f: turato da un fattore di gruppo.e un test privo di tale fattore non pos-

il sono dipendere.che dal fattore G comune agli uni e agli altri tests.

" Quindi dnche in qubsto caso. le differenze tetradiche tenderanno ad an-
- nullarsi, indipendehteménte_dall’eventuale presenza di un fattore di

‘J gruppo.

' Le.sole tetradl veramente 1udlcat1ve sono quelle i cui quattro
coefficienti di correlazione appﬂrtengono a quattro diversi quadranti,

) I coefficienti di correlezione cemprési nel IT quadrante sono uguali
i compresi.nel III quadrante.

e

(
|| a quel
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Tgx Tki : - o

(1) nelle quali solo il coefficien-

Tik Tii

te di correlazione del I quadrante, cioe’ riy e rinforzato se nei tests
k ¢’e’ un fattore di gruppo. In tal caso infatti nella differenza te-
tradica rygry; - Txirix il primo termine risultera’ maggiore del secon-
do e pertanto la differenza fra i due dovrebbe risultare significati-
vamente diversa da zero (2).

Dato pero’ che, come si ¢ detto, per gli errcri casuali di cam-
pionatura dei coefficienti di correlazione, le differenze tetradiche,
anche se si annullano nella popolazione, assumono valori diversi da ze-
ro nel campione, si deve ricorrere ad un criterio per stabilire quando
differenze tetradiche diverse da zero debbono essere considerate signi-
ficative, cioe’ dovute non ad errori di campionatura, ma al fatto che
le correlazioni non sono dovute esclusivamente al fattore G.

Tale criterio si fonda sull errore tipo della differenza tetradi-
ca (3) che si utilizza come tutti gli errori-tipo, e permette di calco-
lare la probabilita’ che una. determinata differenza tetradica sia dovu-

ta ad errore di campionatura (4).
Disponendo di parecchie differenze tetradiche (5) indicative -

quando cioe’ si e’ sperimentato con una.batteria abbastanza numerosa -
conviene utilizzare un’ altra formula (6), la quale consente di confron-

cioe’ le tetradi del tipo

(1) Cosi* ad esempio la tetrade

TkiTky Tkyls  oppure  "kgka kgl
rig'rkg ri{alg ri1k4 rii iQ
0 ancora

Thoky Tk, i
¢ 3%4 : 4i3 o
igkg Tigig ;
(2) Per brevita’ abbiamo tralasciato di considerare le tetradi del tipo
Tkk Tki :
(che hanno due correlazioni comprese nel I quadrante e due nel II):
Tkk Tki
neppure queste sono indicative della presenza di un fattore di gruppo, in
quanto, nella differenza tetradica che assume la forma rggrki - TgiTkk. 1 due
coefficienti di correlazione ryx rinforzati dalla presenza del fattore di
gruppo si trovano uno nel I termine e uno nel II -terminme e quindi la differen-
za tetradica non e’, in genere, significativamente diversa da zero.
: gy
2 ; 2 2 2 2
(3) Errore tipo di rqieroyq - roglriag = w———-vfn_ [1'-1::‘l + ri4 t Tog + rog-

= 2 (riprigfos * TipTi4loq + IiaTiaTaq * ToaTosTas) T+ 4 T15T14T23r24] (Spear-
man-Holzinger, 1924).

1! ayer trovato 1’ errore tipo della differenza tetradica e' stato conside-
rato da Spearman un evento decisivo per lo sviluppo della teoria dei due fat-
tori. ’ ¢ #

(4) Tale probabilita’ si ottiene dividendo la differenza tetradica per
1' errore tipo della differenza tetradica ed utilizzando, al solito, le tavole
della distribuzione normale.

(5) Il numero delle differenze tetradiche cresce rapidamente col crescere
dei tests della batteria. Con 10 tests ci sono ben 630 differenze tetradiche.

(6) Vedi sPEARMAN., loc. cit., formula 16 A.




cap.1,3] DALLA TEORIA DEI DUE FATTORI AI METODI PLURIFATTORIALI — 107

tare direttamente la curva di distribuzione delle differenze tetradlche
con una curva normale con media zero.

3. Estensione delle equazioni fondamentali ai fattori di - gruppo

Dimostrata la presenza di un fattore di gruppo, si passa a calco-
lare le saturazioni dei tests nel fattore G e nel fattore di gruppo,
cioe’ a compiere 1’ analisi fattoriale della batteria di tests. Ma per
giustificare le necessarie modificazioni al procedimento di analisi ba-
sato sulla teoria dei due fattori, dobbiamo innanzitutto riprendere in
esame le equazioni fondamentali.

Quando si ammette la possibilita’ che sussista un fattore di grup-
po oltre ai fattori G ed 5: 1" equazione. di specificazione di un test
diventa

th = ﬂtGp + btép + ut.Stp + 'EtEp

in cui A e’ unrfattore di gruppo (e puo’ essere il fattore vgrbale V.
0 il fattore numerico N o un qualsiasi altro~Tattore di gruppo) e b; e’
il coefficiente di ‘saturazione’ del predetto fattore di gruppo nel test
t: ;
Resta stabilito che mentre a, Z 0 e u, #’UJ b, puo’ essere uguale
a Zero. . : :
Procedendo come nel cap 11, § 3, e cipe’
~  a) sostituendo la nuova equa21one di specificazione nella for-
mila della varianza si ottiene una nuova espr9531one per la varianza

£

=a:+bt+ug'+et=1

2
L Gz

t

b) sostituendo la’nuova equazione di specificazione nells for-
mild del coefficiente di correlazione (in unita’ standard) si ottiene
una nuova espressione della correlazione in termlnl fattoriali:

Fyy = Gz@y + b,by

88

¢) Sostituendo la nuova equazione di specificazione nella for-
mula che esprime la correlazione fra un test e il fattore di gruppo, si
ottiene 1’ espressione s

F‘t&= bt
mentre rimangono invariate le espressioni

rtu=at e rtst=ut.
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4. pstensione del procedimento di analisi di una matrice gerarchiéﬁiai
fattori di gruppo =

Possiamo quindi procedere all’ analisi della batteria.

Riprendiamo in esame la matrice di tab. 26 divisa nelle quattro
submatrici A, B, C, D. Verificata I’ ipotesi della presenza del fattore
di gruppo nei tests k, ne consegue che i coefficienti di correlazione
che costituiscono gli elementi della submatrice A sono dovuti ai fatto-
ri Ge A che i tests hanno in comune, mentre i coef@icienti di correla-
zione .compresi nelle tre submatrici B, C, D dipendono soltanto dal fat-
tore G (I). Infatti; -le-intercorrelazioni-fra i-tests-appartenenti ai
due diversi gruppi, /verbali e non verbali, compresi nelle matrici B e
C, dipendono soltanto dalla presenza di G in tutti i tests; e altret-
tanto vale per il gruppo di tests mon-verbali scelto in modo da compren-
dere soltanto testd che in analisi precedenti risultavano saturati sol-
tanto da G ed S. |

La submatrice’ D viene quindi utilizzata per determinare, con uno
dei metodi precedéntemente descritti, le saturazioni in G dei tests non
verbali. Per es.:|

r r = qa;. T
1445 "1414 i, "dgig g

2
ry 2 A TR Ve R

11,

Fit 1 Tigig

1d2

g U B T T T e
r r a,. T
fadg Beds = M g

2
Tigqgl, Tigde = Yy Digde

da cui

5 L/frillgrliis Ty ity * Tl 0t Thgighigh, + Tigigligig +Tig1,Tiglg

Pl Pl 0, Y010, Thl, v Tiod .+ Vi,

Calcolati in tal modo i coefficienti di saturazione Qs G, G,
a14_ed @4 si passa a calcolare le saturazioni in G dei tests verbali,
cioe’ Qs 9x,> %gs %, %g, Drocedendo nel modo seguente.

Siccome le correlazioni tra tests verbali e non-verbali dipendono

(1) 8*intende che 1'affermazione e’ wvalida solo se vale 1’ ipotesi che
swoltanto i tests k contengono un fattore di gruppo.
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soltanto dal fattore G, avremo Tigky = 1,0k, (1). Ed essendo ormai no-

ti gli a4, si possono calcolare gli a;:

rlxky
ak = —
= ayx

Per compensare gli errori di campionatura si procede, al solito,
utilizzando tutti i dati a disposizione per calcolare ogni singola sa-

' turazione ay,, cioe’

Tiiky = @440k,
Tigky = %1,%,
Tigky = G 0k,
Tles = %1%

Figky = @50k,
Sommando le equazioni otteniamo
AT S S e S R T Tigk, = ak1(a11+“i2+“13+a14+315)

r11k1'+ rigki + rlgki + r14k1 + rlski

a =
kg
ay + (112 + GI'G + 014 + alﬁ'

i

Calcolati nello stesso modo anche O ,r %4 %,, © G Si proce-

de, col noto metodo, all’ estrazione della saturazione nel fattore G, ed
al calcolo dei residui. Si costruisce a tale scopo una matrice dello
stesso ordine della matrice delle correlazioni, intestando righe e co-
lonne con le saturazioni ay ed a; dei singoli tests nel fattore G ed e-
seguendo le moltiplicazioni. Gli elementi della matrice cosi’ ottenuta
(tab. 27) rappresentano le quote di correlazione dovute alle saturazio-
ni dei tests mel fattore G.

Sottraendo, elemento per elemento, questa matrice dalla matrice
dells-correlazioni si ottiene una matrice di residui (tab. 28). In que-
sta matrice le submatrici B, C, D saranno vuote o conterranno dei resi-
dui non significativi dovuti,agli errori di campionatura, mentre la sub-

(1) Abbiamo detto precedentemente che la formula del coefficiente di cor-

relazione in termini fattoriali e’ rxy'%. azay + bx by guando e’ presente un

fattore  di gruppo. Nel caso qui_considerato il fattore di gruppo e* presente
soltanto in uno dei due tests, il che equivale a dire che nell’ equazione di
specificazione fattoriale Zyp = aglp + btﬁp + ugSep di uno dei due tests

by > 0, mentre nell’ equazione di specificazione del secondo test b, = 0. Se
t t
ammettiamo che il primo sia il test z, e il secondo il test y, allora Txy =
= ayay + byby, essendo by = 0,.si riduce a rxy = Oxdy.
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A ce A conterrg’ le quote di correlazione dovute al fattore verbale (1). !
Poiche’ le quote di correlazione residuali sono dovute ad un so- y
| lo fattore, cioe’ al fattore di gruppo, la submatrice A sara’ una ma-

trice gerarchica (entro i limiti dell’ errore di campionatura) e percio’ il
i | il calcolo delle saturazioni si compie come per le .saturazioni nel fat-

_ tore G.

i In questo caso la formula e’

re” = bx by

si procede come per il calcolo di a; _ . ’

; 2 ;
1 _ - TkykpTCkykg = Bi rex kg

da cui

F
! : bk " /'ekle-reklks
1
‘ : Tk ok
.i:
i
|

el

: " 2
réy,x,7€x,k, = Ok "€k, k, €CC.

il - da cui sommando

ij bk 3 rekitgrekita + rek1k2r8k1k4 + retikﬂrekiks - SENE H
(| 1 - .

it rek2k3 + rek2k4 + rekgts

1 Calcolata la matrice delle quote di correlazione dovute al fatto- |

re di gruppo (tab. 29), la si sottrae dalla matrice dei residui. Il ri-
sultato della sottrazione e’ la seconda matrice dei residui, che in
questo caso deve essere vuota oppure contenere .soltanto residui non si-

| gnificativi, dovuti all’ errore di campionatura.

| La matrice fattoriale che rappresenta il risultato dell’ analisi

H' e costituita da due colonne di-fattori comuni (fattore generale e fat-

tore di gruppo) e tante colonne relative ai fattori specifici quanti

| sono. i tests (tab. 30).

| La matrice delle varianze, che si ricava dalla matrice fattoria-

| . le, mette in evidenza le quote di varianza dovute ai diversi fattori

I (tab. 31).

(1) L*’operazione di calcolo dei residui si fonda sull’ equazione della
correlazione: ryy - Gg0y = 6xby
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MATRICE DELLE QUOTE DI CORRELAZIONE DOVUTE AL FATTORE DI GRUPPO

o ky ks kg k, kg
: by, bkz by g be, bfé

" s bg1 bklbk2 bglbka bklbk4 bkibgs
R, bg, bx ,bxk , bg bk, b, b, bkébks'

kg by , by by, bk 40k, s bi bk, b g bk

ke b b bk, - cbagbi,  beghi, i, bx

ks . Tby 'bl;sbkl by bk,  bkgbe, o be by,
Tabella 29.
MATRICE FATTORIALE COMPLETA

G V _ Skl Skg 'Sk:3 Sk4 Sks -311 512 S*s 514 Si
ky ax, bk, |uk, - - - - = = = B 5
ko, @k, ‘'bx,| = ug,, - - E - = = = =
Rg O, 6,‘3 - - Ug, - - = = = = =
Ry o, bk, | - = - uxy, 5 T T = = =
ks Gy bk | - 2 = E Uy = = = =
1, ay, = = = T = - Us, 7 = = =
L gy, = - - = - = = uj, 2 £ =
is Q1,4 = = - = = = = = uy . - -
7;4 1114_ o = = = = = = = = u'i,,' ¥
g G1 g = = = = - - = - - - uy

Tabella 30,
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MATRICE DELLE VARIANZE

Quote di varianza
dovute ai diversi fattori
Tests| R Varianza Somma
G % comune S

(comunanza)
ky @%. b, ag; + by, g | 1.000
k, af, b, a, + b, ug, | 1.000°
ko dfa bg 4 Ggg + 623 ﬁﬁa 1. 000
ke | o, bf. ag, + bf‘ ug, | 1.000
ks | o8, cBf, - o, bE, . Ui, | 1.000
i, | af, - af, _ uf, | 1.000
i, el o el uf, | 1.000
3 af, - af T uf, | 1.000
o lEer s Sl uf, | 1.000
I (8 A af uf_ | 1.000

Tabella 31.

5. Estrazione dei fattori génerale e di gruppo da una matrice priva di

erron di campionatura. e

ci limiteremo qui-(1) a dare un esempio relatlvo ad una matrxce
di correlazione priva di camplenatura (2) che consente di sempllflc&re
al massimo i calcoli. (tab. 32). '

La submatrice D che comprende le intercorrelazioni fra i tests
privi di fattori di gruppo e’ esgttamente gera{phlca. Basta percio’ un

5

(1) La tecnica di analisi dei tests di ufa.batteria in un fattore genera-
le ed une o piu* fattori di gruppe (tecnicafbifattorlale} sara’ presentata in
tutti i particolari in un capitolo successivo.

“(2) Le cprrelazioni sono state ottenute partendo da un mcdello di matrice
bifattoriale, e moltiplicando la matr ice fattoriale con la sua trasposta (vedi
il capitolo seguente).
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TR TR TN TN (S M A e
ky 82 68 42- 22| %263 ‘64 45 - 27
k,| 82 78 47 26| 64 56 48 40 24
ks 66 178 42 24| 48 42 36 30 18
kel 42 47 42 14| 82 28 24 20 12
ks| 22 26 24 14 16 14 12 10 08 A | B
i1l 72 64 48 32 16 56 48 40 24 clo
i, 63 56 42 28 14| 56 42 385 - 21
ig| 54 48 36 24 12| 48 42 30 18
iy 45 40 30 20 10| 40 35 30 15
gl 27. 24 18 12 08| 24 21 -18 15

Tabella 39.

gruppo di tre correlazioni per calcolare un coefficiente di satura-

zZione.
.56 x .48
ay, = J———— = .8
.42

B8 3 .42

al,z = T =T
.48 x .42

aia = _‘_‘_- 5_6 e -6
.40 x .35

e Al
24 % .

ais = 56 o)

Ottenuti i coefficienti di saturazione nel fattore genmerale per i
tests privi di saturazione nel fattore di gruppo, possiamo calcolare,
da una delle submatrici Bo (, i coefficienti di saturazione nel fat-
tore generale per i tests k (tests che sono saturati anche dal fattore
di gruppo).
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r T2
T aki = 11k1 = =)
! A o
| %E- 14
i |
| r .64
| a’kQ = likg = = 8
a,_i .8
rj.k .48
il | a“a > ai : = B = 6
i A 11 -
[ .'"1114 =3
II[Il akd.. = = = -4
i a11 .8
r .16
akl__’ = 11k5 = = 2
a11 : .8
; Disponendo dei coefficienti di saturazione in G, di tutti i tests
i della batteria, possiamo costruire la matrice (tab. 33), delle quote di
correlazione dovute al fattore G (1).
I
| do gl g wedh nallocgl S gl b eEE
! 9 Ry 72, 54 36 18 |72 83 54" 45 27
il
| .8 2 T2 48 32 16 | 64 56 48 40 24
.6 kg | 54 48 24 12 |48. 42 38 30 18
| 4 ]38 82 24 08 [32. 28 24 20 12
i 72wk 05 Tty saziiige 16118 1yl 137 I5igh ik
i |
‘{ .8 i, |72 64 48 32 16 56 48 40 24
h e | 1, | 63 56 42 28 i4 56 . 42 35 21
;s .6 ig | 54 48 36 24 12 | 48 42 30 18
'I! .5 i, | 45 40 30 20 10 40 356 30 15
| .8 ig |97 24 A8 13 0gL | 240" 21, 18, 15
i '
| Tabella 33.
i
il T
Bl - (1) Naturalmente, disponendo dei coefficienti di saturaziome si potrebbe-
i - ro ricostruire anche le quote di autocorrelazione da collocare nei vuoti della
| diagonale principale; tuttavia, dovendosi poi sottrarre la matrice cosi’ otte-
nuta dalla matrice delle correlazioni, le caselle della diagonale principale
devono rimanere vuote. .
|
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Sottraendo, termine per termine, tale matrice dalla matrice delle
correlazioni, si ottiene la matrice dei residui (tab. 34), in cui, es-
sendo i coefficienti di correlazione privi di errori di campionatura,
le submatrici B, C, D risultano vuote.

MATRICE DEI RESIDUI

Ry ko ks kq kg iy iy g Ly is

ky 10 12 06 04
ko 10 30 15 10
ks 12 30 18 12
ky, 08 15 18 06
kg 04 10 12 06

i

iy

ig

s

iE

Tabella 34.

Si vede immediatamente (ed e’ facile controllare) che la submatri-
ce residua A e’ gerarchica, cioe’ che in essa tutte le tetradi si an-
nullano. '

Le saturazioni si possono quindi calcolare con le note formule:

] i
g = €k ko "Ck kg 9
S e re 4

kokg
' reég. k, ek .k Tex kaTekak
s oka Ckaky
bk?_ 12 23 = .5 bk4= = .3
P rek,kg ' T€k kg

r re
b Tex,kg Ckokg B s, Tkoks Ckgks
N = 6 e Fee

rekikg rekgks

Ricostruendo in base alla formula byby = réxyky la matrice delle

quote di correlazione dovuta al fattore di gruppo, si ottiene una ma-
trice identica alla prima matrice dei residui (tab. 35).

La seconda matrice dei residui risulta dunhque completamente vuo-
ta.
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.04 .10 .12 .06

o

.10 .12 .06 .04

2 kg
5 k, .10 130:::15 .10
6 ks .12 .30 .18/, <12
U R 1 5 e .06
ok

La matrice fattoriale completa (tab. 36) richiede il

le saturazioni dei tests nei- fattori specifici.

MATRICE FATTORIALE COMPLETA

[F. Metelli

Tabella 35.

calcolo del-

Tests| G V. Sk, S, S, &, &, S, Si, St, S1, Sig
R, |.9 .2 .39 = = = 3 = 3
Roill .8 .5 J83 = 5 s E > :
e ulio6 526 - 53 . r - - - - -
B lg facl o= - =7 8T - - - - = Gt
Re il 2 b2 - - - : .96 = = = & &
1|8 =~ = S o i - - .60 = = R
il S - = - - - - i s - =
s |6 = - = = = - - = .80 = &
e |55 == - - - = RSO L MRl =
ts (|ogr = - - = = = = = = 95
Tabella 36.
Si utilizza a tale scopo 17 equazione delie varianze a? + b° '+ u?

= A da Cui u = /1 = (&9 +-b2)

V..'. 15 2

g, =vV1'- (.92 +.2%) =
U, = V1= (.8%+ .82 = 11 =
e, =Vl - (.67 + 6% =v.28 =

g =/l (4° +.30) =475 =
4 : :

/ 7

V.92 =

g, = V1 - (Eo2rgiintys

H

.39

. 53
.87

.96

233 -

u
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ug, =v1 - (.87 +0) =/.36 = .6
uj, = wi_?_ff?ag_ =v.51 = .71
uj, = AT e =/ = 8
uy, =Vl - (.59  =Vi75 =.87
By == 3D =491 = .95

Dalla matrice fattoriale si ricava la matrice delle varianze (tab.
37) in cui si legge in che proporzione ogni singolo fattore contribui-
sce g determinare la varianza del test.

MATRICE DELLE VARIANZE

Quote di varianza
T il oerancnry, o R
(comunanza) Speciidoa
Ry il B1 04 .85 515 1. 00
k, | .64 .25 .89 .11 1.00
ks | .36 .36 -T2 .28 1. 00
ke | .16 .09 .25 .75 1.00
ks | .04 .04 .08 .92 1.00
iy | .64 - .64 .36 1.00
i, |.49 ~ .49 .51 1.00
is | .36 = .98 .64 1.00
I4 RSl = .25 T £ 1.00
is | .09 - .09 .91 1. 00
Tabella 37.

E stato cosi’ delineato un metodo che consente di mettere a frut-
to le eccezioni alla gerarchia nelle matrici di correlaziomi. Anziche’
limitarsi ad eliminare I’uno o I’ altro di due tests, che per essere
troppo fortemente correlati rompono la proporzionalita’ dei coefficien-
ti di una matrice di correlazioni e sono responsabili del non-annulla-
mento di una tetrade, si studia, ove non si tratti di tests estremamen-
te simili, la ragione di questa correlazione accentuata. Formulata un’ i-
potesi, non resta che costruire (o utilizzare, se esistono gia’) tutta
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ma serie di tests che presentano fra loro quella particolare affinita’
alla quale, secondo I’ ipotesi, e’ da attribuire 1’ aumentata correlazio-

.ne. Costruita una batteria di tests comprendente la serie di tests sud-
_detti, e una serie di tests gerarchici puri, si e’ in condizione di con-=

trollare se I’ ipotesi del fattore di gruppo regge, e in caso affermati-

_vo, di misurare tale fattore e vedere la sua importanza nei singoli

tests, dato che ‘esso permettera’ di precisarne 1’ interpretazione.

11 procedimento, dato il suo carattere euristico, appare degno del-
la massima considerazione, pur nella sua semplicita’. Vi sono tuttavia
ragioni teoriche di grande peso a favore di metodi radicalmente diver-
si, quando si abbandoni il terreno della matrice gerarchica, fondamento
della teoria dei due fattori.
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Capitolo II

1. La teoria dei due fattori e i fattori di gruppo

L’ analisi di matrici di correlazioni non gerarchiche in un fatto-
re generale, uno o piw’ fattori di gruppo e un fattore specifico per
ogni test,.rappresenta indubbiamente, dal punto di vista della concezio-
ne psicologica delle attitudini, un naturale sviluppo della teoria di
Spearman, ma si distacca nettamente da quella teoria dal punto di vi-
sta dei fondamenti statistico-matematici. Tutte le prove e le deriva-
zioni delle formule fondamentald“della teoria dei due fattori si fonda-
no infatti sull’annullanento delle tetradi, che rappresenta la condi-
zione di esistenza di quella teoria. I1 calcolo delle saturazioni dei
tests nel fattore generale - ci0e’.l’ analisi fattoriale in senso stret-
to - ha come fondamento.immediato 1’ annullamento delle tetradi: la tra-
duzione delle correlazioni tra i tests in prodotti tra le rispettive
saturazioni (ryy = agay) che rappresenta un passaggio obbligato per.
“tutti=e-due i/metodi di calcolo delle saturazioni (v. Cap. I, &5 4-6)
si riduce infatti all’ assurdo se le tetradi non gi annullano.

' I1 punto di partenza dell’ analisi bifattoriale e’ , invece, una ma-
trice non gerarchica, cice’ una matrice in cui tutte o parte delle te-
tradi non si annullano. Ma e evidente che da questo fatto non si puo’
trarre nessuna conclusione positiva.

La soluzione che abbiamo adottata nel paragrafo precedente non €
dunque che un compromesso per estendere la validita’ della teoria dei
due fattori anche alle matrici non gerarchiche, esprimendo cioe’ tali
matrici nella forma di somme di matrici gerarchiche (1). Questo e’ in-
fatti il significato dell’ “estrarre” successivamente dalla matrice.del-
le correlazioni, prima la matrice del fattore generale (gerarchica) poi

- (1) La somma di due matrici e’ una matrice i cui elementi sono le somme
dei corrispondenti elementi delle due matrici. Si.possonc sommare soltanto ma-
trici che hanno ugual numero di righe e di colonne.
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le matrici (pure gerarchiche) dei singoli fattori di gruppo. Ma il pro-
cedimento manca della giustificazione che il carattere gerarchico del-
la matrice offriva; nel caso dell’analisi nei-due fattori G ed S. In-
fatti, non soltanto ¢’ sempre possibile suddividere una matrice di cor-
relazioni in un numero imprecisato di matrici gerarchiche piw’ un re-
siduo attribuibile all’errore di campionatura, ma la soluzione non e’
unica, cioe’ sono possibili, per una stessa matrice, piuw’ soluzioni di
questo genere. : : .
Comunque la piu’. grave difficolta’ che si oppone ad una estensio-
ne della teoria dei due fattori deriva dalla constatazione che, contra-
riamente alla convinzione di Spearman, le matrici non gerarchiche di
correlazioni tra tests non rappresentano I’ eccezione, ma la regola. Men-
tre infatti poteva essereFin-qualche modo giustificata up’ estensione di
una soluzione generalmente valida, a casi particolari, non ha senso il
contrario, cioe’ spiegare cio’ che di. regola si constata - la matrice
non gerarchica - con cio’ che si verifica in casi non frequenti - la
matrice gerarchica. I’ esigenza di una teoria generale che comprendesse
come un caso particolare quella dei due fattori - non poteva mancare di

affermarsi.
La soluzione generale venne dallo psicologo statunitense L.L. Thur-

stone, nel 1931

.2 La nozione di “rango” di una matrice e la generalizzazione della so-
luzione di Spearman
Per introdurre tale soluzione occorrono alcune ulteriori nozioni

relative alle matrici. TS T
come e’ ‘stato detto precedentemente, una matrice.puo’ avere un nu-
mero qualsiasi di'righe e di colonné. Il numero delle righe e delle co-

Jlonne determina 1’ ordine della matrice: se una matrice ha m righe ed n
colonne, il.suo ordine e' m per n. g -

Di~ao§e¥n1e_inte:esse_per'1'analisi fattoriale sono le matrici qua-
drate, che hanno ugual numero di righe e colonne:; un esempio di matri-
ce quadrata e’ -la matrice dei coefficienti di correlazione. Di una ma-
trice quadrata'si'puo"daré una particolare interpretazione che prende
il pome di determinanté. Il determinante di una matrice quadrata di or-
dine m e’ una somma di m! termini, calcolati secondo particolari rego-
le (1); in altre parole, mentre una matrice non e un numero, ma un in-
sieme di numeri ordinati in righe e colonne, un determinante e’ un nu-

- mero.

(1) Il determinante di una matrice. quadrata di ordine m e una somma di
m/ termini '[mf—: 1o gh S e e (=) .m]. ossia. di tutti i termini cosi’ co-
struiti: ognuno di essi e il prodotto di m elementi, con um solo elemento per
ogni riga e un solo elemento per ogni colonna; ogni termine va preso col suo
segno o cambiato di segno a seconda che esso comprende un numeroc pari o dispa-
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La submatrice formata dall’ intersezione di un certo numero di ri-
ghe con.ugual numero di colonne di una matrice. prende il nome di mino-
re (1) Un minore e quello che nel linguaggio della teoria dei due fat-
tori e’ stato chiamato tetrade. Una tetrade ¢ infatti un minore di or-
dine 2 di una matrice di correlazioni, e quella che ¢’ stata chiamata
differenza tetradica e’ il valore del determinante di un minore di or-
dine 2. Una matrice gerarchica e’ dunque una matrice in cui i determi-
‘panti di tutti i minori di ordine 2 si annullano (2).

Fin qui non si ¢ fatto altro che mostrare come certe nozioni in-
trodotte da Spearman in relazione alla teoria dei due fattori si pote-
vano tradurre in un altro linguaggio, quello dei determinanti e delle
matrici. Ma questa possibilita’ di esprimersi nei termini del calcolo
*delle matrici porta con se' 1’ enorme vantaggio di poter estendere all’a-
nalisi fattoriale le generalizzazioni ed i teoremi di questa branca del-

. la matematica. Un primo esempio, assai semplice, consiste nell’ utiliz-

ri di inversioni. Esemnio dal seguente determinante d1 ordine 3 si possono
scrivere 3! = 1,2.3. 6 termini

Q191203 1) @114220853

G54 dz0023 2) 911032 %23
G314 Gg00a33 3) “21“12“63
-M'%1%2%3
5) 93121 2%23
6) 931922013

Essendo gli elementi di ogni termime gia’ ordinati per colonna, sono dd_
considerare soltanto le 1nvqr31oni delle righe; gli elementi del primo termine
sono ordinati anche secondo le righe, guindi esso conserva il suo segno; gli
elementi del secondo’ termine presentano un’ inversione (il primo elemento ap-
partiene alla 1g riga, il secondo alla 3a e il terzo alla 2a), quindi avra’ il
segno cambiato; il terzo termine presenta pure un’ inversione (2-1-3) e quindi
avra’. anch’ esso il Segno cambiato; il quarto termine 'ha due inversioni (2a ri-
ga, 3a riga, 1a riga; per bttenere 1’ordine esatto si-dovrebbero:scambiare:di
posto due volte due términi) e quindi conserva il segno; il quinto termine ha
. pure due inversioni e percio’ conserva il segno;.il sesto termine ha un’ inver-

.sione e quindi ha il segno cambiato. I1 determinante della matrice e’ dun-
que (aiiaz0a33) - (@11 azzap3) - {021d12ﬂss)l+ (G21852a13) + (@31812023) -
= (@33020013).
© tl) 'Nella seguente matrice d1 ord1ne'6 sonn 1ndlca£e mediante 11nee trat-
tteggiate un minore di ordine 4 & un minore di Ordine 2

A 2y 11 0,5 72 gl

) g o e5 g8l o _X@ ! 92

| 3, %21 1 50) 1106 35!

LA, el Srgirt ) S g SRR R o

lsa U5, a0 gl 127 515 '.T“b"'l_!“ 38.
EE 0,7 ma |

(2) Infatti seguendo le regole indicate nella nota precedente, si otten-
gono, per un determinante di ordine'2, 2 termini, d;;050 € @p3615; il segno

41010 .dél primo termine e’ positivo, non essendoci inversione, mentre nel
o secondo termine c'e’ unma inversione: e guindi il suo segno e’ nega-
21722} tivo: Il determinante sara! dungue @105 - Go104o.
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zazione della nozione di rango di una matrice.

Il rango di una matrice si definisce come l’ordine del piu’ gran-
de minore che ha determinante non nullo.

Ci conviene rifarci all’ esempio della'matricg gerarchica. Secondo
-la precedente definizione la matrice gerarchica e una matrice di ran-
g0 1. Va tenuto presente infatti che quando si annullano i determinan-
ti di tutti i minori di un certo ordine, si annullano anche tutti i de-
terminanti dei minori di ordine superiore: in altre parole, quando -.
come avviene nella matrice gerarchi¢a - si annullano i determinanti di
tutti 1 minori di ordine 2 (cioe’ le tetradi), si annullano anche 4 de-
terminanti di tutti i minori.di ordine 3, 4, ..., quindi nella matrice
I gerarchica, annullandosi i determinanti di tutti i minori di ordine 2
| e maggiori di 2, gli unici determinanti che possono ‘essere diversi da
ol zero sono quelli dei minori di ordine 1; ognuno di tali minori, trovan-
l dosi all’ incrocio di una sola riga e di una sola colonna, ¢’ costituito
I

da un solo elemento della matrlce (ed ha come determinante il valore
di quest’ elemento).
| Ma la nozione di rango di una matrice mette in evidenza il fatto che non ;)
i esiste soltanto una matrice gerarchica o una matrice non-gerarchica, ma che,
i come ¢’ e’ una matrice in ‘cui i determinanti di tutti i minori di ordine 2 (o
ﬂ superiore a 2) si annullano, ci potra’ essere una maﬁrice in cui pur non annul-
' landosi i determinanti di tutti i minori di ordine 2, si annullano i determi-
nanti di tutti i minori di ordine 3 (cioe’ una matrice di rango 2); o una ma-
trice in cui, pur non annullandosi i determinanti di tutti i minori di ordine
2.ne’ 1 determinanti di tutti i minori di ordine 8, si annullano i determinan-
ti di tutti i minori di ordine 4 (cioe’ una matrice di rango 3); e cosi’ via,
fino ad arrivare al caso della matrice in cui non si annullano, ne’* i determi-
nanti di tutti i minori di ordine 2, ne’ di ordine 2..., ne’ i determinanti
dei minori di ordine (m-1) ne’ il determinante della matrice.

Si trattera’ allora di wma matrice il cui rango ¢ uguale all’ ordine del-
la matrice stessa. (1).

Spetta a Thurstone il merito di aver scoperto che i problemi dell’ analisi
fattoriale si-potevano-tradurre.nei termini del calcolo delle matrici.

Posto in termini di algebra matriciale, il problema dell’ analisi
delle matrici nom gerarchiche e’ gia’ avviato alla soluzione. Infatti
{l se nella matrice di rango I le correlazioni tra i tests dipendono dal-
i la presenza di yn fattore generale, sorge naturale I’ ipotesi che su351—
sta, una- sempllce relazione fra il ranhgo di una matrlce di correlazzoni
' e il nnmeroldl fattorl (generali o di gruppd) in cui 31 ‘risolve la ma-
i trice stessa. = . ° .-

Thurstoue dimostro appunto che il numero (minimo) di-“fattori co- .
_ mini necessarlo .ad esprimere compiutamente una matrice di correlazioni
116 ¢ pari al rango della matrice stessa.

+

: (1) Per es. una matrice di ordine 10 e di rango 10, cioe’ una matrice
quadrata di 10 righe e 10 colonne, il cui determinante non si annulla.
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Pertanto la condizione dell’ annullamento delle differenze tetra-
diche, posta da Spearman, rientra come caso particolare nella forlula-
zione generale di Thurstone.

3. La moltiplicazione fra matrici e l'equazlone fundamentale di Thur-
stone

Un ulteriore sviluppo della generalizzazione di Thurstone richie-
de alcune nozioni relative alle operazioni con matrici.

Il risultato dell’analisi fattoriale di una matrice gerarchica e’
pure una matrice - la matrice del fattore generale - che ¢’ costituita
da una sola colonna, e tante righe quanti sono i tests (1).

La matrice del fattore generale a sua volta consente di ricostrui-
re la matrice delle correlazioni. Infatti, essendo le correlazioni pa-
ri al prodotto delle saturazioni’(ryy = agay), moltiplicando tra loro
le saturazioni (cioe’ i termini della matrice fattoriale) si qttengono
le correlazioni fra i tests (2). Tale operazione di ricostruzione del-
la matrice delle correlazioni si compie, in effetti, allo scopo di ot-
tenere la matrice dei residui, sottraendo dalla matrice originale del-
le correlazioni la matrice delle correlazioni rlcostrulte in,K base alla
predetta formula. _

Ricordiamo che il metodo pratico per ottenere la matrice dei resi-
dul consiste nel trascrivere due volte la matrice fattoriale, una vol-
ta verticalmente e una seconda volta orizzontalmente, nel tracciare le
caselle della matrice e nel segnare in. ogni casella il prodotto delle
due saturazioni che vi corrispondono come riga e come colonna, come nel-
lo schema seguente (tab. 39). :

A tale proposito va notato che la d1verszta’ fra i due modi di
scrivere la matrice delle saturazioni fattoriali (unma volta vertical-
mente e una volta orizzontalmente) consiste nel fatto che gli elementi

(1) La matrice fattoriale completa comprende il fattore generale e gli
- eventuali fattori di gruppo (i quali insieme al fatfore generale costituiscono
i fattori comuni), e i fattori specifici; ma in genere i fattori specifieci
vengono trascurati e quando si parla di matrice fattoriale si intende la ma-
trice -dei fattori comuni. D' altronde €11 fatto di considerare come risultato
dell’ analisi la sola matrice dei fattori comuni (senza i fattori specifici) ef
giustificatc, in quanto soltanto i faTtori comuni determinano le correlazioni.
In particolare quando la matrice delle ecorrelazioni e’ gerarchica (cioe’ di
rango 1) la matrice dei fattori comuni si riduce al solo fattore generale.
(2) Effettuando il calcolo suila matrice di tab. 6 s1 ottiene in effetti
I*egatta ricostruzione della matrice di ¢orrelazione, tanto e vero che il ri-
sultato dell” operazione ryy - (agay) e zero, per tutti gli elementi della ma-

trice, o, in altre parole, non ci-sono residul. Nel caso’' di una matrice speri-
mentale di correlazioni (come quella di tab. 9) la.ricostruzione e’ invece
approssimativa, perche’ nella matrice ricostruita si verffica esattamente 17 e~
quazione della .correlazione Txy = ayay, mentre-mella matrice eriginaria tale

equazione er® verificata solo -approssimativamente in seguito agli errori di
campionatura. Di conseguenza sottraendo la matrice ricostruita dalla matrice
sperimentale si ottiene la matrice dei residui.
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a; 1a,8, | @85 a,a,] ecec.

. s 4

Tabella 39.

della matrice, che in un caso sono disposti in una colonna, uno per ri-
1 ga, nell’ altro caso sono disposti in una riga, uno per colonna.
Si parla, in questo caso, di:trasposizione di una matrice.
| La trasposta di una matrice e’ una matrice che comprende gli stes-
| si elementi ma ha le righe al posto delle colonne, e le colonne al po-
sto delle righe; cioce’ la prima colonna della trasposta e’ uguale alla
i- mwima riga della matrice originaria, la seconda colonna-alla seconda ri-
ga, ecc.; la trasposta di una matrtce A si indica con A’ (1).

Quando ia matrice delle correlazioni non e’ gerarchica, e 1’ anali-
si e plurifattoriale, la matrice dei fattori comuni ha tante colonne
qanti sono i fattori comuni e tante righe quanti sono i tests. In que-
sto caso'si calcolano-successivamente le saturazioni dei tests in ogni
il | : singolo fattore. e si -estrae dalla matrice delle correlazioni il contri-
buto dovuto ad ogni singolo.fattore applicando la formula: ryy = azay +

— -

! + bgby +'cgey + ... + kyky (in ¢ui a, b, ..., k sond le saturazioni
| : j 2 ;

i ) :

fi {1) Per maggior chiarezza diamo alcuni esempi di matrici e delle loro
, trasposte: ;
. ! i
| 2

AL| 7 =it 2 %l s sl
3

il ‘8
hi- ©
i .

Il 3 4 5

1| B R 3. 2 7 e

| =l i =

. B = gl gl iy B 9 4 6
1l i & 9 VRN e ®
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dei tests mei k fattori comuni). F ovvio che anche in guesto caso fa-
cendo I' operazione inversa, cioe’ addizionando le matrici dei contribu-
ti dovuti ai singoli fattori si, ricostruisce la matrice delle correla-
zioni con 1’ approssimazione dovuta agli errori casuali di camplonatura.
il cui contributo risulta dalla matrice dei residdi.

Nel caso della matrice fattoriale comprendente piw’ ‘fattori comu-
" ni i’operazlune di rlcostltuzlone delle matrici delle correla31on1 a
partire dalla matrice fattoriale consta dunque di tante fasi quanti so-
no i fattori comuni. Tuttavia tali' fasi si-possono fondere in un’ unica
operazione, qualunque sia il numero dei fattori comuni (1).

-Tale operazione ¢ la moltiplicazione fra matrici.

La moltiplicazione fra matrici e un procedimento che presentaru-
na fondamentale diversita’ dalla moltiplicazione fra numéri, 'in quanto
per- essa non sussiste la propriefa’ commutativa:. Mentre cioe’ il pro-
dotto d{ due numeri e’ indipendente dall’ ordine dei.fattori (mn = nm),
il predotto di .due matrlcl d1fferlsce a seconda dell’ordine dei fatto-

ri (MN 7 M) (2). ’

Per moltiplicare fra loro due matrici s; calcolano i 0051ddetti
‘prodotti interni” di ogni riga della prlma.matrlce per.ogni.colonna
della seconda: La regola da ricordare e’ riga per colonna”. Per pro-
dotto intermo di due sequenze di numeri si intende la somma. dei loro
modotti a coppie; cloe’ se “le due sequenze sono abed e a'b'c'd! il lou
ro prodotto interno & aa’ + bb' +'cc’ + dd'.

La matrice-prodotto di due matrici si ottiene nel modo seguente:
il prodotto interno tra la I riga del;a.matrlce moltiplicanda A per la

- I colonna della matrice-moltiplicatrice B e’ il termine Cyj.della ma-

trice- prodotto C; il prodotte interno della prima riga. di A per la II
colonna di B e’ il termine (;» della matrlce prodotto C, ecc.
Diamo un esempio:*

2 6.0 3 7 [e6 20

1 3 a| <l "1| =ta9- 22

Biv Bioog LT 63 58
A - B C

Ciy = prodotto 1nterno della I riga di A per la I,colonna di B =
: ¥ *(23}+(61{J}+(04)=86 :
Cag-z prodatto 1nterno della I riga di A per la II. colonna di B =
S T2+ (8:1) 4 (0.3) =20 y
1 - (. -
(1) Va tenuto presenote che le cperazicni coqrispondenti alla fasi di ri- o
costruzione ‘della‘matrice delle correlazioni si devono @seguire separatamente
Iuna dopo’ 1faltrd in- guanto :sono necessdarie all¥ &strazione dei  fattori. In-
fatti, riprenderdd 4in considérazione il nostro esempio di analisi bifattoria-
le; vediamb -che. pexr; pnoter calcolare le saturazioni nel fattore di gruppo dob-
biamo prime estrarre dalla matrice dellé correlazioni la quota delle correla-
ziomni dovute 2l fattore gensrale; e dopo aver calcolato le saturazioni nel
fattore di gruppo e! necessario estrarre-la quota delle correlazioni dovute al
fattore-di gruppe, per vedere se- ci -30no-residui, e se 5010 significativamente
diversi da.zero. )
(2} Per indicare le. ms.t.rici si: .asano di sc-iito le lettere maiuscole
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Cbl = prodotto 1nterno della IT riga di A per la I colonna di B =
= (1-3) + (3-10) + (4-4) = 49

G = prodotto 1nterno della II .riga di A per la II colonna di
= (1 7) + (3.1 + (4-3) =
Cs1 = prodotto’ 1nterno della 11l riga di 4 per la I colonna di
B = (5-3) “+ (2-10) + (7:4) =
Caz = prodotto interno della.III riga di A per la II colonna di

B = (5:7) +(2:1) + (7-3) =

pall’ esempio risulta:

1) La matrice-prodotto ha lo stesso numero di righe della matrice
moltiplicanda A e lo stesso numero di colonne della“matrlce-m01t1p11-
catrice B. '

2) Si puo’ calcolare il prodotto di due matrici soltanto se %1 nu-
mero .di termini delle righe della matrice moltiplicanda e uguale al
numero di termini delle’ colonne. della matrice moltiplicgtrice, cioe’
se il numero delle colonne délla matrlce moltlplacanda e’ pari al nume- °
ro delle righe della matrice moltlpllcatrlce ‘In hltre parole, se indi-
chiamo con (m,n) una matrice con n righe ed n colonne; condiziene neces-

- saria e sufficiente per poterla moltiplicare con una matrice del tipo

(,q) € che sia p = n; e la matrice-prodotto sara’ del tipo (m,q), os-

sia simbolicamente -(m,n),—(n;q) = (m;q). - .
) Riprendendo in esame il procedimento seguito per riealcolare - nel

cas® della matrice gerarchica - la matrice delle correlazioni a parti-

re dalla matrice generale secondo 1o schema di -tab. 41, -¢ci si rende

" ¢onto che tale. procedlmento consisteva nella moltﬁpllca21one di una ma-

trice per®la sua trasposta; solo che trattandosi di. una matrice fat-
toriale costltulta da un’ unica- colonna, ogni-riga era costltulta da un,

_solo termlne e 0051’ pure era costltulta da un solo termine ognl co-
-lonna della trasposta per cui in questo caso.particolare per ottenere

ogni termlnewdella matrice prodotto bastava moltiplicare fra loro due

termini.

Nel caso di una matrice non gerarchica, come quella di tab. 32 dal-
la quale abbiamo estgatto, ‘oltre al fattore generale, anche ;,un fattore
di gruppo,_si e’ proceduto allo stesso modo, ma ‘in due tempi e cioe’.

a) moltiplicando la matrice del solo fattore genergle con la sua tra-
sposta si.e’ calcolata la matrice delle quote di'correlazione dowite

al fattore G b) moltiplicando la matrice del-solo fht:qre di gruppo
per lz sua trasposta 81 e -calcolata la matrice dejie ‘quote di correla-

zione dovute al fattore di. gruppo (1).

La matrice “ded- fattarl comuni viene éloe' “costruita come somma di
matrici.(v.- tab. 40),/ ognuna delle quali era ‘stata’ ottenuta come’ pro-
dotto di-una matrlce per la’sua trasposta

(1) Se vi.sono piu’ fattori di gruppo, 'si ripete successivamente ia stes-
sa operazione per ogni fattore di gruppo.
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.9 .2 .9 .00 .00 .2
Bt .8 .00 #0010 125
.6 .6 .6 .00 .00 .6
.4 .3 .4 .00 00 .3
52 .2 L laatT0e .00 .2
.8 .00 «+8 .00 .00 .00
S =508 .00 .00 .00
.6 .00 .6 .00 .00 .00
.5 .00 «b .00 .00 .00

_'3 -OQ_ .3 .OQ‘ .00 .UQ_

¥ Tabella 4p.
#

Ma la matrice delle correlazioni si puo’ anche ricestruire con u-
0’ unica operazione come nel seguente esempio, presentato sempre con i
.dati dell’ analisi compiuta al paragrafo precedente.

Matrice dei
fattori comuni

Trasposta della matrice
dei fattori comuni

F o
9. .2
' .8 .5
1B, 46
A .8
G ) ]9, =8, 8 4 B 8 N 8 5 o3
) R R R W TR I T s 1
o7 50
.6 .0
35: =0
.'3 '0..
Matrice dei coefficienti di correlazione
] R
(.85) .82 .66 .42 2o 72 .63 . 54 45 .27
.82 (.89) .78 .47 .26 .64 . 56 .48 .40 .24
.66 S G2y AR .24 .48 .42 .36 805+ 318
.42 .47 42 (JD5) .14 32 .28 .24 520 512
) .26 .24 .14 (.08) 16 .14 .12 .10 .08
T2 .64 .48 .32 .16 .64) .56 .48 40 .94
.63 .56 .42 .28 .14 .56 .49) = .42 2360 =21
.54 .48 .36 .24 .12 .48 .42 38) .30 .18
.45 .40 .30 .20 .10 .40 .35 30. . (.-25). <15
.27 .24 .18 112 .06 .24 221 .18 .15 (.09)

Tabella 41..
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In questo caso la matrice delle correlazioni, che dall® analisi
fattoriale risulta analizzabile in due fattori comuni, non e di rango
1, ma di rango 2, come si puo’ verificare, constatando che tutti i de-
terminanti di ordine 3 si annullano, mentre non si annullano tutti i
determinanti di ordine 2, cioe’ le tetradi. _

La matrice delle correlazioni (R).risulta dunque uguale_al prodot-
to tra la matrice dei ‘fattori.comuni (F) e la sua trasposta (F'J.

FF’ = R (equazione fondamentale di Thurstone).

Questa espressione ci permette a sua volta di esprimere matemati-
camente il problema della fattorizzazione: si tratta cioe’ di calcola-
re una matrice (con un numero minimo di colonne) tale che moltiplicata
con la sua trasposta dia come prodotto la matrice delle correlazioni.

Si dimostra che soltanto nel caso della matrice di rango 1 (matri-
ce gerarchica) il problema ha una sola soluzione, mentre in tutti gli
altri casi le soluzioni sono infinite. 4

Il significato di quest’ affermazione si puo’ illustrare agevolmen-
te con un modello geometrico. '




LA RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA
DELLO SPAZIO DEI FATTORI COMUNI

Capitolo ITI

1. Spazio fattoriale e spazio dei tests

Riprendiamo in considerazione le nozioni di spazio dei tests e
spazio fattoriale. Eravamo partiti dalla rappresentazione dei risulta-
ti di un campione di n soggetti in una batteria di m tests, con n pun-
ti, la posizione di ognuno dei quali era fissata rispetto ad un siste-
ma di m assi ortogonali. E siccome in uno spazio a due dimensioni non
si possono avere piw di 2 assi ortogonali, ed in uno spazio a 3 dimen-
sioni. pon si possono avere piu’ di 3 assi ortogonali, se m era maggio-
re di 3, il modello geometrico poteva sussistere soltanto in un iper-
spazio, le cui dimensioni fossero pari al numero dei. tests.

Successivamente il modello era stato modificato in modo da poter
rappresentare anche i coefficienti di correlazione: introdotta la con-
venzione del coseno, gli assi-tests non erano piu® ortogonali ma forma-
vano fra loro angoli diversi, a seconda della correlazione fra i diver-
si tests; ma non per questo veniva a ridursi il numero di dimensioni,
poiche” salvo casi particolarissimi, anche con la non ortogonalita’ ‘de-
gli assi il numero delle dimensioni e’ uguale al numero degli assi.

Con la convenzione del coseno, gli assi che rappresentano i fatto-
ri sono tutti ortogonali, in quanto i fattori (1) sono privi di corre-
lazione fra loro. In una batteria di m tests, se la matrice delle cor-
relazioni e* di rango 1 (cioe” gerarchica) i fattori sono m+i (m fat-
tori specifici e il fattore G); quindi, mentre il modello geometrico
della batteria di tests richiede uno spazio ad m dimensioni, il model-
lo del sistema fattoriale di Spearman ne richiede m+.1. In generale,
se la matrice delle correlazioni e” di rango k, vi somo k fattori co-
mni; quindi se la batteria e* di m tests, le dimensioni necessarie per
il modello spaziale sono m+k. In altre parole, se lo spazio dei tests

e

‘(1) Nella teoria dei due.fattori e nella.estensione di quella teoria.
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ha m dimensioni e vi sono k fattori comuni, lo spazie fattoriale ha
m+k dimensioni.
E’ chiaro che lo spazio fattoriale, avendo un numero maggiore: di

_dimensioni, comprende in se’ anche lo spazio dei tests, per cui, se vi

fosse la possibilita’ di rappresentarlo, esso costituirebbe un model-
lo completo di tutte le relazioni fra tests e fattori.

Non essendo rappresentabile il modello fattoriale completo, dob-
biamo limitarci. a rappresentarne una parte, cioce’ un sotto-spazio, che
abbia un numero di dimensioni tale da consentire la rappresentazione.

In effetti vi ¢ soltanto una parte del modello fattoriale che
presenta interesse per noi; quella parte che rappresenta i rapporti fra
tests e fattori comuni. Si e gia’ detto infatti che i fattori specifi-
ci non presentano interesse; ed i rapporti del singolo test con il pro-
prio fattore specifico sono stati precisati una. volta per sempre nel
capitolo precedente. Ma anche limitandoci a rappresentare soltanto i
tests e i fattori comuni ci troveremo nelle stesse difficolta’: infat-
ti per rappresentare gli m vettori dei tests e i k vettori dei fattori
comuni occorre lo stesso numero di dimensioni necessario. per rappresen-
tare la matrice.fgttoriale completa. comprendente k vettori comuni ed m
fattori specifiei. (1).

Vi e’ invece un importante. sottospazio che ha un numero limitato
di dimensioni, talvolta non superiore a tre, cosi’ da poter essere rap-
presentato, ed e lo spazio dei-fattori-comuni: cioe* 1o spazie indi-
viduato dagli assi ortogonali dei fattori comuni, cige—del—fattore-G-+
e-dei—fattori-di gruppo.

Prenderemo come esempio la matrice fattoriale comprendente un fat-
tore generale ed un fattore di gruppo (cioe’ due fattori comuni) di cui
al paragrafo precedente, la quale essendo a due dimensioni e’ rappre-
sentabile in un solo diagramma.

Per passare alla costruzione del diagramma sono necessarie alcune
precisazioni. In primo luogo va tenuto presente che i tests (cioe’ gli
assi che li rappresentano nel modello geometrico) non si trovano nello
spazio dei fattori comuni. _

considerando il modello geometrico e facile rendersi conto di
questo fatto. Ogni test ha una saturazione nel proprio fattore specifi-
co, oltre che in uno o piw fattori comuni. Ma saturazione equivale a
correlazione (u; = rstt);,essendo correlato con il proprio. fattore spe-

cifico, I asse del test deve formare con. 1’asse del proprio fattore
specifico un angolo diverso. dall’ angolo retto (poiche’ 1’ angolo retto
rappresenta. la. correlazione nulla). D’ altra parte essendo i fattori
privi di gorrelaziome fra loro, I’ asse del fattore specifico del test
deve essere perpendicolare a tutti i fattori comuni, cioe’ perpendicb-

(1) Come si e* visto nella prima parte i vettori dei tests vengono a col-
ljocarsi nello-spazio fatteriale completo:senza richiedere dimensioni in piu®.
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lare allo spazio dei fattori comuni. (Nel nostro esempio, essendo due

i fattori comuni, i loro assi determinano un piano, e il fattore spe-
cifico del test preso in considerazione deve essere perpendicolare. a.
tale piano). E siccome lo spazio dei fattori comuni comprende soltanto
rette perpendicolari al suddetto fattore specifico, Y asse del test che
¢ correlato a quel fattore specifico non puo® giacere nello spazio dei
fattori comuni.

Lo spazio dei fattori comuni contiene dungue soltanto gli assi
dei fattori comuni; la rappresentazione di tale spazio sarebbe quindi
di scarsa utilita’ per chiarire le relazioni fra tests e fattori comu-
ni, se non vi fosse la possibilita’ di rappresentare in gqualche modo
anche 1 tests.

Tale possibilita’ si offre, in quanto, in seguito all obliquita’
degli assi dei tests)| rispetto allo spazio dei fattori comuni (dovuta
alla correlazione di tutti i tests con almeno uno dei fattori comuni)
tutti gli assi dei tests hanno una proiezione non nulla nello spazio
dei fattori comuni.

Z. ol modéllo vettoriale

I1 fatto di poter rappresentare i tests in tale spazio rende tut- o
tavia necessaria una modificazione nel modello geometrico, cioe’ la so- 7
stituzione degli assi con dei vettori applicati all’ origine (1).

Un vettore applicato all’ origine ¢ un segmento orientato, con un
estremo nell’ origine (2) e quindi oltre ad avere come gli assi una di-
rezione ed un verso, ha una grandezza. Nello spazio fattoriale ad (m+k)
dimensioni, tests e fattori sono rappresentati da vettori della stessa
grandezza che e’ stata assunta come unita? (vettori unitari); la dire-
zione ed il verso dei vettori sono identici alla direzione ed al verso
che, nel precedente modello avevano gli assi, in base alla legge del Y
coseno. Nulla ci vieta dunque di considerare contemporaneamente vetto- ——
ri ed assi’>Ma, per non complicare il disegno si rappresentano soltan-
to i vettori; d’ altra pdrte gli assi, la cui funzione era guélla di de-
terminare la posizione dei punti-soggetti in relazione ai risultati dei
soggetti nei vari tests, perdono tale funzione quando ne consideriamo
le proiezioni. ' .

Resta da chiarire la funzione dei vettori e delle loro proiezioni.

Riprendiamo in considerazione la constatazione fatta nella I par-
te, cap. III, & 5, trattando del modello géometrico della soluzione di
Spearman (fig. 24): portando 1’ unita’ di misura sull’asse di un test a

(1) Un accenno a questo modo di rappresentare i tests e' stato fatto in
occasione della rappresentazione geometrica della soluzione fattoriale di
Spearman (Parte I, Cap.III, 5)-

(2) Anche in seguito s’ incontrerannc sempre e soltanto vettori applicati
nell®origine, anche se, per brevita’, 1i chiameremo soltanto vettori.



134"~ ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

partire dall’ origine e nel verso positivo (ora potremmo dire “appli-
.cando nell’ origine un vettore unitario parallelo ed equiverso all® asse-
.diun-test™ constatiamo che la misura della sua proiezione sull’ asse
del fattore G e’ il cosemo dell’ angolo che 1’ asse del test forma. con

I’ asse G,..cioe’ la correlazione fra il test e @..0 la saturazione del
test in G (ryg = a;); altrettanto vale per la proiezione sull’ asse del
fattore specifico del test.

E° chiaro che la rappresentazione per mezzo di proiezioni puo® for-
nire queste importanti informazioni soltanto se sugli.assi (o al posto
degli assi) sono messi in evidenza dei segmenti, che e’ opportuno sce-
gliere unitari.

Vediamo ora di
trasferire 1’ osserva-
zione precedente re-
lativa alle proiezio-
5' ni di un vettore-test
unitario, al caso in
cui vi siano.due fat-
tori.comuni (fig.41).

I vettori comu-
ni, che chiameremo *A
e B (1), individuano
un piano (d) - lo spa-
zio dei fattori comu-
ni. Il vettore di un
‘test t e quello del
suo fattore specifico
Sy individuamo pure
un piano (B); ma, da-
ta la ortogonalita’
dei fattori, il vetto-

Hig. 41. re Si e’ perpendicola-

re al piano dei fatto-

ri comuni e per01o' e’ perpendicolare a tale piano anche il piano indi-
viduato dai vettori t ed S (come ogni piano che comprénde S;).

I1 vettorg t ha ih . la sua proiezione sul piano @, cioe’ nello
spazio dei fattori comuni; ma t. cade nell’intersezione fra i due pia-
ni e quindi appartiene tanto al piano 0 quanto al piano [ i -

Esaminiamo i rabpdrti fra t, t. ed Sy sul piano H (fig. 42) Sg €’
perpendicolare a t. (2); quindi se consideriamo anche la proiezione di

(1) Nell® esempio frattato precedentemente e che riprenderemo in seguito,
i due fattori comuni sono il fattore ( e il fattore ¥erbale P, ma per le con-
siderazioni che faremo in questo e nel seguente paragrafo e’ utile riferireci a
due fattori comuni qualsiasi. )

(2) Perche’ upa retta perpendicolare a un piaho e' perpendicolare a tutte
le rette del piano che .passano per il suo piede.
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il vettore %4 ci trovia-

mo nelle stesse condizioni di fig. 24

e possiamo applicare il teorema di pPi-
tagora alle misure Helle lunghezze dei
segmenti che, per semplicita’, indiche-
remo sia ora che in seguito con le stes-
se lettere che indicamo i vettori (1)

2 2
b R

cioe’, essendo t = 1

ma la misura della proiezione di t su
S¢ e il coseno dell’ angolo che t for-
ma con S;, cioe’ r.g che non ¢ altro
che la saturazione di t nel fattore spe-
cifico, dunque

quindi

2 +
ma af + 5% + u? =1 (2), quindi
t, = Vag + b3

Vediamo ora di precisare il sigmificata dell’ espressione aj + b?.
Ricerdiamo che. la formula a2 + b2 + u2 =.1 esprime la varianza di
un test. (misurata in unita’. standard, in cui ¢® = 1) in termini fatto-
riali (3), cioe’ la varianza suddivisa nellé quote dovute ai singoli
fattori.

Risulta conveniente riunire le quote dovute ai fattori comuni e
quindi distinguere la parte di varianza che un test ha in comune con al-
tri tests della batteria, e la parte di varianza che e’ specifica al

test: stesso; la prima parte prende il nome di  comunanza (4)

.2 .2 2
t, = a; + b e

(1) E' necessario distinguere tra i vettori e le misure delle lunghezze
dei segmenti che 1i rappresentano, perche’ le misure delle lunghezze dei seg-
menti sono numeri; e come tali seguono le regole del calcolo numerico usuale,
mentre nel cosiddetto calcolo vettoriale le operazioni sono definite diversa-
mente; tenendo conto oltre che della lunghezza dei vettori, anche della loro
direzione e del loro verso.

(2) Vedi Cap. 1,3 della II parte.

(3) Per semplificare i passaggi prescindiamo momentaneamente dagli errori
di campionatura di cui si ef parlato nel Cap.II,6 della I parte.

(4) Trattando della teoria dei due fattori nella I parte, 1® espressione
"comunanza’ era stata usata ad indicare il quadrato della saturazione in (.

: ST : .
Infatti, se 1”espressione della varianza & a; + u% = 1, la varianza comune e’

R = .
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' at +b% +uf =1
| ' :
fi a; + b2 = h? = comunanza
il
| 2 2
. h% + a3 =1

ht =1 - 0§

| e in generale se vi sono k fattori comuni

aZus b ..o 2 kK +uf = 1 (1)

at + b% + ... + k% = K%

T ——

Ritornando al modello di figg. 41 e 42, poiche’ t2 = 4% + b2 +/h%

e quindi t. = h; siamo giunti a stabilire che la proiezione di un vet-

tore-test nello spazio dei fattori comuni non e altro che hy, la radi-
ce quadrata della comunanza del test. Dunque la proiezione di un vetto-
re-test nello spazio dei fattori comuni sara’ tanto piu’ grande quanto

maggiore e la varianza comune del test, cioe’ quanto minore e’ la sa-

turazione del test nel fattore specifico, come del resto risulta dalla

fig. 42.

3. Le correlazioni’ come prodotti scalari ’

Resta da precisare come vengano-rappresentate le correlazioni fra
tests e fra tests e fattori, nello spazio dei fattori comuni.

Bisogna infatti tenmer presente che gli angoli che i vettori-tests
formano fra loro e con i vettori fattoriali nmello spazio fattoriale ad
m+k dimensioni si deformano gquando i vettori-tests vengono proiettati
nello spazio dei fattori comuni. In altre parole 1° angolo che formano
tra loro due vettori-tests o un vettore-test con un vettore fattoriale
nello spazio fattoriale ad m+k dimensioni non e’ uguale all’ angolo che
formano fra loro le proiezioni di gquei due vettori-tests o la proie-
zione di quel vettore-test con un vettore fattoriale, nello spazio dei
fattori comuni.

Cio® risulta evidente nella situazione rappresentata in fig. 4i.
Nel piano @ (che e lo spazio dei fattori comuni) si trovamo i vettori
fattoriali ‘A e B che sono ortogonali tra loro e la proiezione del vet-
tore-test ¢, t.. Poiche’ in questo caso t, si trova fra 4 e B, gli an-
goli At e Bt., sono complementari. I1 vettore t invece non si trova
| nello spazio dei fattori comuni, cioe’ e° fuori del piano d; percio’

: _ AAt >.ﬂc, tAB>f:BeAAt+iAB>96°.

e ——— e ——

| e
j (1) Tenendo conto degli errori casuali, la formula della varianza in ter-
J mini fattoriali e’

1

| i 2
| a§+b%+.,.+kt-ru§+'etr1

in cui e? e' 1a quota di varianza dovuta all®errore.
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Quindi se in questo caso si applicasse la relazione ryy = cos 6 xy
mettendo la correlazione fra A e t uguale al coseno dell’ angolo che A
forma con la proiezione di t nello spazio dei fattori comuni, si com-
metterebbe un errore.

Che in questo caso la correlazione non possa essere soltento una
funzione dell’ angolo, risulta anche da un’ altra considerazione.

Ricordiamo che la proiezione t. del vettore-test t nello spazio
dei fattori comuni e’ la radice quadrata della comunanza, cioe’ nel no-
stro caso va? + b2, in cui a, e b, sono le saturazioni del test t nei
fattori A e B, ma anche le correlazioni tra il test t e i fattori Ae
B (ay = 1y, by = rgy).

Consideriamo ora due altre
posizioni che il test t avrebbe
p potuto assumere sempre rimanen-

do nel piano B (fig. 43).

Nella posizione t' la proie-
zione t{ diminuisce e aumenta in-
vece la proiezione sul vettore
del fattore specifico, menire in-
vece nella posizione t” la proie-
zione t; e’ maggiore ed e’ minore
la proiezione sul vettore del fat-
tore specifico.

Se invece del test t ci fos-
se un test la cui posizione nel-
lo spazio dei tests corrisponde a
t’ (1), la proiezione t. sarebbe
piuw’ piccola; ma siccome t, =
= va; + b3, quando t_ diminuisce,

Fig. 43. deve diminuire a¢, o b: o ambedue.
Cioe’ diminuisce la saturazione
del test nei fattori comuni e quindi la sua correlazione con 1’ uno o
con 1*altro o con tutti e due i fattori comuni: e il contrario avviene
se t. aumenta, se cioe’ il test ha la posizione t”.

Ma nello spazio dei fattori comuni, finche’ il vettore t resta
nel piano (B, gli angoli che la sua proiezione forma coi vettori Ae B
rimangono invariati.

E’ quindi chiaro che la correlazione &i un test con un fattore
(fig. 44) non puo’ essere espressa soltanto in funzione dell’ angolo
tra la proiezione del test nello spazio dei fattori comuni e il vetto-
re fattoriale; e’ necessario che 1’ espressione geometrica della corre-

(1) cioce’, in altre parole, se invece del test t fosse stato introdotto
nella batteria un test ¢! che differisse da ¢ soltanto perche’ piu® saturo del
fattore specifico.
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lazione tenga conto, oltre che
dell’ angolo, anche della lunghez-
za della proiezione del vettore
a test.

In effetti la formula com-
pleta della correlazione e’ una
funzione della lunghezza dei vet-
tori e dell angolo da essi rac-
chiuso. L.a correlazione e’ espres-
sa cioe’ dal cosiddetto. prodotto
scalare dei due vettori (tests o
fattori che siano):

r‘,y = V,_Vsr cos ef,-

(in cui Vy; e Vy sono. le.misure
dei due vettori x e y).
La formula che. ¢ stata u--
tilizzata finora ryy = cos Oyy €’
Fig. 44. fondata sul presupposto che Vy e
Vy siano ambedue uguali a 1, cid’
che avviene qguando si considerano i vettori dei tests nello spazio a
m+k dimensioni; ed era quindi pienamente valida nelle situazioni fino-
ra considerate.
Nel caso qui considerato, essendo i vettori fattoriali di lun-
ghezza unitaria, la correlazione fra t ed A e fra t e ‘B e’ espressa
nelle formule

Y= ts €05 9, rpt.= te cos 8y

4 La proiezioné sui vettori fattoriali

La formula del. prodptto scalare tra vettori consente dunque di
calcolare la correlazione fra due tests o fra un test e un fattore, an-
che a partire dalle proiezioni dei tests nello spazio dei fattori co-
dei vettori oltre. che dell’ angolo che 1i separa.

Tuttavia-questo-svantaggio—e' -compensato-in-quanto quei dati im-
portantissimi che sono ad.un tempo la correlazione fra un test e un fat-
tore e la saturazione fattoriale di un test (ry, = @y, ryp = by, ecc.)
sl possono. leggere direttamente nel modello geometrico, per un’ altra
via. .

Riprendiamo in esame il piano individuato dai due vettori fatto-
rigli A e B (fig. 45), cioe’ lo spazio dei fattori comuni (che in que-
sto caso e’ un piano, essendo due i fattori comuni), spazio che contie-

yrdAstrtrtm (g Cte Ve

J A
"
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ne oltre ai vettori fattoriali
anche le proiezioni dei vetto-
E’ ri tests.

Consideriamo ora la proie-
zione t. del vettore test t sul
piano dei fattori comuni e la
proiezione t; di . t. sul vetto-
re fattoriale A (fig. 45); e
t inoltre la proiezione i, del
i vettore test t sul vettore fat-
B o i Q0 toriale A (fig. 46) (1). si di-

\ mostra (2) che t; = t,, cioe’
- che la proiezione su A della
ta protezione di ¢t nel piano dei
fattori comuni A e B &’ uguale
alla protezione sm A di t.
Ma la proiezione di t su
s A equivale a coSy, = ry, = ay;
Fig. 45. per-cui si giunge all’ importan-
tissima constatazione che anche nello spazio dei fattori comuni, le b e
proiezioni dei vettori- teStS(/Blzl vettori fattoriali somo le saturazio- =~ /
ni dei tests nei rispettivi fattori. Quindi nei diagrammi che rappresen- 7
tano lo spazio dei fattori comuni (quando ¢’ bidimensionale) o due del-
le sue dimensioni (quando e’
tridimensionale o pluridimensio-
nale) st possono leggere diret- 2
B tamenté le saturazioni dei tests i\
nei fattori comuni. ‘

¢

5. La struttura bifattoriale

(fattori commi G e V) -nel-
51: la rappresentazione geome-
4 1 trica

B‘\ o o Esaminate le caratteristi-
I X che fondamentali della rappre-
N ¥ A sentazione: geometrica dello spa-
ta zio dei fattori comuni, e’ uti-
le, analogamente a quanto e’
stato fatto per la soltizione mo-
Fig. 46. nofattoriale, considerare un e-
sempio concreto. Sara’ utiliz-

(1) In altre parole tlne' la proiezione di una proieziene di f, mentre t,

e’ la proiezione di t.
(2) Non riportiamo la dimostrazione.
o

Fraa
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zata a tale scopo la struttura fattoriale ottenuta precedentemente a:
nalizzando una matrice di correlazione nei due fattori comuni G e V.

La rappresentazione geometrica dei vettori fattoriali e delle pro-
iezioni dei vettori-tests nello spazio dei fattori comuni, che in que-
sto caso ¢ bidimensionale, si ottiene agevolmente dalla matrice dei
fattori comuni, che sono le proiezioni dei vettori tests sui vettori
fattoriali (v. fig. 47); tracciati i due veftori fattoriali, si ripor-

G |4

AV
ky 02 1.00-

o i ) 9.
kg 8 .6 8
ky R 7- r
ks o2, el
1y -8 0
1o T 0
iy .6 0
1 Y5l 50
ig ) 0

MatTice dei fattori comuni

Fig. &47.

tano. per ogni test, a partire dall’ origine, i due segmenti corrispon- ;
denti alle misure delle soluzioni nei due fattori, e si traccia la per
pendicolare all’ estremita’ di ognuno dei due segmenti; il punto di in-
contro delle perpendicolari e’ 1 estremita’ del rispettivo vettore-test.

Cosi’ ad esempio, riportando sul vettore ¢ la misura .9 e sul vettore V la
miéﬁra,.z e tracciando le perpendicolari alle estremita’ si individua, al loro
punto d*incontro, 1’ estremita’ del vettore-test k&, che si puo’ in tal modo
tracciare, a partire dall’origine dei vettori (1).

(1) In altre parole si ricostruiscono i vettori-tests a partire dalle lo-
ro proiezioni sui vettori fattoriali.
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Il diagramma di fig. 47 rappresenta una strutturae fattoriale. In
esso sono rappresentati i due fattori comuni che in questo caso sono. G
e V. i quali hanno ambedue la dimensione 1, sono cioe’ vettori unitari.
I vettori dei 10 tests della batteria hanno invece dimensioni inferiori
all’unita’ , in quanto sono le proiezioni.dei vettori-tests nello spazio
dei fattori comuni, e la loro lunghezza e’ pari ad h¢, la radice qua-
drata della comunanza, cioe’ della quota di varianza determinata dai
fattori comumi. :

Esempio:

La comunanza del test k, ¢ .9° + .2° = .85 = h}, quindi
hy, = V.85 = .91

La comunanza del test kg e .2° + .ég = .08 = hi_ quindi
heg = V.08 = .28 .

. Va ricordato che 1 - A% = u? da cui u =1 - K?, formula che per-
mette il calcolo del fattore specifico dei tests (1).

La struttura fattoriale di fig. 47 presenta alcune caratteristiche
particolari. Si nota anzitutto che i vettori-tests (2) si trovano tutti
entro 1’angolo di 90° limitato dai due vettori fattoriali G e V.

Cio* sta ad indicare a) che tutti i tests sono correlati positi-
vamente tra loro e b) che tutti i tests hanno una correlazione positi-
va 0 nulla (non negativa) con ambedue i fattori, cioe’ che hanno, nel-
P uno e nell' altro dei due fattori, saturazioni positive o nulle.

La correlazione positiva dei tests fra loro e dei tests con i fat-
tori e’ indicata dalle relative separazioni angolari: gli angoli tra
0° e 90° hanno i coseni positivi, ed essendo positive le lunghezze dei £
vettori, il risultato di V, V, cos (1,2) non. puo’ che essere positivo. Y

Dalla matrice dei fattori comuni (fig. 47) risulta che un gruppo
di tests presenta saturazioni nulle in uno dei due fattori: nel diagram-
ma i vettori di questi tests (i;, i,, 15, i;, ig) risultano applicati
al vettore del fattore da cui sono saturati.

Va tenuto presente che il fatto che tali vettori siano sovrapposti
(cioe’ formino tra loro un angolo di 0°) non significa che presentino
fra loro una correlazione massima (r = 1). Infatti, quando, essendo ze-
ro 1’ angolo formato dai vettori di due tests, si ha cos 0 = 1, la cor-
relazione dipende ancora dai due coefficienti V; = hi e Vy = hj.

Cosi’ ad esempio la correlazione fra i due tests i, ed ig, i cui
vettori sono sovrapposti risulta essere (.3) (.5) (1) = .15, in quanto
hy, =5, h;_= .3 ecos (hy, h; ) =1. Nella matrice delle correlazioni
si legge infatti ry, 1. = .15.

(1) Va ricordato che si tratta di dati privi di errori di-campieonatura.

(2) D'ora in poi 1i chiameremo cos8i’, avendo gia’ messo .in evidenza il

fatto che si tratta di proiezioni, nello spazio dei fattori comuni, dei vetto-
ri-tests unitari.

\
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Dal precedente esempio risulta che dal diagramma di fig. 47 si
possono ricostruire le correlazioni fra i tests. Anche I’ inverso e’ ve-
ro: dalla matrice delle correlazioni si puo’ ricostruire. il diagramma;
ma. solo in parte. Dalla matrice delle correlazioni si puo’ cioe’ co-
struire la configurazione dei tests, non la struttura fattoriale (1).

6. Configurazione dei tests e struttura fattoriale

Tl modello geometrico. permette di mettere in chiaro alcuni punti
importanti. 8i e’ detto precedentemente che nella matrice delle corre-
lazioni e' implicita la dimensionalita’ dello spazio dei fattori comu-
ni. Infatti il numero di dimensioni dello spazio dei fattori comuni e’
pari al rango minimo. che puo’ assumere la matrice delle correlazioni.
scegliendo opportunamente le comunanze. E' ugualmente implicita, cioe’
si puo’ inferire dal rango della matrice anche la struttura fattoriale,
cioe’ 1’ insieme delle saturazioni dei.tests nei fattori comuni?

Vediamo anzitutto che cosa si puo’ ricavare direttamente dalla ma-
trice delle correlazioni (una. volta che ne sia stato determinato il ran-
g0) senza ricorrere all® analisi. fattoriale. _

palla comunanza (2) di ogni singolo test (h?) si ottiene diretta-
mente, estraendo la radice quadrata, la lunghezza della proiezione del
vettore-test nello spazic dei fattori comuni (h); dal coefficiente di
correlazione fra due tests si puo quindi. ricavare 1’ angolo che forma-

(1) Anche la struttura fattoriale e’ ricavata dalla matrice delle corre-
lazioni; ma come si vedra®, essa non e’ univocamente determinata.

(2) Siccome la matrice delle. correlazioni e’ priva di comunanze (le ca-
selle della diagonale principale sono vuote) e le comunanze si calcolano in

+base glle saturazioni fattoriali (hi = ai + bi " RSN & kf) sorge naturalmente

I’ obiezione che se per costruire la configurazione dei tests occorrono le co-
minanze, la configurazione dei tests presuppone 1’analisi fattoriale. Va nota-
to tuttavia che se 1’ analisi fattoriale e’ il procedimento piu* comodo per
calcolare le comunanze, vi.e* amche un procedimento non-fattoriale per giunge-
re allo stesso risultato.

Si comincia con lo.stabilire il rango della matrice priva di comunanZze
(calcolando tutti i determinanti di ordine m - se la matrice e’ di ordine m -
w1, m-2 ecc., finche’ si trova l’ordine.per il quale non tutti i determinanti
dei minori si annullano - ewitando sempre i minori che comprendono i vuoti
della diagonale); se il rango della matrice e k, si passa quindi a completare
i minori di ordine k+1 che comprendono elementi della diagonale, in modo che
si annullino. Si ottienme in tal modo la matrice delle correlazieni completa di
comunanze senza ricorrere allfanalisi fattoriale.

11 procedimento risulterebbe complicatissimo nel caso di una matrice di
correlazioni sperimentali, affette da errori di campionatura; ma & noi inte-
ressava soltanto mostrare cheé da un punto di vista teorico il calcolo delle
comunanze non implica 1'analisi fattoriale.

Va tenuto infine presente che mentre nel caso speciale della matrice ge-
rarchica conoscere le comunanze significa conoscere le saturazioni fattoriali

(poiche’ essendoci .un solo fattore,_hf = di) e qguindi équivala ad aver fatto

I’ analisi fattoriale, quando la matrice delle correlazioni e' di rango maggio-
re di 1, conoscendo le comunange non si conoscono ancora le saturazioni fatto-
riali.
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no fra loro i due vettori nello spazio dei fattori comuni.

Prendiamo come esempio la matrice di correlazioni che e stata a-
nalizzata nel § 5 (cap. I, Parte II). Ne riproduciamo qui la parte re-
lativa ai primi 5 tests, con inserite le comunanze.

Dalle comunanze ricaviamo le dimensioni dei vettori tests. Per es.:

ki ky ok hy ke

kR, .85 .82 .68 .42 .22 hy , (lunghezza vettore test k) = /.85 = .9219
k. .82 .89 .78 .47 .26| h (lunghezza vettore test ko) = .89 = .9434
ks .66 .78 .72 .42 .24 | hy, (lunghezza vettore test k;) =v.72 = .8485
ky .42 .47 .42 .25 .14 h, (lunghezza vettore test k) =v.25 = .5000
ks .22 .26 .24 .14 .08 | hy_ (lmghezza vettore test k) = /108 = .88

Per. calcolare la separazione. angolare tra due vettori, si calcola.
cos B dalla formula della correlazione e poi si legge il valore del-
I’ angolo nella tabella dei coseni.

Cosi’, da r,, = h;hy cos 0,, si ricava

:
cos Bpy = —=L
hehy
rklke =:1.82; hki = .9219, th = 9434:
.82
COSk k = = .9428, 6 = 19°30 '
1%2 7 T 9219y(.9434) fka
Iy e, = 66, hy, = -9219, hy, = .8485,
.66
cos = = .8437, 6 ='3230"'
13 ~ " 9219) (.8485) k1 ks
re,x, = -66, he, = .9219, hk4 = . 5000,
.42
COSk, k, = = .9110, th = 24°20'
(+9219) (. 5000)
rkikB - -22: hkl = *92191 hks = -23281
.22
COSk ¢ = = .8438, 8.;15-_5 = 32220

15 (.9219) (. 2828)
Ti kg ™ 78 he, = .9434, h . = .8485,

' .18
COS ¢ i = : = .9743, ekﬁks = 130
2°3  (.9434)(.8485) ;
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Tiyk, = 41, hy, = .943¢,  hy, = .5000, g
.!l
cos 4 9963 0 4°50
Kk, = = : Kk, =
274 (.9434)(.5000) 24 !
i\
Fe,kg = +26, P, = .9434, by, = .2828, il
i |
.26 ‘
cOSk,_k, = ' = .9475, Ok .x,. = 13°
278 (.9434)(. 2828) Gt

‘ regk, = -42,  hg, = .8485,  h¢, = .5000, g

E| 3 %4 8

ii cos a2 9900 6 8°
| kKgkg = Eate ; =

W | °™* 7 (.8485)(. 5000) o

(i) Frgkg = <24 hks = .8485, hks = .2828,

il .24

&' COSk kg = =1.00, Br k. =0°

i (.8485) (. 2828) =

|

:l rkﬁ-ks ol hk4 = .5000, h'k5 = .2828,

I'T'I I: .14 =

il . COSk4k5 = - .9900, et4k5 =8

i (.5000) (. 2828)

la conoscendo in tal modo le lunghezze dei vettori-tests e le loro f|
il separazioni angolari, si e in grado di costruire la loro configurazio- -
ne geometrica (1), che dipende dunque esclusivamente dalla matrice del-

le correlazionti. |
| Riferendoci al nostro esempio, mettendo a confronto i due diagram- |
, mi della configurazione dei tests (fig. 48) e della struttura fattoria- f
' le (fig. 49) siamo quindi in grado di precisare 1’ apporto dell’ analisi i
fattoriale. Mediante I’ analisi fattoriale la configurazione dei tests |
viene ad essere collocata entro ad un sistema di riferimento - il si- :
stema dei vettori fattoriali ortogonali - funzionante come un sistema i
di coordinate che consente di descrivere e riprodurre la configurazio-

|

I (1) cioe' la éunfigurazione geometrica delle proiezioni dei vettori-tests
1 . in uno spazio avente un numero di dimensioni pari al rango della matrice delle
FI correlazioni. .

|

|
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7. L’ analisi in due fattori comuni nel modello geometrico

A questo punto e’ conveniente rivedere, seguendole nel modello
geometrico, le operazioni dell’ anglisi fattoriale.

Nella configurazione dei tests (fig. 48) si distingue una parte
unidimensionale, costituita dal gruppo di tests analizzabili secondo
la teoria dei due fattori di Spearman, i cui vettori sono disposti lun-
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g0 una retta, e una parte bidimensionale, costituita dai tests che per
essere descritti richiedono due fattori, cioe’ tests i cui vettori han-
no direzioni diverse, ma sono tutti compresi nel piano.
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[Fanalisi aveva preso le mosse dalla parte unidimensionale della
configurazione: si era cominciato col calcolare le saturazioni nel fat-
tore G di quei tests per i quali si puo’ applicare la formula

a, = /—r—”i ricavata dalla teoria dei due fattori e quindi si era-
ryz

no calcolate le saturazioni nel fattore ( degli altri tests. Geometri-

camente 1’ operazione si traduce nel situare un vettore fattoriale (il

vettore G) lungo la retta individuata dai vettori dei tests monofatto-

riali, e nel segnare su di esso le proiezioni di tutti i vettori-tests

(fig. 50).

La fase successiva, consistente nel sottrarre dalla matrice delle
correlazioni le quote di correlazione dovute al fattore G si traduce,
nel modello geometrico, nell’ eliminare in ogni vettore-test la COmpo-
nente dovuta al fattore G (v. fig. 51).

I tests mono-

fattoriali non han-

AV no altre componenti,
percio’ sottratta
la varianza dovuta
al fattore G, non

avendo varianza re-
sidua, scompaiono.

I tests bifat-
toriali, "tolta” la

- & by, . quota di varianza
dovuta al fattore G,
A bk, e quindi ‘la dimen-

sione nella direzio-
ne del vettore G, di-
ventano monofattoria-

Ab =
Ka 1i, cioe’ ad ina di-
Aeh b mensione soltanto:
K1 ks le componenti resi-
: .z : " . li dei vettori si
aj &, ai, aj, a4 dua.
5 Ll G dispongono lungo una

Pt ®  stessa retta. Sot-

Ak Ak, Ak, dk, Akq tratta la seconda di-
mensione (con lo stes-
80 procedimento, es-
Fig. 53. sendo la matrice re-
sidua monofattoria-
le) proiettandela sul secondo vettore fattoriale (fig. 52) non rimane
alcuna dimensione.
I1 risultato dell’ analisi, la matrice dei fattori comuni, cioe’ 1la
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matrice delle saturazioni fattoriali dei tests nei fattori Ge V (1) si
-traduce geometricamente nelle proiezioni dei vettori-tests sui due vet-
tori fattoriali (v. fig. 53).

8. L’ indeterminazione della soluzione fattoriale

. Nei precedenti paragrafi si e veduto che le saturazioni dei tests
nei fattori, cioe’ le coordinate di ogni singolo test rispetto al si-
stema di assi ortogonali individuato dai vettori fattoriali, bastano a
determinare le posizioni dei vettori-tests.

Tuttavia va tenuto presente che questa importante proprletw del
sistema di assi cartesiani non e per nulla legata ad una particolare
posizione degli assi rispetto ai vettori-tests. Se scegliamo un’ altra.
posizione per gli assi, otterremo per ogni test delle coordinate (cioe’
delle saturazioni) diverse da quelle ottenute precedentemente, le qua-
1li pero’ consenpono altrettanto bene di descrivere-la configurazione
dei tests e di riprodurre la matrice delle correlazioni. Siccome le po-
sizioni che due rette ortogonali di un piano possono: assumere ruotando
intorno al loro punto di intersezione sono infinite, infinite sono le
descrizioni, tutte ugualmente esatte, della configurazione dei tests
in termini di coordinate cartesiane, cioe’ di saturazioni fattoriali.

Tuttavia se agli effetti dell’ esatiezza della descrizione le posi-
zioni dei vettori fattoriali sonc equivalenti, ad altri effetti non ¢’
cosi’ . Basta riprendere in considerazione il nostro esempio. Nel dia-
gramma di fig. 50-i due fattori sono chiaramente identificabili in un
fattore. generale. ed un fattore di gruppo, definito a sua volta dalle
caratteristiche comuni del gruppo di tests che hanno una proiezione sul
fattore di gruppo oltre che sul fattore generale.

Ma se i vettori fattoriali assumono una posizione diversa;: la de-
scrizione e quindi I’interpretazione.mutano radicalmente. .

Mantenendo ferma la configurazione,. facciamo dunque ruotare 1ntor~
no all®’ origine i vettori fattoriali;- arrestando la rotazione. in una po-
‘'sizione. qualsiasi, per es. dopo una rotazione destrorsa di 33° (fig.
5) . Tracciando le perpendicolari dalle estremita’ dei vettori-tests
al nuovi vettori fattoriali, si ottengono le proiezioni dei vettori-
tests siii nuovi. fattori, cioe’ le saturazioni (che sono anche le corre-
lazioni) dei tests nei nuovi fattori.

La struttura fattoriale risulta profondamente. diversa. Non vi so-
no piuv’ tests a struttura fattoriale semplice, cioe’ saturati soltanto
da un fattore comune, oltre che dal fattore specifico. Tutti e due i
fattori siturano ciascun test, cioe?!, in altre parole, in questa solu-
zione fattoriale ci sono due fattori generali.

i (1) La matrice dei fattori comuni (v. fig. 47) e" costituita dalle due
prime colonne -della matrice-fattoriale completp, riprodotta in tab. 36.




Le satura-
zioni nei due
nuovi fattori
A e B, che si
leggono dal dia-
gramma, costi-
tuiscono la nuo-
va matrice fat-
toriale, diver-
sissima da quel-
la relativa ai
fattori G e ¥:*

L inter-
pretazione dei
due fattori in
termini psico-
logici presen-
terebbe delle
difficolta’ pro-
babilmente in-
superabili. Tut-
tavia dal pun-
to di vista ma-
tematico, i fat-

.tori A e B de-

scrivono la ma-
trice delle cor-
relazioni al-
trettanto bene

wuanto i fatto-

ri Ge V. cio’
e’ provato dal

cap. 1II, 3] LA RAPPRESENTAZIONE GEOMETRICA DELLO SPAZIO ECC. - 149
Av
I
; B
| .
[ q¥
: g
I é' =
I 4‘3 = b
1 S e
| Q¥ B
[ 7 P
; o ," hs \“'\
ey ! T
| 64’ TRy 1,’ k2
| & .
: /: Jf =5 i
1 4 ‘
i é; 4 ““& ’J Tt
£ L kli-/' T
ié é{_e B PSS
™% ’0" s hE= i ;’ i
| 56}-. '\-\‘ ot ’,’ 1 ,! “\\
i 4 L ks~ 7 =
| & g i
:{$ 4 ‘f -\Mr’,’ "\_h “".\ ‘)\. < ;{
R i -’;’I" = ES T ,{
1 = LA ~ . \'v" \\-.. i i
1 f R e _j e S5t
: S o TR S
X e s R TS S I T
d Kl (’d s v £ Fo
,‘.’. N o e i i A
3 q.+’ | ¢ ra / 4 ’ ‘.l
£ L ' Fl F
AR A
gy ~ ‘ s e
S @ ) S Jfl ,"H ;.
B
7 o L
%d: d J{
'{é"%:
L
‘J
7
Fig. 54.

fatto che par-
tendo dalla nuo-

va matrice fattoriale si riproduce la matrice delle correlazioni altret-
tanto bene quanto partendo dalla matrice dei fattori g e V.
Tuttavia va tenuto presente che tale:liberta’ nel fissare le posi-

zioni dei vettori fattoridali non e

assoluta. A prescindere dal proble-

ma del significato psicologico dei fattori in dipendenza delle diverse posi-
zioni dei vettori fattoriali rispetto alla configurazione dei tests, non va
dimenticato che. vi-sono dei veri e propri vincoli posti dalla natura
stessa della soluzione fattoriale, che determinanoc rigidamente la posi-
zione di singoli vettori.
Riprendiamo in considerazione, a tale proposito, lo spazio fatto-
riale -completo a m+k dimensioni.

Il primo tra i suddetti vincoli e co-



e —
— e

150 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

stituito dalla posizione obbligata dei vettori dei fattori.specifiei,
ognuno dei quali, essendo specifico di un singolo test, dev’ essere per-

.pendicolare ai vettori di tutti gli altri tests. Nella soluzione di

Spearman, il vettore del fattore G ha pure una posizione obbligata, es-
sendo perpendicolare ai vettori dei fattori specifici. punque in questo
caso.particolare la soluzione e' unica.. .

pDiversa e* la soluzione quando vi € piu’ di un fattore comune.

Consideriamo ad esempio una soluzione fattoriale a due fattori co-
mini. L.a soluzione fattoriale vincola i vettori dei fattori comuni ad
essere perpendicolari ai vettori dei fattori specifici e perpendicola-
ri fra loro (1), ma (a8 differenza da quanto avviene per i fattori spe-
cifici) non. ¢’ determinata la relazione geometrica fra i vettori dei
fattori comuni e i vettori-test. Nel nostro esempio, basta che i due
vettori dei fattori comuni siano nel piano perpendicolare ai vettori
dei fattori.specifici (2) perche’ sia soddisfatta 1’ unica condizione
vincolante. Entro tale piano la posizione dei due vettori fattoriali
non e determinata, cioe’ dal punto di vista della soluzione matemati-
ca tutte le infinite posizioni che i vettori fattoriali possono assume-
re pel piano, ruotando intorno al punto di intersezione sono ugualmente
accettabili. In generale, qualunque sia il numero dei fattori comuni,
si puo’ esprimere questa comdizione dicendo che entro lo spazio dei fat-
tori comuni (che e’ un sottospazio rispetto allo spazio fattoriale).le
posizioni. dei vettori dei fattori comuni sono indeterminate.

Tale indeterminazione del problema toglierebbe buona parte del si-
enificato all’ analisi fattoriale. Thurstone ha superato questa diffi-
colta’ fissando un criterio in base al quale solo un determinato tipo
di. soluzione e’ considerata.accettabile. :

Questo dualismo fra soluzione. generale e criterio restrittivo si
ritrova anche nel procedimento proposto da Thurstone per la risoluzio-
ne dei problemi fattoriali. Si ottiene cioe’ in primo luogo una solu-
zione matematicamente adeguate, per raggiungere. in un secondo stadio
dell’ elaborazione, mediante successivi passaggi (r®tazione_dei vettori
fattoriali nello spagio dei fattori comuni), la soluzione “adeguata” al
problema che I’ analisi fattoriale doveva risolvere.

“{1) Vedremo in seguito che non sempre si pone quest’ultima condizione.
(2) Ricordiamo che qui si tratta di um iperspazio ad mi2 dimensioni in
cui m e* il numero dei tests-(e quindi:anche il numero dei fattori specifici).
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Capitolo IV

1. L’ approssimazione delle comunanze

Per la prima fase dell’ analisi Thurstone propone diversi metodi,
ma quello che ha trovato la massima applicazione nel periodo. in cui i
calcolatori elettronici non erano usati o in cui il loro uso non era
ancora generalizzato presso le istituzioni scientifiche, e che e tut-
tora utilizzato da chi non ha continuamente a disposizione tali sussi-
di, e 1l metodo centroide.

I1 metodo centroide & lo sviluppo di quel metodo delle sommatorie
che e stato presentato nella prima parte tra i metodi per analizzare
le matrici gerarchiche. Tale metodo, che e’ di una semplicita’ lineare
quando e’ applicato ad una matrice gerarchica, presenta pero’ una serie
di difficolta’ quando e’ utilizzato per analizzare matrici di rango
> 1, difficolta’ che sono state talora superate da Thurstone con ele-
ganti artifici.

La prima difficolta’ da superare era presente anche nelle matrici
gerarchiche. )

I1 metodo richiede infatti che la matrice delle correlazioni sia
completa di comunanze. Nel caso della matrice gerarchica si trattava di
trovare un’ approssimazione delle comunanze, cioe’ di quei valori che,
inseriti nelle caselle della diagonale principale, avrebbero determina-
to 1’ annullamento di quelle tetradi che interessavano le.caselle della
diagonale. Ma nel caso della matrice non gerarchica, cioe’ di rango > 1,
si dovrebbe anzitutto conoscere il rango della matrice, per sapere fino
a che ordine devono arrivare i determinanti che devono annullarsi.

Sta il fatto pero’ che la determinazione del rango di una matrice
costituita da coefficienti di correlazione sperimentali, e percio’® af-
fetti da errori’ casuali, rappresenterebbe - un compito estremamente lungo
e complicato. ' ) :

Resta la possibilita’ di adottare 1’ artificio ufilizzato nel caso
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della matrice gerarchica, cioe’ di sostituire le comunanze con delle
approssimazioni grossolane, e procedere per approssimazioni successive,
fino ad ottenere un grado di precisione accettabile (1).

Ma con cio’ ‘'si ottiene soltanto di rendere possibile 1’ applicazio-
ne pratica del metodo di analisi, senza conoscere il rango della matri-
ce. o

E’ questa la via che, per necessita’, viene seguita. Ma compiere
I’ analisi di una matrice senza conoscerne il rango rappresenta una ri-
nuncia molto grave. Da un punto di vista teorico, la relazione fra ran-
go della matrice e numero dei fattori comumi,e’ il pilastro dell’anali-
si fattoriale, ed e molto insoddisfacente non potersi fondare sulla
teoria nell’applicazione pratica del metodo. Ma anche dal punto di vi-
sta pratico la mancata conoscenza del rango della matrice porta ad una
_difficolta’ non trascurabile. Infatti in tal modo si ignora il numero
dei fattori comuni, e percio’ occorre un criterio per stabilire. quando
si deve interrompere I’ analisi; a che punto cioe’, continuando 1’ estra-
zione dei fattori, si estrarrebbero dei fattori fittizi, in quanto si-
utilizzerebbero dei residui che sono dovuti; non alle variabili che i
tests misurano, ma agli errori casuali.

- 2: I presupposti teorici dell’analisi di una matrice non-gerarchica col
metodo delle sommatorie

I1 procedimento proposto-da Thurstone consiste dunque nell’ estrar-
re successivamente i singoli fattori dalla matrice delle correlazioni
col metodo delle sommatofie dopo aver completato la matrice con una
approssimazione delle ‘comunanze. Tubtevia il metodo fondato sulle som-
me dei termini della matrice, semplice e limpido nel suo significato
finche’ si tratta di estrarre il fattore generale da una matrice gerar-
chica,.si complica notevolmente quando il numero di fattori e’ maggio-
re di-1.

Le difficolta’ si presentano immediatamente se si tenta di appli-
care lo stesso schema di ragionamento seguito nel caso della matrice
gerarchica.

A scopo di chiarimento. e’ utile il raffronto fra lo schema della
matrice gerarchica (rango. 1) e lo stesso schema esteso ad una matrice
di rango 2, cioe’ a due fattori.

Nel caso della matrice di rango i, 22, cioe’ la somma di tutti i
termini della matrice (comprese le comunanze) e’ il quadrato della som
ma delle saturazioni dei tests nel fattore generale, quindi estraendo

{1) Ricordiamo che la soluzione adoitata generalmente &’ quella di usare
come approssimazione della comunanza di un test, il piu’ elévato coefficiente
- di correlazione della:relativa colonna.(o riga) della matrice; e di ripetere i
calcoli per ottenere una miglioré approssimazione soltanto se 17ordine della
matrice e’ inferiore a 10.
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Ia radice quadrata si ottiene VI = a; + @ + ... + ag, la somma delle
saturazioni dei tests nel fattore generale. E poiche’ la somma 2, di
.cgni colonna risulta essere a; (a; + a, + ... + ay), basta dividere la
somma di ogni colonna per (a@; + G, +.... + @) per ottenere le satura-
zioni fdei tests nel fattore generale, cioe’ la matrice fattoriale.

Nel caso della matrice di rango superiore a 1 la serie delle ope-
razioni analoghe si arresta per il fatto che 2Y non equivale a un
auadrato di un pollnomlo, per cui non ha piu’ senso caleolarne la
radice quadrata, VEE infatti, la somma di una colonna della ma-

.frice delle correlazioni non e’ un prodotto, ma una somma di prodotti

Dy = ay(ag+a,+: .. vay) + by(byibys...4by) + ... + kyCkitky+:..+kg)]; e
dalla somma delle somme, che non € un quadrato, ma una somma di qua-

drati, nulla si puo’ ricavare che permetta di proseguire i calcoli.

11 procedimento sembra dunque applicabile soltanto alla matrice
di rango 1, 0, piu’ generalmente, ‘quando, nelle somme delle:colonne;
tutti. gli addendi successivi al primo sono uguali a zero. Infatti se
nelle somme delle colonne @;(@y+8s+...4ay) + by(bysbowi.. by) + ... #
+ ky(kysk,+...+ky), 1 termini b,(b,+by+:..+b,), ecc. sono tutti uguali
a zero, si ritorna alla situazione che si verifica nella matrice di

“rango 1 la quale porta al calcolo delle saturazioni.

11 ragionamento ci riporta dunque alla matrice di rango 1 che si
pio’ definire come una matrice in cui'i fattor1 successivi al primo
sono nulli: :

va tuttavia notato. che wi sono. due diverse condlzlon1 per cui i
termini del tipo hi(h1+h2+.,‘Th,) (in cui h £ @) possono essere uguali
a Zero:

a) perche’ i singoli addendi h, ... h, (cioe’ le saturazioni
dei tests nei fattori successivi al primo) sono uguali a Zero, come
nel caso della matrice gerarchica;

b) perche’, pur non essendo nulle le saturazioni dei tests nei
fattori successivo al primo (e quindi essendo la matrice delle corre-
lazioni di rango superiore a 1) tuttavia la lore semma algebrica,
cioe’ la parentesi (hy + hy, + ... + hy) é’ uguale a zero. Su questo si
basa. la soluzione di Thurstone.

Quand’ e’ che le somme delle saturazioni dei tests in tutti i fat-
tori tranne nel I fattore sono nulle?

Consideriamo il diagramma di fig. 55 che rappresenta lo spazio dei fatto-
rl comuni .F; ed F, e 4 vettori-tests, ti, t5, t3, 4.

. Le proiezioni dei vettori-tests sul vettore fattoriale fb sono nell’ ordi-
ne +.4 (test 1), +.4 (test 2), -.2 (test 3), -.6 (test 4). La somma delle pro-
iezioni, cioe’ .la.somma delle saturazioni dei tests nel fattore F, e’ zero
(bz+52+ba+b4*0) :

La somma delle proiezioni dei tests sul vettore Fa e’ invece evidentemen-
te diversa da zero, poiche’ le proiezioni (cioe’ le saturazioni a;, ap, ag, ay)
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121 = (a;+aptagtay) 0= (by+by+bgtb,)

sono tutte positive. In questo caso 1’ estrazione delle saturazioni nel I fatto-
re col metodo delle sommatorie diventa dunque possibile, pur essendo la matrice
delle correlazioni di rango inferiore ad 1. Infatti la somma dei termini della
la colonna e’ ay (aq+tdao+ag+ay,) +[;b1“}({}) = a1 (ag+agtagtag). .

Siamo cioe’ nelle condizioni in cui, annullandosi, nelle somme del-
le colonne della matrice delle. correlazioni, i termini successivi al
primo (1), si rende possibile I’ estrazione del primo fattore. Si tratta
ora di vedere se tali condizioni sono realizzabili per qualsiasi matri-

(1) Nel nostro esempio, essendo due i fattori, ¢’ e’ solo un termine suc-
cessivo al primo.
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ce di correlazioni, se cioe’ sia possibile scegliere sempre una posi-
zione dei vettori fattoriali tale da annullare la somma delle proiezio-

ni dei tests sui vettori di tutti i fattori, tranne uno.

3. L’orientamento del primo vettore fattoriale nell’ analisi centroide

Tali condizioni, in effetti, sussistono, e si possono precisare

nel modo seguente. . sempre possibile individuare un _punto P dello spa- .

zio dei fattori comuni tale che ciascuna delle sue-@e@rdinaie e éﬁéle

alla media aritmetica delle coerdinate omonime dei vebtori-testss it Iygfﬁ-
In altre parole, nella struttura fattoriale relativa ad una bat-' '° 2/,

teria di m tests, e sempre possibile individuare, nello spazio a k

dimensioni, in cui si trovano i vettori ortogonali dei k fattori, unm

; : oot ay a, s Uy
punto le cui. coordinate: sono,: per. 1’ asse A , per
M
e by b5 s i+ Sollowr by b iRy .y Ak
-l’asse‘B 1 -~ = , ber 1*asse K 2 = z

m n

Ci serviremo, come ésempio, della struttura fattoriale ottenuta analizzan-
do una matrice di rango 2, nel cap. I della II parte (v. fig. 56). Per evitare
di trendere confusc il diagramma con troppi segmenti ci limitiamo a segnare sol-< "~
tanto con un punto 1’estremita’ di ogni singolc vettore-test (punti i e punti
k). Le perpendicolari tracciate dall’ estremita’ di ogni singolo vettore-test
ai vettori fattoriali individuano le coordinate dei vettori-tests. cioe’ le sa-
turazioni dei tests nei due fattori. Le medie aritmetiche delle saturazioni dei
tests nei due fattori in"G e in'V, cioe’ .58 e .18, sono le coordinate del pun-
to p. s {

Sse lo sDaZio dei fattori comuni ha k dimensioni, ci ﬁono k vettori fatto-

riali ortogonall e k coordinate per ogni punto-test: la matrlce dei fattori co-

muini (la tabelia delle coordinate) ha k colonne e il punto'P avra' k coordinate
che sono le medie delle k colonne della suddetta matrice. ' :

Il punto P cosi’ individuato rappresenta il cosiddetto centro di
gravita’ (o centroide) dei punti che rappresentano le eéstremita’ dei
vettori-tests, nello spazio a k dimensioni.

La sua posizione nello spazio dei tests rimane immutata qualunque
sia il sistema di coordinate rispetto al quale si calcolano le medie
aritmetiche delle coordinate dei vettori-tests.

Per ottenere che le medie. (e quindi le somme) delle proiezioni dei
vettori-tests su ogni singolo vettore fattoriale, tramne uno, siano u-
guali a zero, basta orientare il sistema di vettori fattoriali ortogo-
nali in modo che uno dei vettori passi per il punto P, cioe’ per il cen-
troide. .

Per rendersi conto di questo fatto, basta considerare P come estre-
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Fig. 56.

mita’ di un vettore-test (1). Se un vettore fattoriale passa per il pun-
to P, vuol dire che il vettore-test P giace sul vettore fattoriale, co-
me avviene nella struttura di fig. 56 per i vettori-tests i,, i,, is,
.14, 1g, che giacciono tutti sul vettore fattoriale G. E sappiamo che
quando un vettore-test giace su un vettore fattoriale, esso ha proie-
zione nulla sugli altri vettori fattoriali, che sono ortogonali al pri-
m (2).

Le prolezioni di un test sui vettoéri fattoriali sono le saturazio-
ni del test mei rispettivi fattori; dunque il vettore-test P ha satu-
razione zero in tutti i fattori tranne in quello sul cui vettore esso
giace. Ma il punto P e’ stato fissato in modo che le sue proiezioni sui
vettori fattoriali siano le medie aritmetiche delle proiezioni omonime
di tutti i tests della batteria..Quindi, se le sue proiezioni su un fat-
tore sono nulle, vuol dire che semo nulle- l¢ medie, aritmetiche delle
proiezioni (eioe’ delle saturazioni) di tutti i tests della batteria su

(1) Puo® darsi, infatti, che uno dei tests della batteria coincida col
centroide. : :

(2) Infatti, i.suddetti.vettori-tests:i; - is non hanmo nessuna proiezio-
ne sul vettore fattoriale'V.

1
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quel fattore. E se sono nulle le medie aritmetiche, sono nulle le som-
me (1).

Riprendiamo il nostro esempio. Localizzato nel diagramma il centroide P
per mezzo dellé sue coordinate, facciamo passare per P un vettore fattoriale,
cioe’ ruotiamo i vettori fattoriali. (che erano serviti per determinare grafi-
camente le coordinate dei vari tesfs) intorno all’origine fino a raggiungere
la posizione in cui.un vettore fattoriale passa per il centroide P. Segnamo
quindi sui nuovi (2) vettori fattoriali le proiezioni dei vettori-tests, cioe’
le saturazioni fattoriali ¢v. fig. 57).

by + bo + bg + ... + by

(1) Infatti, se =0, anche b + by + bg + ... +
mn
+ by, = 0, poiche’ una frazione e’ uguale a zero, se e solo se il numeratore e’
uguale a zero.

- (2) si tratta in effetti di fattori completamente diversi da quelli otte-
nuti nell’analisi compiuta estendendo il metodo di Spearman.

N
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Dalla figura appare immediatamente:

a) che il punto P, trovandosi su un vettore fattoriale, ha proiezione
zero sull’ altro vetiore fattoriale;

b) che tutti i vettori-tests hanno proiezioni positive sul vettore fat-
toriale 4, che passa per il punto P (quindi la somma delle saturazioni nel pri-
m fattore non e' nulla); i : !

‘¢) che invece, sul vettore fattoriale B (che non passa per il punto p)
alcuni_vettori-tests (ks, kg, k; ks) hanno proiezioni positive, mentre altri
(ki, i3, 15, i3, i, ig) hanno proiezioni negative,& la somma algebrica .delle
proiezioni (e quindi delle saturazioni) dei.tests nel secondo fattore e’ Zero.

Con cio’ e’ agevole superare I’ ostacolo che sharrava la strada
all’ estrazione del primo fattore col metodo delle sommatorie. Si assu-
me che siano nulle le somme delle saturazioni dei tests in tutti i

fattori, tramne il primo!-Si pone cioe’ (a, + G, + ... + ag) £ 0,

e+ co ) =R R+ By) =0

Ma poiche’ le singole saturazioni non sono tutte uguali a zero (e
non lo sono, in quanto la matrice delle correlazioni e’ di rango > 1),
vuol dire che esse sono in parte positive, in parte negative, in modo
che la somma delle saturazioni positive sia uguale alla somma delle sa-
turazioni negative. Cio’ avviene soltanto quando 1’ asse del primo fat-
tore passa per il centroide; quindi assumere che le somme delle satura-
zteni in tutli gli altri fatteri tranne il prime siane nulle, equivale
a far passare il primo vettore fattoriale per il centroide; o .in altre
parele, le saturazioni nel primo fattere che si ottengono partendo dal-
la suddetta assunzione, sono le protezient dei vetteri-tests su un vet-
tore. fatteridle che passa per il centroide (1).

La conseguenza pratica di questo complesso ragionamento e’ che si
o’ procedere all’ estrazione delle saturazioni nel prime fattore, nel-
lo stesso modo in cui si estraggono le saturazioni da una matrice di
rango 1.

4. I’ estrazione del 3° fattore

Prima di procedere ulteriormente ci conviene applicare il procedimento ad
un esempio concreto. Prendiamo a tale scopo la matrice di correlazioni analiz-
zate precedentemente nei due fattori g¢e'y (tab._43) estendendo il metodo di
Spearman all’estrazione di un fattore di gruppo oltre al fattore ¢© Il diagram-
ma di fig. 57 indica la posizione che gli assi assumono, quando si fa 1’ analisi
col metodo centroide. il :

(1) Procedendo in questo modo si determina dunque un particolare orienta-
mento del 1° vettore fattoriale, fra gli infiniti orientamenti possibili, tut-
ti ugualmente giustificati dal-punto di vista matematico.
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Calcolate le saturazioni dei tests nel primo fattore, si procede,

.come di consueto, a calcolare la matrice del primo fatfore (cioe’ il

contributo del 1° fattore alle correlazioni tra i tests) moltiplicando

.1a _colonna delle saturazioni dei tests per la sua trasposta (tabella

44). Quindi si sottrae la matrice del 1° fattore dalla matrice delle
correlazioni, ottenendo la I matrice residuale (tabella 45) cioe’ quel-
la parte della matrice delle correlazioni che.rappresenta il contribu-
to degli altri fattori comuni, escluso il 1° (1).

5. piflessione dei vettori-tests

Al punto di ripetere I° operazione di estrazione nei riguardi del
2 fattore si presenta un nuovo ostacolo.

I’ estrazione del 1° fattore era stata resa possibile dall’annulla—
mento . delle somme delle saturazioni in tutti gli altri.fattori, Ma ta-
le annullamento delle somme, ottenuto facendo passare 1’ asse.del primo
fattore per il centroide dei punti tests, permane (2), percio’ le som-

me algebriche delle colonne (e delle righe) della matrice dei residui
sono nulle (3).

Tale ostacolo, che renderebbe impossibile la continuazione dell’a—
nalisi, viene aggirato mediante un artificio.

Ricordiamo che i risultati dei soggetti espressi in unlta' stan-
dard (punti z) sono positivi o negativi, a seconda che sono superiori
0 inferiori alla media della-pepolamione. Ma che cosa significa superio-
ri alla media?

Consideriamo qualche esempio. In un test di livello intellettuale
in eui il risultato si misura in base al numero di subtests superati,
sono. considerati positivi i risultati dei soggetti che hanno superato
m numero di subtests superiore alla media dei soggetti; se invece il
risultato ¢ misurato in base al numero degli errori commessi, si con-
sidereranno positivi i risultati dei soggetti che. hanno commesso meno
errori. Ma si tratta di ubna semplice convenzione. Infatti, in un test
di livello intellettuale destinato ai deboli di mente, c¢i si potrebbe
proporre di misurare la debolezza mentale anziche’” ¥ intelligenza, e
considerare positivi i risultati dei soggetti che si distaccano dalla
media nel senso di rappresentare gradi sempre piw’ elevati di deficien-
za mentale; o si potrebbe trasformare una prova di attenzionme in una
prova di disattenzione, attribuendo punteggi tanto piu’. alti quanto piw’

(1) Nell’ esempio, essendo due i fattori comuni la prima matrice residu&le'
rappresenta i1 contributo del 2° fattore.

(2) Ricordiamo che la somme di una colonna qualsiasi della matrice dei
residui e by (b + by +- + bg) + ... + ky (kg + ko + ... + ky). Ma essendo
(by + by + ... #:by) = 0-e cosi{ tutte le altre somme delle saturazioni, la
somma di o6gni colonna (e di-ogpi riga) e’ zero. )

(3) Entro i limiti degli-errori-di arrotondamento.

e e

-}
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.85 .82 .66 42 22 .72 .63 B T U . 27
.82 .89 .78 4T .26 .64 .56 .48 .40 .. 24
- 66 .78 = .42 24 .48 .42 .36 .30 .18
.42 .47 .42 225 .14 =32 .28 .24 .20 12
22 .26. .24 .14 .08 .16 A4 w13 .10 .06
12 .64 .48 <32 .16 .64 .56 .48 .40 .24
.63 . 56 .42 .28 .14 .56 .49 .42 .35 =21
. 54 .48 .36 .24 12 .48 .42 -36. .30 .18
.45 . 40 .30 .20 .10 .40 .35 .30 D) .15
.27 .24 .18 12 .06 .24 21 .18 o 5] .09
5 58 5.54° 4:56. 2.86 1..92 4 64 4:086 3-48 2.90 1.74
21_25_58=a (ay + a; + + @10)
dp =5.54'F @y (@ + G, + . + @30)
Zg ='4:56 = a3 (a; + @y + . + a10)
s = 2.86 = @y (G +Gy + ... + Gp)
25 =1.52 = 65 (ay + & + + @40)
2g° = 4.64 = a5 (ay + a5+ + @30)
27 =4:06 = a; (G + ag +. + @10)
Je '=3.48 = Gy (Gy + Gy + .ii 4 @)
29 = 2.90 =ay (a; + ao' + + a10)
210'= 1.T4 = @10 (@ + G5 + + @0)
22 = 36.88 = (a; + do + .. + mlC:I)2
V22 = /36.88 = 6.07 = (@y + @ + ... + G0)
(c DO (1 7 ) et +a 2 5. 58
i = 1 (ay 2 10) Tl - 0,919
(ay + @z + ... + @40) Vo 6.07
o as (@ + ap + __ * 840) L Ei . 5. 54 Lot
(a; + ay +~.. + a4p) V22 6.0%
ag = 0,751 a; = 0,668
a, =0,471 “ay = 0. 5738
as = 0,250 ag = 0,477
ag = 0,764 a0 = 0, 286

Tabella 43.

e
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MATRICE DEL 1° FATTORE
919 .912 .751 .471 .250° .764° .668 . .573" .477  .286
919 | .845 .838 .690 .433° .230 .702° .614° .526 ..438 . .263
912 | .838 .832 .685 .430 .228 .697 .609° .523° .485° .261
751 | .690 .685 .564° .354: .188 .574' .502 .430° .858 .215
471 | .433 .430 .354' .222° .118 .360 ..815 .270 .225 .135
250 | .230 .228 .188 .118 ..062 .191 .167 .143' .119 .072
764 | .702° .97 .574' .360 .191 .584 .510 .438 .364 .218
668 | .614' .608 .502 .315 .167 .510  .446 .383 .319° .191
..578 |..526 .523 .430 .270° .143' .488 .383 .38 .213 .164
477 | .438° .435' .358. .225 .119 .364  .319 .273 .28 .136
.286. |..263 .261 .215 .135 .072 .218 .191 .164 ..136 ..082
Tabella 44.
I MATRICE RESIDUALE
.005 -.018 -.030 -.013 -.010° .018 .016. .014 .012 .00T
-.018 .058 .095 -.040 .032 -.057° -.049 -.043 -.035 -.021
-.030 .095 .156 .066 . .052 -.094 -.082 -.070 -.058 -.035
21013 1040 :066 .:028 :022 -:040 -:035 -:030 -:025 =015
5:010 .032 .052. .032 .018 -.031 -.027 -.023 -.019 -.012
.0i8 _-.057 -.094 -.040 -.031 .056 .050 .042 .036 .022
.016: -.049 -.082° -.035' -.027 .050 .044' .037 .031 .019
.0l4° -.043 -.070° -.030° ~-.023 .042- .07 .032 .027 .016
012 -.035 -.058 -.025 -.019 .036 .031° .027 .022 .014:
.007: -.021 -.035° -.015° -.012 .022° .019 .016. .014 .008
+.001 +.002 .000 -.90Z +002.5.002 +:004 +.002 +.005 +.003

Tabelle 45.
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numerose sono le disattenzioni commesse dai soggetti. E la precisione
della misura e le altre qualita’ psicometriche del test non ne risulte-
rebbero in alcun modo alterate.

I’ artificio al quale Thurstone ricorre consiste nell’ invertire
(provvisoriamente) il significato di un certo numero di tests, nel sen-
so sopra indicato. Tale procedimento, che prende il nome di.“riflessio-
ne” di un test, viene praticato finche’ tutti (o quasi tutti) i termi-
ni della matrice dei residui diventano positivi, con la conseguenza che
le somme non sono piw’ nulle, e si puo’ quindi procedere all’ estrazio-

‘ne del 2° fattore.

Riprendendo in esame la prima matrice residuale (Tab. 45) si arriva, dopo
un certo numero di tentativi (1) a stabilire che riflettendo i tests hi,-ii,
L, iy, i5, i, cloe’ cambiando i segni alle rispettive righe e colonne, tutti
i résidui diventano positivi.

6. Estrazione del 2° fattore e riflessione delle saturazioni

Si puo’ quindi passare all’ estrazione del 2° fattore, ripetendo il
procedimento usato per il 1° fattore (2).

Ottenute le saturazioni nel 2° fattore si calcola, moltiplicando
la colonna delle saturazioni dei tests nel 2° fattore per la sua tra-
sposta, la matrice del 2° fattore (tab. 47). Quindi si sottrae la matri-
ce del 2° fattore dalla prima matrice residuale con le variabili rifles-
se (tab. 48) ottenendo cosi’ la.seconda matrice residuale la quale, nel
nostro esempio, trattandosi dell’ analisi di una matrice di rango 2, con-
tiene soltanto errori di approssimazione.

Prima di presentare il risultato dell’ analisi nella matrice fatto-
riale e nella matrice delle varianze si deve provvedere a ridare il.si-
gnificato primitivo ai tests che erano stati riflessi nel caorso dell’ a-
nalisi, cambiando i segni alle loro saturazioni (3) (tab. 49).

(1) Per la tecnica della riflessione dei tests vedi il paragrafo g:

(2) Poiche’ la matrice delle correlazioni era di rango 2, la matrice re-
siduale e* di rango 1, e percio’ 1’'estrazione del 2° fattore non solleva alcun
problema teorico, come non ne solleva 1’applicazione del metodo delle sommato-
rie ad una-matrice gerarchica, Se invece il rango della matrice di correlazio-
ni e’ > di 2 si ripresenta la stessa difficolta’® che e' stata incontrata per
I’ estrazione del 1° fattore, e la si supera con lo stesso procedimento. Cioe’ ,
essendo le somme delle dolonne délla matrice dei residui (dopo la riflessione
dei tests) uguali a by (b + by + ... + ba) + c4(c3 + co + ... +'¢ep) + ... +
+ ky (kg + ko-+ ... + ky), si assume la pullita’ di tutti i termini successivi
al primo, e con cio’' il fattore B risulta orientato in modo da coincidere col
centroide della nuove struttura dei tests (cioe’ della struttura dei vettori
residuali, dopo la riflessione di alcumi di essi).

(3) Si tratta cioe’ di operare la.riflessione delle saturazioni per dare
ai tests lo stesso Significato rispetto a tutti i1 fattori. infatti omettendo
quest’ operazione, i tests che sono statl riflessi per estrarre il.3° fattore
avrebbero significato opposto nel riguardi dei due fattorl. va tenuto presente
che quando si & operata le riflessione di un test per poter estrarre uh fat-
tore, si ¢ invertito il suo significato rispetto a quel fattore e a tutti gli
altri fattorl successivamente estrasti, e percio’ si devono poi cambiare i se-
gni nelle corrispordentl saturazioni fattoriali.
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I MATRICE RESIDUALE. CON-RIFLESSIONE DELLE VARIABILI 1, 6, 7, 8, 9, 10,
E CALCOLI PER L’ESTRAZIONE DELLE SATURAZIONI NEL 2° FATTORE

.005- .018: .030° .013° .010 .018 ..016 .0l14° .012 .6OT
.018 ..058 ..095 .040 ..032 .057 .049 .043 .035 .021
.030 .095 .i56 .066 .052 .094 .082 .070 .058 .035
.013 .040 .066 .028 .022 .040 .035 .030 .025 .015
.010 ..032 ..052 .022 ..018. ..031 .027 ..023 .019 .012
| .018 .057 .094 .040 .031 .056 .050 .042 .036 .022
i .016 ..049 .082 .035 .027 .050 .044 .037 .031 .019
t .014 .043 ..070 .030 .023 . .042 .037 .032 ..027 .016
i .012 .035 .058 .025 .019 ..036 .031 .027 ..022 .014
g .007 .021 °,035 .015 ..012 .022 ..019 .016, .014 .008

.143 . .448 738 . .314 . 246 - 446 . 390 .334 . 2719 -169

o .
L]
-

.!.;
qi By .=, .148.=b;

| (by + + b10)
| 2o = .448 ='by (by +'by + ... + byg)
| 2g = 738 ='by (by + byt ... +by)
I' 24 = - .314: = 54 (bl + 62 + . + bio)
ﬂ B =246 ="bg (by +7by .. 4ibyy)
' Zo' o= .446:="bs". €by by 4 + byp)
- 270 = .390:="b; (by + b, + +bso) -
Y5 = aad e S b b S b
Zg = 219 = by (by-+ b+ .4 byg)
| 210 = .169 = 610 (bl +-62 +'...'+- biO)
)
ﬁ 20 =23, 507 527 (by41bat+ sy big) 2

Ii .PEZ=P3.507=1.872'= (bl""bg'\:'... +bio}

Rl Al R T R

i by = — = —= =0,076
“i > Ebwiby i Lie T o) iR
L
i 2 ba by +:by + . iit+ibyo): . 2 s
| B By 1T
|||
I ' by = 0,394 b, =0,208
i'lj by =0,167 bg =0, 178
W! bg:=10,131 by =0,149
| bs =0, 238 bio'= 0,090

’ . Tabella 46.
|
f
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MATRICE DEL 2° FATIORE

.076. .239 .394 .167 .131 .238 .208 .178 .149 .090
.076. .006 .01 .030 .013 .010 .018 .016. .014 .011  .007"
.239 .018 .057 .094 .040 .031 .057 .050 .043 .036. .022
. 394 0300 .094 .155 .066 .052 .094 ' .082 ..070 .09 « .035
. 167 .013 .040 .066 .028 .022 .049 .035 030 .025 .015
-131 .010 .031 .052 .022 .017 .031 .027 .023 .020 .012
. 238 018 .057 .094 704ﬁ .03t .057 .060 .042 .035 .021
208 .016: .080  .082 ..036 .027 .050 .043 (037 .031 .019
. 178 .014 .043 .070 .030 .023 - .042 - .037 .032 .027 .016
.149- .011. .036 .08 -.026 .020 .035 .031 .027 .022 .043
.090 .007 .022 .035 .015 .012 .021 .019 .016 .013 .008
Tabella 47.
II MATRICE RESIDUALE
.000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 - .000 .001 .000
.000 .001  .001 .000 .001 .0000 -.001 .000 . -.001 =.001
.000 .001 .001 .000 .000 .000 .000 .000 -.001 .000
.000 .000 .000 000 .000 .000 .000-  .000 .000 .000
.000 .001  .000 .000 .001 .0000 .000 .000 - -.001 .000
.000 .000 .000 .000 .000 -.001 .000 .000 .001 .001
.000 -.001. .000 .000 .000 .000 .001 .000 .000 .000
.000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000 .000
.001 -.001 -.001 .000 -.001 .001 .000 .000 .000 .001
.000 -.001 .000 .000 .000 .001 000 -.000 .00 .000

Tabella 48.
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A B A B
ky 0,919 0,076. ky 0,919 -0, 076.
R, 0,912 0, 239 ks, 0,912 0,239
ko 0, 751" 0, 394 kg 0,751 0, 394
kg 0,471 0,167 k, 0,471 0, 167
. kg 0, 250 0,131 kg 0, 250 0,131
? i 0,764 0, 238 i 0, 764 -0, 238
r! i, 0,668 0,208 i, 0,668 -0, 208
&' i, 0,513 0,178 i; 0,573 -0,178
{| i, 0, 477 0, 149 i, 0,477 -0, 149
l il itan . 0,:288! 0,090 is 0, 286 -0, 090
l} Matrice dei fattori comuni g Matrice dei fattori comuni
:! con segni- provvisori con segni definitivi
| Tabe Lla” 49
I
|j ) MATRICE DELLE VARIANZE
l Quote di varianza
mete | 4| Y| Teame | medEe. | v
ky .84 | .01 .85 5 .15 1.00
| ko .83 | .06 .89 )| 1.00
i | kg .56 | .16. 2 .28 1.00
I kT o ag AR s i s 1.00
ﬂj ks .06 | 202 .08 .92 1.00
i i .58 | .06 .64 . 36 1.00
*. 7 45| .04 .49 .51° 1.00
Lﬁ iz .33 |..08: 36 .64 1.00
ﬂg' 4 L2381 02 25! T5 1.00
Jﬁ iy .08 | .01 .09 .91 1.00°
li Tabella' 49 bis.
lﬂ
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Dalla matrice delle varianze (tab. 49 bis) si nota che la varian-
za, comune (cioe’ la somma delle varianze dei fattori comuni) e’ ugua-
le a quella ottenuta nell’ analisi compiuta precedentemente (tab. 37,
e corrisponde alle comunanze inserite nella diagonale della matrice del-
le correlazioni.

7. Il metodo centroide completo

I1 metodo centroide completo di Thurstone consiste in una serie
di operazioni che portano all’ estrazione delle saturazioni fattoriali
da. una matrice di correlazioni riducendo al minimo il rischio di com-
mttere errori, in quanto ad ogni operazione o gruppo di operaziome fa
riscontro un’ operazione di controllo. Il procedimento diventa in tal
modo piu’. lungo, ma tuttavia, per il fatto di mettere in evidenza. imme-
diatamente eventuali sviste od errori, porta in definitiva ad un ri-
sparmio di tempo e di lavoro. Inoltre la descriziome™analitica - opera-
zione per operazione - consente di compiere i calcoli senza dover tener
presente continuamente il significato delle varie operazioni. E cio’
rappresenta un indubbio vantaggio, in quanto permette di concentrarsi
esclusivamente sui calcoli che si devono eseguire. Ma forse il piu’ gran-
de.merito.del. procedimento consiste nella routine della riflessione dei
tests, operazione che altrimenti risulta difficile da compiere, in quan-
to porta molto facilmente ad errori di disattenzione; a questo riguardo
il procedimento descritto da Thurstone presenta anche il vantaggio ul-
teriore di ricavare le saturazioni dei tests nei vari fattori  cel lereo
segno. definitivo.

Applichiamo il metodo centroide completo ad una matrice di corre-
lazioni di rango 3, in mode da dare.un esempio relativo all’ estrazione
di 3 fattori comuni. Trattandosi anche: questa volta di dati fittizi, a-
vremo la possibilita’ di confrontare le comunanze vere con le comunan-
ze stimate, e di vedere di che entita’ sono le modificazioni, ecioe’ gli
errori, che la stima delle comunanze determina nelle saturazioni.

METODO CENTROIDE COMPLETO (1)
(descrizione delle operazioni da esegui_re successivamente)

1. Ccompilare una tabella comprendente la matrice delle correlazio-
ni e intestare le righe sotto la matrice e le colonne a fianco della
matrice corrispondentemente a tab. 50.

2. Registrare le somme dei termini di ciascuna delle colonne nel-
la riga S; e le somme dei termini di ciascuna riga nella colonna 3. La
somma relativa ad ogni colomnna deve essere uguale alla somma relativa

(1) v. THURSTONE. Multiple Factor Analysis, chicago 1947. pp. 161 e sgg.
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alla riga corrispondente. Controllare (y). La somma delle somme va re-
gistrata al punto di intersezione della riga 'S; con la colonna 2.

3. Se non tutte le somme sono positive si compiono le operazioni
descritte al n.! 28 e seguenti. Se invece tutte le somme sono positive,
si ricopia la riga S; nella riga C (v. esempio in tab. 50).

4, Registrare le stime delle comunanze nella riga d (1). Se non
¢ e’ stata necessita’ di cambiare i segni, la riga d viene ricopiata
nella.riga D. (In caso contrario seguire quanto indicato al n. 33.)

5. Registrare nella riga F la somma dei termini delle righe C e D

(E=C % D).

6. controllo: la somma dei termini della riga E, escluso I’ ultimo
termine, dev’ essere uguale all’ultimo termine.
(Esempio: la somma dei primi 10 termini della riga F e 35, 30,

cioe’ e’ uguale all’ultimo termine). Segnare { per controllo.

7. Nella tabellina a destra scrivere la somma dei termini della
riga F di cui al numero precedente, somma che viene indicata con la
lettera 7.

(Bs:: T = 35, 30).

8. Calcolare VT con 6.decimali e segnarlo sotto T.

(Es.: vT =-5.941380).

9. Calcolare (con 6 decimali) m = e registrarlo sotto vT.

1
VT

1
(Es.: Vi m=_.168311).

10. calcolare mT e registrarlo sotto m.

11. contrello: mT = VT. Segnarei/ per controllo.

12.. Calcolare mE, cioe’ moltiplicare per m gli elementi della ri-
ga E, e registrarli nella riga successiva. Questa e’ intestata mE = q,
perche’ i numeri di questa riga sono i coefficienti di saturazione del
primo fattore, e vanno registrati nella prima colonna della matrice fat-
toriale (tab. 54).

13. Moltiplicando per m 1*ultimo termine della riga E (che e la
somma dei termini della riga E) si ottiene mJE che ¢ uguale (entro i
limiti dell’ approssimazione) alla somma dei termini della riga a; (e-
scluso 1’ ultimo termine). (m2E = Za = 5.940).

14. Costruire una tabella analoga a tab. 51. va tenuto presente

s . ‘S‘Q
che il numero delle righe successive alla riga intestata -——?;— (cioe’ ,

le righe che in tab. 51 bis sono intestate +2, +1, +3, +7, +8) non puo’
essere fissato in precedenza.

(1) Si puo’ scegliere uno dei diversi metodi di stima delle comunanze. Il
procedimento piu* semplice, che di solito si adottd, e* di prendere come stima
della comunanza il coefficiente di correlazione piu* elevato di ogni colonna.
Nell® esempio e stato adottato questo procedimento.
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15. Registrare le saturazioni del 1° fattore, a; nella prima colon-
ng e sommarle per ottenere v,. Registrare nella prima riga i valori
@ (@4 = -a;), sommarli e controllare se Za; = -3a;; 20 = -v, (/)-

16. Riportare dalla tabella precedente i valori \S; registrandoli
nella riga S;. Sommarli e controllare la somma con quella ottenuta pre-
cedentemente. .

17. Computare i residui relativi al test i, applicando la formula
Pig * Tyy + (@3) (-ay) (in cui'pj; e il residuo della torrelazione dei -
test i col test j; -a; = ;) e registrarli nelle primalcelonna. Somma-
re i residui e registrare la somma nella riga S,. (Si noti che i resi-
dui delle comunanze non vengono presi in considerazione. Nuove stime
delle comunanze saranno effettuate nella riga D).

18. Calcolare il prodotto a.,v, per il test 1 e registfarlo nella
casella corrispondente alla riga intestata a,v,. :

19. Calcolare af per.il test 1 e registrarlo nella relativa riga.

20. Sommare S + Ovy + aﬁ e registrare il risultato sotto questi
tre numeri (nella riga intestata S, + ®qv, + @¢2). Controllare che il

valore S, gia’ registrato corrisponda a questa somma. F° ammissibile un

lieve errore di arrotondamento al 3° decimale ().

21. Eseguifo.il controllo di cui al punto precedente, copiare i
residui del test 1 nella rigae corrispondente della'matrice dei residui.

22. Sommare la riga registrata e controllare che il risultato cor-
risponda. ad 'S, per lo stesso test>(y)s. -5

23. (Fare le operazioni descritte nei punti 17- 21 per gli altri
tests. Ci sara’ da computare un reslduo in meno per ognl successivo
test. Non ci sara’ da computare alcun residuo per I’ ultimo test: tut-
tavia. finire la colonna e i controlli per questo test come per gli al-
tri (y).

24,  Sommare i valarl 82 e quelll della colonna delle somme per i
controlli nella matrlce dei residui e vedere che le due somme corrispon-
dano (¢/).

25. Sommare i. valorl Qyvq € a e registrare le somme nella colon-
na.dei controlli. La somma X, v, va controllata col prodotto {-vg) ()
(V). I due valori dovrebbero corrispondere esattamente (y). Jof deve
corrispondere esattamente a %af (y). _

26. Vedere che X (S; + 04v, + 0f) sia uguale a 3B, + Z0,v, + 202
() - : -
_ 27. Vedere che S, corrisponda approssimativamente ai valori indi-
cati al punto 26. (¢).

28. .Per ognl test, calcolare con 4 decimali (1), il valore di A =

Sy

Sz

(Questa operazione si fa per prepararsi a operare la rifles-

(1) si continua ad operare con 4 decimali fino alla riga intestata
- 2 B= (€, cioe* finche* si procede alla riflessione dei tests.
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sione di alcuni tests). Compiere questa operazione anche per la somma
degli S, nella colonna dei controlli. controllare il valore ottenuto
con la somma della riga A, che deve dare lo stesso risultato (V).

929. cercare il piw’ grande valore pesitivo della riga.A. (Nell'e
sempio di Tab. 51 si tratta del test 2, e il numero e’ .2110). Registra-
re questo numero nella riga immediatamente sotto a questa, in parente-
si. cio’ sta a indicare che la somma dei residui del rispettivo test ha
cambiato il segno, ma non il valore numerico.

30. Serivere + seguito dal numero del test che e stato riflesso,
in testa alla prossima riga (1) (nell’ esempio +2, poiche’ il test che
@ stato riflesso e’ il 2). I valori in questa riga stanno a indicare
come variano le -somme delle colonne dopo.la riflessione di tutti i se-
eni nella riga dei residui del test che e’ stato riflesso. I singoli va-
lori si ottengono addizionando algebricamente il valore A, per ogni
singolo test, al residuo. corrispondente.nella.riga.del.test riflesso.

[Nell’ esempio, . per il test.1.si ha (.0975) + (.314) = .4i15; per

il test 3 (. 1270) + (.251) = .3780; per il test 4 (.0950) + (-.286) =

= -.1910, ecc.]. Eseguire 1’ operazione anche per il valore che si tro-
va nella colonna dei.controlli; poi addizionare la riga, e vedere se la
somma corrlsponde ().

31. Ripetere 1’ operazione di cui al punto 29 con un altro-test.

[Esempio: nella riga #2 il valore positivo piw grande .4115 e
nella colonna del test 1. Percio’ si riflette il test 1; si.intesta +1
la prossima riga e si riporta in paremtesi il numero .4115. Si calcola-
no quindi gli altri numeri della riga +1, sommando algebricamente i nu-
meri della riga +2 ai_corrispondenti numeri della riga 1; cosi’ per la
colonna 2 (.2110) + (.314) = .5250, ecc.].

si procede cosi’ di seguito,. riflettendo sempre il test che ha il
massimo valore positivo fuori della parentesi, e continuando finche’
tutti i numeri nella riga sono o negativi fuori dalle parentesi o posi-
tivi tra parentesi. Riportare le parentesi di riga in riga per indica-
re che un test ¢ stato riflesso. Le paremtesi significano. che la som-
ma ha il segno negativo. Talvolta, dopo numerose riflessioni, il segno
meno puo venire entro a una parentesi.(cioe’ un numero tra parentesi
po’ acquistare il segno negativo). Cio’ significa che la somma (dei
residui di quel test) e’ diventata nuovamente positiva, cioe’ che il
test. deve venir ri-riflesso.

Le riflessioni si dovrebbero. continuare finche’ tutti i valori so-
no negativi (o positivi.in parentesi). L’ultima riga, che completa il
processo, € denominata B.

32. Moltiplicare per ogni test, i valori della riga B per -2 per
ottenere €. Jutti i tests che avevano valori tra parentesi avranno va-
lori C negativi. Sommare algebricamente i C a scopo di controllo; som-

(1) Cioe’ in testa alla riga in .cui e’ stato registrato il numero tra pa-
rentesi.




cap. IV, 7] L’ ANALISI CENTROIDE DI THURSTONE — 177

marli anche aritmeticamente (senza tener conto dei segni) per control-
1i successivi. _

33. Registrare i nuovi valori delle comunanze nella riga D .con il
segno uguale a quello del valore C della stessa colonna. 0gni valore D
€ uguale al residuo piu’ grande della relativa colonna. Non importa
quale sia- il segno del residuo; il segno del valore D deve essere ugua-
le a quello del corrispondente valore C. Calcolare la somma aritmeti-
ca dei.D (senza tener conto dei segni).

34. Calcolare E = C + D per ogni test. Addizionare aritmeticamen-
te (trascurando.i segni) i valori E. Tale somma (E|E|) deve corrispon-
dere a Z|¢| + Z|D|: S|E|-= T (/).

35. Calcoiare Te = m. Controllare mT = vT.

1
VT
36. Calcolare le saturazioni b, moltiplicando m per E (mE = by).
La somma delle saturazioni in,valore assoluto (trascurando i segniy de-
ve corrispondere a vT (). (2{b,]| = VD).
37. Ripetere. le operazioni 15-36 per ottenere le saturazioni nel
terzo. fattore (c¢;). : , ' .
. 38. Se. il rango della matrice e’ maggiore di 3, ripetere ancora le
operazioni 15-36 fino ad esaurire 1’ estrazione delle saturazioni negli .
ulteriori fattori (1). ' '

* * %

I risultati dell’ analisi, che nel nostrohesempio.si conclude con
I’ estrazione del 3° fattore, sono raccolti nells matrice. dei fattori
comuni (Tab. 54) e nella matrice delle varianze (Tab. 55).

Come controllo dell’ esattezza dei calcoli, si procede, in base al-
la formula FF' = R, cioe’ moltiplicando la matrice fattoriale (F) per
la sua trasposta, alla ricostruzione della matrice (R) delle correla-
zioni. Se i calcoli sono esatti, la matrice ricostruita (Tab. 56, par-
te superiore) e’ approssimativamente. uguale alla matrice originaria.
(Tab. 58, parte inferiore): 1’entita’ delle divergenze dipende dall’ en-
tita’ .dei residui. i

Trattandosi di dati fittizi abbiamo la possibilita’ di mettere a
confronto le_compnanze esatte che in questo caso erano note, con le. co-
mmanze stimate utilizzando come stima della comunanza di un test (Tab.
87), la piw’ elevata correlazione nella rispettiva colonna; inoltre ri-
facendo I’ analisi, inserendo nella matrice delle correlazioni le comu-
nenze esatte, possiamo vedere 1’entita’ delle differenze tra le satu-
razioni fattoriali ottenute nelle due diverse condizioni, cioe’ I’ enti-
ta’ ~dell’ errore causato dalla stima delle comunanze (Tab. 58).

(1) Per i criteri in base ai quali si stabilisce quando 1’ analisi e’ fi-
nita, vedi il paragrafo 9 del presente capitolo.
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Fattori comuni i
Tests
Amns] oL i8S I Gl
1 .695. | -.170 | .490 | |
2 .45¢ | -.560 | .381
3 .636 -.515 | -.239
4 .629 .196 | -.454
;, 5 .629 .469 | -.034 ,
i
‘}}, 6 | -660 .383 | -.247
i 7 .353 -.295 | -.128
q\ 8 .581 -.297 | ~-.500
ﬁf 9 | .721 .214'| 450 | Tabelia 5.
I Matrice dei fattori
W : 10 . 576. .589 | .299 i Ll
|
|
Varianza | i
! : . ! Varianza |
'. Tests | del fattori comuni |....n0n7 specifica | Totale |
A B C E .
3 ; |
I 1 483 | .029 - 240 .152 . 248 1 l
| 2 -206. [ .314 -145 -665 - 335 1 '
I 3 404 | .265 057 .726. 274 1 [
| 4 .396 | .038 . 206 . 640 -360 1
,p 5 .396. | .220 .001 617 .383 1
il 6. . 436 . 147 . 061 . 644 .356 1
ﬂ T .125 | .08T .016. .228 T2 1
H
it 8 .338 | .088 . 250 .676. . 324 1
it 9 529 | .075 . 202 .806 . 194 1
J' 10 . 332 . 347 .089 .768 . 232 1
:L 3.645 | 1.610 1.267 | 6.522 3. 478 10 |
|

t Tabella 55. - Matrice delle varianze.
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Tests
1 2 3 4 5 6. T 8 9 10

1 /63 .42 3.20 :35 .30 oL 21 .68 ..4B
2 | .60 .50, .00 AP0’ 00" .27 .27 .86 .00
3 |.41 .49 _ .42 .18 .30 .36 .66 .24 .00
4 |.18 .00 .41 .49 .59 .21 .56 .32 .36.
5 |.3¢ .01 .17 .50 .57 .09 .24 .56. .63
6 |.27 -.01 .28 .60 .60 .15 .40 .48 .54
7 o|v28. o8 ianet 220 L9t 15 133132 100
8 |.21 .24 .64 .53 .24 .39 .36 .12 .00
9. -68 .85, .21 w31 5% AT 212 .12 .72
10° |45 .04 -.01 .3¢ .63 .53 -.01 .01 .71
Tabella 56. - confronto fra le correlazioni originarie (triangolo su-

periore) e le correlazioni ricostruite (triangolo inferiore).

[ Gior sad g 55y B o 7 o op 30 s A0
comunanze | g8 .63 .66. .59 .63 .59 .36 .66 .72 .72

stimate
ggggggnze .79 .81 .72 .65 .58 .61 .18 .73 .80 .81
Tabella 57. - confronto tra le comunanze stimate e le comunanze
esatte.
Fattori
Tests A B C
1 .701 (.695) -.156 (-.170) . 473 . 490
2 482 (.4%4) -.643 (-.560) - 406 . 381
3 -643 (.636) -.504 (-.515) -, 230 -. 239
4 .636.(.629) 187 ( .196) -:458 -.454
) .618 (.629) 444 ( -469) -.030 -.034
6. .660 (.660) .350 ( .383) -. 228 ~. 247
T .321 (.353) -.252 (-.295) -.115 -.128
8 .589 (.581) -.315 (-.27) -. 533 -. 500
9 T3T (.727) .265 ( .2714) . 433 -450
10 . 588 (.576) .619 ( .589) . 284 . 299
Tabelle 58. - Matrice delle, saturazioni dei tests nei fattori comuni ottenute

analizzando la matrice delle correlazioni con' comunanze esatte. (I numeri
tra-parentesi - trascritti da Tab. 54 - sono le saturazioni ottenute ana-
lizzando la matrice delle correlazioni con comunanze stimate).
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W | La ricostruzione della matrice delle correlazioni della matrice
1 fattoriale ci fornisce inoltre una seconda stima delle comunanze (1),
| in base alla quale si potrebbero rifare i calcoli, in modo da ottenere
a stime delle comunanze .che si avvicinano sempre piw’ alle comunanze e-
‘ satte.

|

‘ 8. Le fasi dell’ analisi centroide mel modello geometrico

|

I‘ Per renders; conto del s1gn1flcato delle diverse operazioni che

{ si compiono per estrarre 13 fattorl “col metodo centr01de, e soprattutto
o | ' per aver chiaro il processo di riflessione dei tests, ¢ utile seguire
FE il decorso dell’analisi nel modello geometrico.

i f Il punto di partenza e’ la configuraziome dei tests, che e tri-
dimensionale, poiche’ la matrice delle correlazioni (Tab. 50) e’ di

I rango 3. Dobbiamo qu1nd1 ricorrere ad una rappresentazione prospetti-
| ca (fig. 58). i

Ricordiamo ehe nello spazio dei fattori comuni, che in questo ca-
V , s0 e’ tridimensionale, nen si trovano i vettori-tests, ma le loro pro-
il | -iezioni; e in quanto proiezioni non sono di dimensioni unitarie, ma di
W lunghezza pari ad hy (¢ =1, 2, ..., m) cioe’ alla radice quadrata del-
la; comunanza.

Siccome in questo caso tutte le correlazioni fra i tests sono po-
sitive, gli angoli che i vettori d€i rispettivi due tests (2) formano
fra loro nello spazie dei fattori comuni, sono acuti (3), retti o nul-
Ll (4):.

Estraendo il 1° fattore col metodo centroide, il vettore del 1°
. fattore (A) passa per il centroide, il quale, in quanto “centro di gra-
| vita’ “, si trova in una caratteristica posizione centrale rispetto ai
| vettori dei tests. In seguito a questa posizione del vettore fattoria-
. le A, tutte. le proiezioni dei vettori-tests, cioe’ le saturazioni dei
| tests nel 1° fattore, sono positive. I vettori del 2° e del 3° fattore

si trovano nel piano @ che passa per 1’ origine comune dei vettori ed

' e’ perpendicolare al vettore del 1° fattore (vedi fig. 58).

Le operazioni riunite in Tab. 50 consistono nella determinazione
delle saturazioni nel primo fattore, cioe’ delle proiezioni dei singo-

i-i (1) Applicando la formula hy = a; + b + c;.
| (2) Le proiezioni dei vettori-tests nello spazio dei fattori comuni sono
: . - pure vettori.
‘ i) (3) Nella formula ryy = hyhy cosgy., hy ed hy sono sempre positivi, quin-

di se r e’ positivo, dev’ essere positivo cos E quando il coseno di un an-

|
| s
il golo &° positivo, 1°angolo e acuto.

h'i_ : (4) Ricordiamo che nello spazio del fattori comuni, essendo h, ed hy mi-

! nogi di 1, a un angolo 0 nor corrisponde una correlazione perfetta. Infatti
1l nall'esempin di tab. 32 e figg. 47 e 49 i vettori ii; i3, i3, iz} Is sono al-
; lineati, cioe’ formano fra loro engoli nulli (di’'zero gradl) e tuttavia le lo-
| o intercorrelazioni sono diverse da 1,

xy*




cap. IV, 8] " L’ ANALISI CENTROIDE DI THURSTONE — 181

Fig. 58. - 11 piano tratteggiato serve soltanto a rendere visibili le direzio-
ni dei vettori-tests. ”

Il primo vettore fattoriale A passa per il primo centroide P;, con-
trassegnato da una crocetta. Nel piano O, perpendicolare ad 4 verranno a
situarsi i vettori fattoriali Be C e le proiezioni dei vettori-tests,
cioe’ i residui dopo 1f*estrazione del primo fattore.

1i vettori-tests sul vettore fattoriale orientato in modo da passare
per il centroide della configurazione.

Il calcolo della‘matrice dei residui, ottenuti sottraendo dalla ma-
trice delle correlazioni le quote di correlazione dovute al i° fattore
comune (Tab. 51) si traduce geometricamente nella eliminazione della
dimensione corrispondente.al 1° vettore fattoriale: cioe’, tolte le
proiezioni dei tests nel 1° fattore, rimangono soltanto.le proiezioni
dei vettori nello spazio del 2° e del 3° fattore, che ¢ bidimensiona-
le. Quindi la relativa struttura puo’ essere rappresentata esattamente
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| 4 Fig. 59.
n 8

;‘ in un diagramma (fig. 59) (1). Le proiezioni nello spazio del 2° e del
| " 3° fattore sonmo i residui dei tests, stanno cioe’ a rappresentare la
quota di varianza del test dovuta al 2° e al 3° fattore (2).
|' Dal diagramma di fig. 59 risulta anche che il fatto di aver orien
u tato 1’ asse del 1° fattore in modo da farlo passare per il centroide,
| porta come conseguenza che la proiezione ortogonale del centroide sul
| 2° e sul 3° fattore ¢’ zero qualunque sia l’orientamento del 2° e del
3 fattore (3); ¢ioe 'la somma algebrica delle proiezioni dei vettori

(1) La struttura dei residui puo’ essere rappresentata geometricamente

senza bisogno di ricorrere ai vettori fattoriali, analogamente a quanto e'

stato dimostrato per la struttura dei tests, cioe® delle proiezioni dei vetto-

ri-tests nello spazio dei fattori comuni (v. Parte II, Cap. III, 6). I residui

[ negativi delle correlazioni si traducono nella rappresentazione geometrica in

H{ i angoli ottusi fra i vettori dei rispettivi tests. Cosi’ ad esempio, ai residui

‘ delle correlazioni ry,, rig, rig: che sono negativi, corrispondomo, in fig.
I P, angoli ottusi fra i rispettivi vettori.

i (2) Ha senso parlare di quota, ' riferendosi alla comunanza, che rappresen-

h[ ta la quota di varianza dovuta al fattori comuni. La proiezione del vettore-

iﬂ ' test nello spazio fattoriale e Ry = VA =Va: + b +'ci, mentre la proiezione

I nel piano del 2° e del 3° fattore e’_fﬁf = af =V b + .

' (3) In altre parole, 1fayer stabilito 1°orientamento del 1° vettore fat-
toriale (mel senso /che, partendo d#ll’origine comune dei vettori dei tests,
14 passa per il centroide) porta come-conseguenza che i vettori del 2° e .del 3°
fattore -devono -trovarsi nel piano perpendicolare al 1° fattore, che passa per
r{ 1*origine: cio® 7in quanto./gli alfri due vetfori fatioriali; il cui orientamen-

to non e° .ancora fissatn, sonp perpendicolari al “lo vetitore fatforiale ed han-
no lforigine comune con esso. La proiezione dell'asse del 1° vettore fattoria-

le sul piano perpendicolare che passa per l'origine e* un punto, cioe* il pun-
to di intersezione, cioe® 1*origine del sistema di vettori. E lo stesso punto
e* la proiezione del centroide {che si trova appunto sul 1° vettore fattoria-

1
1
|
ley.
I
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Fig. 60. - Con X e' se-
gnato il 2° centroide
Ps.

dei tests (e quindi delle saturazioni) in ogni successivo fattore e*
ZEero.

I’ artificio dell’ inversione del significato di alcuni tests, nece-
sario poiche’ altrimenti I’ analisi centroide non potrebbée piw’ procede-
re, si traduce geometricamente nella riflessione dei rispettivi vetto-
ri (1). “

Ognuno dei suddetti vettori vienme cioe’ sostituito da un vettore
uguale e contrario, il quale ¢ cioe’ situato sul prolungamento del
vettore originario, dalla parte opposta rispetto all’ origine [vettori
(1), (2), (3), (7), (8), che in fig. 60 sono segnati a tratteggio].

Con guesta operazione non sono stati tuttavia rimossi tutti gli o-
stacoli che si oppongono alla prosecuzione dell’ analisi; infatti, sic-

(1) In tal modo gli angoli ottusi diventano acuti, cioe’ le rispettive
correlazioni residue diventano positive, e quindi le somme algebriche delle
colonne della matrice diventano positive. Questa operazione ha\come conseguen-
za la non-coinciidenza del centroide con 1’origine dellaconfigurazione.

L} I
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-
’LV"\. T Uaa f il

come i residui contengono ancora due fattori, il procedlmento si--puo’ -
schematizzare nel modo seguente:

i ol 10
| : ' . -
5 | 1 '5? + Ci bzbz + C1Cp bibig + €1€10
?ll 2 byb; + cocy 6§'+'C§ bobio *+ cac10
il s -
": 3 bsby +cgey bgb, + cgcs bgbio + €3¢0
'\
? 2 2
l'll 10 .blobl +.C10C1 61062 +IC1062 blo + cio
|| | 1) v
ﬁﬁ ol ‘:::IE; ='b; (by + by + ... +b1p) +'c5 (€1 + Ca + ... +'C30)
i] Zo =by (b +by + ... + b;o) +icy (Cg +'Co * ...l % Cip)
i Zio = big (by + by + ... +big) + €10 (€1 +Co + ... 4+ C10)
"
i! T:zzx(b1+62+... +bio)2+(ci +ICQ"|'.--.. +610)2

| e con cio’ 1’ analisi si arresterebbe nuovamente.

Finche’ i fattori somo piw’ di 1, ci si trova dungue di fronte al-
lo stesso ostacolo che si incontra all’ inizio dell’ analisi; ostacolo
che si supera, ogni welta, orientando il vettore fattoriale in modo che
le somme delle saturazioni im tutti i fattori tranne quello che si sta
estraendo, siano nulle, cioe’ facendolo passare per il centroide della
configurazione dei tests (centroide che, in seguito alla riflessione
dei vettori,non coincide piuv’ con I’ origine).

In fig. 60 e rappresentata la configurazione dei tests dopo la
riflessione, .il centroide della configurazione (2° centroide, P,) e
| I’ asse del 2# fattore (B) che passa per. il centroide. Dalla figura si
| vede anche che tutte le proiezioni sul 2° vettore fattoriale sono posi-

tive. Ma questa e’ una conseguenza dell’ artificio della riflessione di
T umn gruppo di tests; in realta’, siccome la riflessione, cioe’ I inver-
il sione del sighificato di in gruppo di tests, viene attuata solo provvi-
soriamente, come espediente per poter procedere nell’ analisi, alle sa-
il turazibni dei tests riflessi viéfie in seguito cambiato il segno per ri-
Il dare ai relativi tests il significato.originario; esse diventano nega-
ik tive in seguito alla ri-riflessione (1).
W Le operazioni riunite nella seconda parte di tab. 51 con31stono
H' nella.riflessione dei suddetti 5 tebts e nel calcolo delle saturazioni
H - nel 2° fattore.

. (1) Nel metodo centroide completo le saturazioni ottengono direttamente
P il segno definitivo e quindi la ri-riflessione e immediata.
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Il calcolo della II matrice dei residui (Tab. 52), ottenuta sot-
traendo dalla I matrice dei residui le quote di correlazione doyute al
2° fattore, si traduce geometricamente nell’ eliminazione di un’® ulterio-
re dimensione. Poiche’ ormai resta da estrarre soltanto un fattore co-
mine, lo spazio dei fattori comuni ¢ unidimensionale; infatti i.vetto-
ri residuali, cioe’ le proiezioni dei vettori nello spazio del 3° fat-
tore (fig. 61), si dispongono lungo.una retta (1).

Nel modello geometrico (fig, 61) e’ evidente che nmon™ vi sono al-
ternative per la direzione del 3° fattore, il quale deve disporsi lun-
go la retta sulla quale sono disposti i vettori residuali. Ma il proce-
dimento di calcolo delle saturazioni e’ ancora una volta bloccato in

(1) Siccome nel metodo centroide completo si ottengono immediatamente le
saturazioni con i segni definitivi, la riflessione dei tesis non influisce sul
calcolo dei residui. In altre parole, i residui non si ottengono a partire
dalla situazione di fig. 80, bensi* a partire dalla situazione di fig. 59. e
quindi le proiezioni sull’asse del 3° fattore sono quelle dei vettori origina-
ri anziche' quelle dei vettori riflessi.
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seguito all’ annullarsi della somma delle saturazioni (c; + ¢, + ¢cg +
+ ... *+ c10 = 0). Percio’ si deve ripetere 1’ operazione della rifles-
sione di.un gruppo di tests, che in questo caso sono i tests 3, 4, 5,
6, 11..8 (fig.. 62). : -

In seguito alla riflessione dei suddetti tests la somma delle sa-
turazioni da’ un risultato diverso da zero, e si puo’ quindi procedere
. _ al calcolo delle saturazioni con cui si concludono le operazioni rac-
T‘ colte in tab. 52, e all’ eliminazione della terza ed ultima dimensione
i (fig. 62). L:orientamento_del 3° vettore fattoriale e’ stabilito anche
| questa volta dal centroide dei vettori residuali dei tests, che e lo-
_l, calizzato sulla ret'ta sulla quale i vettori suddetti si trovano, ed ha
'ff valore positivo (1). ’

I 9. significativita’ dei residui

| | Poiche’ , secondo la teoria multifattoriale di Thurstone il numero
di fattori da estrarre da una matrice di correlazioni e’ pari al rango

| ‘della matrice stessa, basterebbe calcolare il rango della matrice del-

i le correlazioni per sapere dopo quante estrazioni di fattori 1* analisi

I deve considerarsi conclusa. Ma la determinazione del rango di una ma-

| trice implica il calcolo di un numero di minori cosi’ grande da costi-

tuire un compito proibitivo anche per matrici relativamente piccole;

i percio’ si e’ costretti a seguire una via diversa per stabilire quando

e’ il caso di considerare conclusa 1’ analisi.

E® stata elaborata a tale scopo tutta una serie di criteri per
stimare se le correlazioni residue dopo 1’ estrazione di un fattore so-
no da considerarsi significativamente diverse da zero, o in altre paro-
le, se estraendo un ulteriore fattore si ottengono saturazioni signifi-
cativamente diverse da zero, Ma nessuno dei criteri applicabili all’ a-
nalisi centroide e del tutto soddisfacente., La ragione per cui si di-
spone a tale scopo di una pluralita’ di criteri diversi i quali, appli-
cati allo stesso problema, non danno in .genere risultati concordanti

il e che la deduzione di una formula dell’ errore-tipo, che permetta di
ﬁi stabilire quale probabilita’ c¢'e’ che i residui ottenuti dopo 1’'estra-
i zione di un fattore non siano dovuti alla fluttuazione casuale dei . cam-
il pioni (errore di campionatura), mas a un ulteriore fattore, presenta
i difficolta’ insuperabili quando si procede all’ estrazione dei fattori
| con un metodo come quello centroide, che utilizza le comunanze stima-
te (2). ‘

pertanto i criteri proposti per stabilire quando si debba consi-
derare conclusa 1°estrazione dei fattori hanno il carattere di regole
pratiche e non di metodi teoricamente accertati.

(1) Infatti nello/spazic unidimensionale il vettore fatioriale puo® avere
die diversl orientamenti.
(2) THOMSON,  cap. VIII. 2. p. 121
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Ci limiteremo ad elencare alcuni di questi criteri, indicando co-
me si applicano.

a) Somma algebrica del residui (Mosier). - Il criterio si basa
sul confronto tra le somme algebriche dei residui (calcolati dopo aver
operato la riflessione dei tests, ed escludendo le comunanze) dopo la
estrazione di ogni fattore. Si continuano ad estrarre i fattori finche’
la somma algebrica dei residui continua a diminuire dopo 1’ estrazione
di ogni fattore; quando non diminuisce piw’, si conclude 1’ analisi
scartando 1’ultimo fattore.

b) Rapporto tra le somme dei valori assoluti dei residui (Tu-
cker). - Secondo questo criterio, per stabilire se un determinato fat-
-tore D e’ da accogliere o da respingere, si calcola il rapporto fra le
somme dei residui (in valore assoluto) dopo 1’ estrazione di un ulte-
riore fattore, E, e dopo 1’ estrazione di D; il fattore D viene accolto
e.si ripete la prova per il successivo fattore E se tale rapporto e’
minore di (m-1)/(m+1) (essendo m il numero dei tests).

Si procede nel modo seguente:

1. Addizionare i valori assoluti degli elementi della matrice dei
residui dopo 1' estrazione del fattore D.

2. Stimare le comunanze per calcolare un successivo fattore E, e
addizionarle.

3. Addizionare la somma ottenuta al punto (1) alla somma ottenuta
al punto (2).

4. Estrarre un ulteriore fattore E. Addizionare i valori assoluti
degli elementi della matrice residuale successiva all’ estrazione del
fattore E.

5. Calcolare i residui delle comunanze dopo 1’ estrazione del fat-
tore E ¢ addizionarli.

6. Addizionare la somma ottenuta al punto (4) alla somma ottenuta
al punto (5).

7. Dividere la somma ottenuta al punto (6) per la somma ottenuta
al punto (3).

8. Calcolare (m-1)/(m+l) (essendo m il numero dei tests).

m- 1

mn+ 1
il fattore D e accolto e si ripete la prova per il successivo fatto-
re E; se e maggiore o uguale si prendono in considerazione soltanto
D e i fattori estratti precedentemente a D.

9. Se il risultato ottenuto al punto (7) e minore di

c) Numero di segni negativi nei residui dopo la riflessione
(Coombs). - Questo criterio e’ applicafile solo se la matrice delle cor
relazioni contiene soltanto correlazioni positive, o tutt®al piw cor-
relazioni negative non significativamente diverse da zero; esso si fon-
da sul principio che se ci sono ancora dei fattori significativi, dopo
la riflessione dei tests non vi dovrebbero essere residui negativi in

]
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numero superiore a quello probabile per azione di fattori casuali. Il
criterio si applica contando il numero di residui negativi che rimango-
no nella tabella dei residul depe operata la riflessione. Se il numero
¢ significativamente maggiore di quello indicato nella riga 2 di tab.
59, il fattore e’ considerato genuino e quindi accolto; altrimenti vie-
ne respinto e il processo di estrazione dei fattori si considera con-
cluso. ;

1. Numero dei |10|11|12|13|14|15|16]| 17| 18| 19 | 20| 25| 30 | 35| 40 50
tests

2. Numero di
segni nega- |31|39|48|57|69| 79| 92(105(119 | 134 149|242 | 358 {497 |660 | 1061
tivi dopo le
riflessioni

3. Errore :

di (2)

Tabella 59.

d) Errere standard dei coefficienti di ' cerrelazione (Guilford

e Lacey). - Il criterio e’ costituito dall’ errore standard dei coeffi-

cienti di correlazione, cioe’, se per calcolare i coefficienti di cor-

i 1
relazione si e  usata la formula di Pearson, Tl Il prodotto delle

2 ) oy
due piw grandi saturazioni dev’ essere maggiore di - [o, secondo

1
Humphrey (1) maggiore di 2 aﬁ"]'

e) Criterie di Saunders. - E' un criterio fondato sulla stima
dell’ errore-tipo dei residui, calcolato tenendo conto anche della gran-
dezza del campione dei soggetti sui cui risultati sono stati calcolati
i coefficienti di correlazione originari.

Si procede nel modo seguente:
i. Addizionare i quadrati dei residui dopo 1’ estrazione dell’ ulti-
mo fattore, escluse le comunanze.

: 2 2 m
2. Moltiplicare per r————EF~1a somma ottenuta al numero (1) (in
~EY

cui m e* il numero dei tests).

(1) Vedi FRUCHTER. c2ap- V.
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3. Calcolare la differenza fra il numero di tests (m) e il numero
di fattori estratti (k).

4. Dividere il risultato ottenuto in (3) per il numero dei tests (m)
e innalzare al quadrato il risultato.

5. Innalzare al quadrato le saturazioni di tutti i fattori e som-
marle.

6. Sottrarre da m (cioe’ dal numero dei tests) il risultato otte-
nuto al numero (5).

7. Innalzare al quadrato il risultato ottenuto al numero (6).

8. Dividere il risultato ottenuto al numero (7) per il numero di
soggetti (IN) del campiome su cui sono state calcolate le correlazioni.

9. Moltiplicare il risultato di cui 41 numero (4) per il risulta-
to di cui al numero (8).

10. Confrontare il risultato ottenuto al numero (2) col risultato
ottenuto al numero (9). Se (2) < (9), la fattorizzazione e’ completa.
Altrimenti si deve estrarre un ulteriore fattore.

Simbolicamente

" o 5 m~- k) Bk .2 |
>3 e klf}u < [_‘*_—'—] (m"‘ ZE I’t]) =

J=1 1:1 m n
in cui gp sono i residui dopo estratto 1’ ultimo fattore k e ! sono le

saturazioni nei vari fattori, cioe’ gli elementi della matrice fatto-
riale.

In generale non e’ prudente fidarsi di un solo criterio. e convie-
ne applicarne almeno due o tre. Se, come spesso avviene, i criteri si
contraddicono, si puo® ricorrere, per decidere, .all’ applicazione di un
ulteriore criterio, scegliendone uno dei piw’ attendibili, anche se di
applicazione piw’ laboriosa, come per es. il criterio di Saunders che
tiene conto anche del numero dei soggetti.

Si tratta comunque di prendere una decisione, che come tutte le
decisioni relative alla significativita’ di un dato, implica il rischio
di due opposti errori, e cioe’, in questo caso, il rischio di accetta-
re come saturazioni fattoriali degli artefatti, dovuti soltanto a sco-
stamenti casuali dallo zero, e 1’ altro rischio, di trascurare le satu-
razioni relative ad un fattore, considerando come varianza di errore
delle quote di varianza sistematica. Vi sono a questo proposito due op-
posti punti di vista sostenuto ciascuno da diversi studiosi. Da un la-
to si sostiene che il rischio di trascurare un fattore che ha una va-
rianza molto limitata avra’ poca importanza nel determinare la struttu-
ra fattoriale ottenuta attraverso alle successive rotazioni; inoltre la
conoscenza del numero esatto dei fattori ottenuti in una particolare a-
nalisi e’ di scarsa importanza. D’ altra parte si afferma, .e con ragio-
ne, che fra i due pericoli, di estrarre un fattore in piw o di estrar-
ne uno in meno, e’ preferibile il primo, in quanto in genere un fatto-
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re spurio scompare operando le rotazioni in quanto tende a perdere pro-
gressivamente la varianza cedendola ad altri fattori; e tale varianza
serve a precisare la struttura fattoriale definitiva, ottenuta alla fi-
|r-| ne del processo di rotazione.

| In realta’ quest’ultimo punto di vista e fondato sulla convinzio-
~ me che la varianza erronea si distribuisca in tutti i fattori, e che

fl procedendo nell® estrazione si ottengono sempre dei fattori che compren-
| dono una guota, per quanto piccola, di varianza sistematica. Ma anche

il | ammettendo la fondatezza di quesf{o punto di vista, e sempre necessario
utilizzare un criterio per stabilire quando 1’ apporto di varianza si-

' stematica da parte di un fattore diventa trascurabile.

i Guilford afferma in base alla sua esperienza che, quando un fatto-
M!I re ha una o piw’ saturazioni dell’ entita’ di almeno + 0,20, contiene ab-
bastanza varianza da risultare utile nelle rotazioni, e che cio’ vale
anche per un fattore che ha due o piw’ saturazioni tra 0,15 e 0, 20, ben-
i che’ in questo caso si tratti certamente di un fattore residuale, che

i . perdera’. varianza riducendosi alla fine a non avere saturazioni sostan-

ziali (1).

| £1) Cioe® maggiori di 0,25 o 0, 30.
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Capitolo ¥

1. Le caratteristiche della struttura centroide

L* aver analizzato due volte gli stessi dati (tabb. 32 e 43) con
due metodi diversi contribuisce notevolmente a chiarire la natura del-
T analisi fattoriale.

E’ utile avere dinanzi agli occhi i due diagrammi relativi 1’ uno
all’ analisi compiuta col metodo di Spearman esteso ai fattori di gruppo
e I’ altro col metodo centroide di Thurstone (figg. 49 e 57). In primo
luogo risulta evidente, dalla netta diversita’ dei risultati delle due
analisi, che quando si abbandona (necessariamente) la teoria dei due
fattori, e si applicano quindi i metodi di analisi alle matrici di ran-
g superiore a 1, il risultato non e* univoco. pal confronto dei due
diagrammi si vede che essi differiscono in quanto i due vettori fatto-
riali perpendicolari che costituiscono le coordinate della struttura
dei vettori-tests sono in posizione diversa: ed e’ chiaro che oltre al-
le due posizioni assunte nei due diagrammi, i vettori fattoriali posSso -
o assumere infinite altre posizioni ruotando intorno all’ origine. Ta-
li posizioni forniscono ciascuna una diversa descrizione dei tests in
termini di coordinate, descrizioni che sono, dal punto di vista geome-
trico, tutte ugualmente valide.

Tuttavia, anche intuitivamente, le due soluzioni fattoriali appa-
iono, oltre che diverse, non ugualmente soddisfacenti. Nella prima uno
dei due assi assume una posizione privilegiata, in quanto, per cosi’ di-
re, indicata dalla particolar® posizione di un gruppo di cinque vetto-
ri-tests (i,-i5) disposti tutti lungo una stessa retta. Facendo passare
mo dei vettori fattoriali lungo questa stessa retta (fig. 49) i cinque
vettori-tests hanno proiezione nulla sul secondo vettore fattoriale, e
risultano quindi unifattoriali. In questo senso la struttura ottenuta
dall’ analisi ha il vantaggio della semplicita’ .

Se poi vogliamo renderci conto di quale pssa essere il significa~
to psicologico delle due diverse strutture fattoriali, la prima delle
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due soluzioni risulta ultericormente avvantaggiata. E chiaro che, es-
sendo il risultato della prima analisi la conferma di un’ interpretazio-
ne psicologica (1’ ipotesi dell’ esistenza di un fattore verbale) 1’ in-
terpretazione della struttura fattoriale ottenuta non offre difficoltal’.
Ma anche a prescindere da questo vantaggio iniziale, la difficolta’ di
trovare un’ interpretazione psicologica ai fattori risultati dalla se-
conda analisi appare veramente insuperabile.

I fattori sono pure due ‘(1) ma tutti e due hanno proiezioni non
pulle di tutti i tests. Sono dungue due fattori generali; tuttavia han-
no caratteristiche nettamente diverse. 11 primo fattore passa in mezzo
ai vettori-tests e su di esso tutti i tests hanno proiezioni positive.
si tratta dunque di un fattore generale con caratteristiche affini al
fattore G, in quanto satura positivamente tutti i tests della batteria.
I1 secondo fattore ha invece proiezioni positive di 4 e negative di 6
vettori-tests; si tratta dunque di uvn fattore bipolare che satura posi-
tivamente un gruppo di tests e negativamente un altro gruppo.

in altre parole, questo fattore gvrebbe la proprieta’ di determi-
pare il successo in un gruppo di tests e 1’ insuccesso in un altro grup-
po. .
¢ veramente molto difficile concepire il significato psicologico
di un fattore che abbia queste caratteristiche (2). >

Ma vi e anche una ragione di ordine generale per cui la ricerca
di un significato psicologico del fattori ottenuti col metodo centroi-
de non appare giustificata.

se infatti prendiamo in considerazione la seconda analisi compiu-
ta col metodo centroide (3). notiamo immediatamente che le caratteri-
stiche osservate per la prima analisi si ripetono; il primo fattore ha
tutte le saturazioni positive, mentre il seconde (¢ i1 terzo) hanno sa-
turazioni positive per gleuni tests e negative per alcuni altri (fatto-
ri bipolari). Tali caratteristiche si ritrovano in ogni analisi cen-
troide, indipendentemente dal contenuto dei tests analizzati: si trat-
ta quindi di un artefatto teenico di cui non ha senso cercare un’ inter-
pretazione.

5 L esigenza della semplicita

giamo giunti dunque alle seguenti conclusioni. 1. Vi sono infini-
te soluzioni fattoriali, corrispondenti alle infinite posizioni che
puo’ assumere un gistema di coordinate ruotando intornmo alla propria
origine, tutte ugualmente esatte ed accettabili dal punto di visfa ma-

{1) Il numero dei fattori ef costante, in quanto corrisponde al rango

della matrice delle correlazioni.
(2) Almeno fipche’ 1* analisi si svolge nell® ambito delle attitudini; non

& cosi' per 17analisi dei tratti del carattere.
(3) Cioe’ 1°anslisi di una matrice di rango 3, compiunta col metodo cen-

troide completo di Thursiome
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tematico, 2. Si possono tuttavia formulare dei criteri, in base ai qua-
1i le soluzioni fattoriali aventi determinate caratteristiche sono pre-
feribili alle altre. 3. Le caratteristiche della soluzione fattoriale
ottenuta con una determipata tecnica possono essere dipendenti da quel-
la particolare tecnica e costituire quindi degli artefatti che non ri-
specchiano in alcun modo le caratteristiche dei dati sottoposti ad ana-
lisi.

E’ percio’ evidente che, almeno in questi ultimi casi, non vi e’
nessuna ragione per preferire la soluzione fattoriale imposta da una
particolare tecnica di estrazione dei fattori ad una qualsiasi delle
infinite soluzioni fattoriali matematicamente corrette, mentre e giu-
stificato scegliere una soluzione che risulti privilegiata in base ad
un criterio di ordine generale. |

Cio’ significa che il risultato dell’ analisi deve essere conside-
rato non tanto come un punto di arrivo, gquanto come un punto di parten-
Za per una nuova serie di operazioni che portano a raggiungere la solu-
zione definitiva. !

In termini di tecnica fattoriale si tratta cioe’ di ruetare il si-
stema dei vettori fattoriali ottenuti nella prima fase dell® analisi fi-
no ad una posizione che determini una struttura che risulti privilegia-
ta rispetto alle altre soluzioni possibili.

Resta da stabilire quali caratteristiche debba avere una struttu-
ra affinche’ essa sia privilegiata rispetto a tutte le altre strutture
corrispondenti alle infinite posizioni possibili del sistema dei vetto-
ri fattoriali rispetto alla.configurazione dei vettori-tests. Thursto-
ne nel definire tale struttura si appella al principio della semplici-
ta’: quando ¢’e’ la possibilita’ di piw soluzioni, la soluzione scien-
tificamente accettabile ¢’ quella piw semplice, che e anche la piw
economica.

Si tratta dunque di ottemere una struttura semplice. Vediamo di
precisare che significato si deve attribuire alla nozione di semplici-
ta’ di una struttura fattoriale. In che senso la struttura fattoriale
ottenuta applicando 1’ estensione del metodo. di Spearman (struttura A)

e’ - risultata piu" semplice di quella ottenuta applicando il metodo cen-
troide (struttura B)? Possiamo econfrontare le due strutture sia nel ri-
guardo dei vettori-tests, sia nel riguardo dei vettori fattoriali: dal
primo punto di vista la struttura 4 ¢’ piv’ semplice perche’ un certo
numero di tests risulta monofattoriale, cioe’ di costituzione semplice,
mentre dal secondo punto dj vista la struttura 4 e’ piuw’. semplice per-
che’ uno dei due fattori satura soltanto alcuni tests. I’una e 1I’altra
caratteristica si compendiano dicendo che una parte dei tests ha proie-
zione zero in uno dei due fattori. ;

Vi e’ anche un altro aspetto per cui la strugtura 4 ¢’ piw sem-
plice della struttura B: nella struttura A i fattori hanno soltanto
proiezioni positive, menfre nella struttura B, come si e’ visto, uno
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dei fattori e bipolare, cioe’ ha proiezioni in parte positive, in par-
te negative.

3. La soluzione di Thurstone

Thurstone fissa appunto queste due condizioni per 1" accettabilita’

di una soluzione: "insieme"” positivo e struttura semplice. La struttu-
ra semplice viene precisata nei riguardi della matrice delle saturazio-
ni fattoriali, la quale deve avere: ' ;

a) almeno una saturazione nulla per ogni tests;

b) un certo numero di saturazioni nulle in ogni fattore (secon-
do Thurstone, tante, quanti sono i fattori);

¢) per ogni coppia di fattori un certo numero di tests con una
saturazione zero in un fattore e una saturazione significativa nell’ al-
tro (secondo Thurstone, tanti, quanti sono i fattori) (1).

Fattori

. A B C D
£y 0 X X X%
s 0 X 0 X
oo 0 X 0 X
) 0 X X
ls X 0 ¥ X
Fo' . X 0 X X
£y 4K 0 X 0
tae Y X 0 0 Tabella 60.
£ X X 0 0
tio X X X 0

Per intendere il significato;delle esigenze poste da Thurstone,
presentiamo nella matrice fattoriale di tab. 60 un esempio di una strut-
tura fattoriale semplice. Sono indicate con una X le saturazioni fatto-
riali non-nulle, cice’ statisticamente significative, e con uno 0 le sa-
turazioni nulle.o non signjificativamente diverse da Zzero.

11 punto ¢) riguarda la composizione fattoriale dei singoli tests.

(1) Le caratteristiche di una matrice fattoriale che corrisponde alla re-
gola di Thurstone sono dunque le seguenti:
a) almeno uno zero in ogni rigsa.
b) almeno tanti zeri quante sono le colonne, in ogni colonna,
s ‘t) per ogni coppia di colonng, .almeno tante righe costituite da uno
zeTo e da un numero diverso da zero, quante sono le colonne (intendendosi con
zero ogni numero non significativamente diversoc da zero). I




cap. V, 3] LA ROTAZIONE DEI VETTORI FATTORIALI — 195

e pone un’esigenza di semplicita’ in quanto nessun test dev’ essere sa-
turato da tutti i fattori. Nel nostro esempio, ci sono 6 tests che so-
no saturati da .2 fattori (i, ts, t, t;, tg, tg), 4 tests saturati da
tre fattori (ty, tg, %5, tio), ma nessun test e’ saturato da tutti e
quattro i fattori. Di conseguenza risultano piv’ semplici le equazioni
di specificazione fattoriale (1), e risulta evidentemente meno comples-
sa 1’ interpretazione del significato di ogni Slngolo test in termini
di fattori.

I1 punto b) riguarda invece la ”semplicita’ dei fattori”, nel sen-
so che la “stima” del punteggio fattoriale di un soggetto dovrebbe im-
plicare solo una parte dei tests e non tutti i tests della batteria.. .
In altre parole, nell’esempio considerato, 1’equazione di regressione
miltipla (2) per la stima del punteggio fattoriale di un soggetto com-
prenderebbe- 6. termini anziche’ 10, poiche’ i punteggi di 4 tests avreb-
bero ponderazione 0, essendo nullo il relativo coefficiente di regres-
sione multipla. Per esempio la stima .del punteggio del soggetto P nel

fattore C si otterrebbe impostando 1’ equazione
e
Cp = Beazyp + BeaZap +-Beszsp + Bcezap + Begzqgp + Bcioziop

tpoiche’, data la composizione della matrice- fattorlale. Beas Bes, Bes-
e Bco sarebbero .nulli.

Infine il punto c¢), riguarda la semplicita’ di composizione delle
correlazioni (3) e la diversita’ di composizione fattoriale dei singo-
1i tests. Si esige in tal modo che ogni test della batteria rappresen-
ti un nuovo apporto di informazione e non ripeta semplicemente 1’ infor-
mazione gia’ contenuta in un altro test.

Si tratta, tuttavia, di esigenze molto restrittive, alle quali
spessc riesce impossibile ottemperare, anche se non si accolgono rigi-
damente, dal punto di vista quantitativo. Di fatto esse non sono uni-

(1) Per es. l°equazione di specificazione del test fg e':

2pg = bgBy + dglp + u3Sgp
in cui 43 e dy sono i coefficienti di saturazione dei fatiori B e D nel test

(2) Vedi Parte I, cap. IV, 5. Va ricordato pero’ che il procedimento in-
dicato alla fine del paragrafo si puo’ usare soltanto per la stima della G da
una matrice gerarchica. Nel caso presente 1° equazione di regressione multipla
sl imposta conm-i metodi classici, descritti nei testi di statistica: i coeffi-
cienti di regressione: ﬁ si calculano per mezzo dei coefficienti di correlézio-
ne fra i tests della batteria e dei coefficienti di saturazione dei tests nel
fattore che si intende stimare (in quanto i coeffigienti di saturazione sonc
coefficienti di correlazione dei tests con il fattore).

{3 Ricordiamo che per la gengralizzazione dell’'eguazione faiioriale del-
la: correlazione, nel caso di 4 fattori comuni A, B, €, IV si avra’ per es.:

ri2 = ayap + biby +icgep vodidy

ma essendo nel nostro esempio a; = 0, ap = 0, ¢ =.0 il primo e il terzo ter-
mine si annullano e 1’ equazione si riduce a ryp = by by + dydy
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versalmente accettate, pur essendo generalmente accettato il principio
della massima semplicita’ della struttura. Infatti, neppure la struttu-
ra A del nostro primo esempio di analisi soddisfa al criterio di Thur-
stone, in quanto c¢’e’* un fattore che ha saturazioni in tutti i tests.
Secondo il criterio di Thurstone non e’ infatti ammissibile la presen-
7za di un fattore generale in una struttura. A

4. Adeguatezza della soluzione e semplicita’ della struttura

Prima di prendere posizione nei riguardi del criterio di Thursto-
ne ci conviene renderci conto delle ragioni su cui esso si fonda.

lL.a constatazione della indeterminazione della soluzione fattoria-
le, quando si esce dalle condizioni fissate da Spearman, del fatto che
cioe’ quando la matrice delle correlazioni e’ di rango superiore ad 1,
vi sono infinite soluzioni (1) tutte altrettanto valide dal punto di
vista matematico, mette in crisi il metodo., I’ utilita’ dell’analisi fat-
toriale diviene cioe’ molto limitata a meno che non si trovi modo di
stabilire quale tra le infinite soluzioni sia da considerare la soluzio-
ne accettabile. Si tratta, in sostanza, di ripristinare 1’ unicits’ del-
la soluzione; e il fissare il criterio della massims semplicita’ non
basta. In questo modo si viene cioe’ ad indicare la direzione in cui va
ricercata la soluzione, ma non e ancora fissato il criterio per indi-
viduarla, Bisogna infatti che la soluzione definitiva sia riconoscibi-
le, sia nei confronti di un’altra soluzione (mentre potrebbe non esse-
re evidente quale di due soluzioni date sia piu® semplice essendovi di-
verse: forme di semplicita’) sia in se stessa (in quanto dovrebbe esse-
re esclusa anche la possibilita’® di un’altra soluzione ancor piv’ sod-
disfacente).

In questo senso le condizioni fissate da Thurstone rappresentano
un tentativo di sostituire con un criterio determinato empiricamente in
modo da rendere improbabile' una soluzione "migliore”, una soluzione ma-
tematica che finora manca. :

Cattell (2), pur accettando il punto di vista di Thurstone lo in-
terpreta in maniera mepo rigida e piw’ aderente ai fatti.

Applicare il principio della semplicita’ consiste in effetti nel-
Io scoprire la struttura adatta per un determinato insieme di dati,
aquella che corrisponde alle variabili, manifeste o latenti che siano,
che agiscono in una determipata situazione. Certe esigenze di sempli-
cita’ non si possono porre in astratto, perche’ possono non corrispon-.
dere alle caratteristiche intrinseche dell’ oggetto della ricerca. Cosi’
I’ esigenza dell’ “insieme positivo”, valida finche’ la ricerca si svol-
ge nel campo delle attitudini, diventa inadeguata nell’ ambito della

(1) 1nfinite ma non qualsiasi. :
(2) R. CATTELL. Factor Analysis, New York, 1952, Cap. XIV.
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struttura del carattere, dove la bipolarita’ delle variabili appare
connaturata all’ oggetto della ricerca.

Cio’ significa anche che una struttura semplice deve esserci nei
dati su cui verte 1’analisi, affinche’ sia possibile trovarla. In al-
tre parole se si affastellano a caso delle correlazioni fra dati qual-
siasi in una matrice, non c¢’e’ ragione di aspettarsi di trovare una
struttura semplice; mentre se i dati sono scelti in base ad un criteric
scientifico in relazione ad un problema, si scopre che le variabili
hanno una struttura. Tale struttura viene rivelata nei diagrammi dal
fatto che serie di punti, che rappresentano le estremita’ dei vettori
delle variabili (per es. dei tests) si dispongono secondo rette che pas-
sano per 1’origine. Se i fattori sono soltanto due, si tratta effetti-
vamente di rette, mentre se ¢’e’ una terza dimensione la retta rappre-
senta il profilo (o traccia) di unm piano (ecioe’ di un disco) perpendi-

colare al piano del diagram-

ma. Orbene, tale retta o pia-
no (1) rappresenta 1’ indica-
zione dell’ orientamento che,
per mezzo della rotazione de-
ve assumere un fattore: il
vettore fattoriale deve venir
orientato perpendicolarmente
alla retta (o al piano o, se
A i fattori sono piw* di tre,
all’ iperpiano) individuati
dai vettori-tests, che nella
proiezione appaiono allinea-
ti o quasi (2). in modo che
la loro: proiezione nel vetto-
re fattoriale sia nulla. Que-
sto procedimento e’ sintetiz-
zato da Cattell dicendo che
Fig. 63. la posizione dei poli di un
fattore wviene scoperta tro-
vando un equatore (fig. 63). E' chiaro che, secondo questo punto di vi-
sta, nell’ esempio bifattoriale la soluzione adeguata risulta quella ot-
tenuta attraverso I’ estensione del procedimento di Spearman (struttu-
ra Ay:. infatti, essendovi due dimensioni soltanto, ed essendo alcuni
vettori-tests disposti lungo una semiretta che parte dall’ origine, uno

(1) Se le dimensioni sono quattro si tratta della traccia di una sfers, e
in genere di-un iperpiano se le dimensioni sono piut di tre, e quindi lo spa-
zio fattoriale e* un diperspazio.

(2y Evidentemente non e necessario che i vettori-tests (o i loro punti
estremi) diano come proiezione esattamente una retta, perche’ trattandosi di
dati sperimentali, affetti da errori di campionaiura, non sarebbe glusto esi-
gere un a2llineamento perfetto.
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dei vettori fattoriali dev’ essere orientato perpendicolarmente a tale
semiretta, e 1’ altro, perpendicolarmente al primo. e quindi coinciden-
te con i vettori-tests (1).

A questo punto sorge naturale un’ obiezione. Se dop® aver estratto
i fattori col metodo eentroide: bisegna. ruotarli- fino a faggiuhgere una
struttura semplice che coincide con quella: che si era trovata diretta-
mente  sviluppando il procedimento di Spearman, non e’ piw conveniente
scegliere sempre la via diretta anziche’ quella indiretta del metodo
centroide?

L’ obiezione si puo’ tradurre in termini generali, senza riferimen-
to al particolare procedimento da noi adottato, ponendo la questione
se non sia piu’ conveniente partire da un® ipotesi ecirea la struttura
fattoriale e procedere direttamente all’ estrazione dei fattori corri-
spondentemente all’ ipotesi, anziche’ eseguire prima up’ analisi che da’
un agrtefatto strutturale e da questo cercare la soluzione adeguata.

Posta in questi termini la questione e® tuttora aperta. Una parte
dei ricercatori preferisce usare dei metodi i quali consentono di ser-
virsi di un® ipotesi fin dall’ inizio, o in mancanza di un® ipotesi, of-
frono la possibilita’ di orientare 1’analisi in base al raggrupparsi
dei dati secondo affinita’; mentre la maggioranza preferisce, seguendo
la tecnica di Thurstone, lasciare impregiudicata la prima fase dell’ a-
nalisi, ed affidare alla seconda fase il delicato compito di trovare la
struttura naturale delle variabili. E’ . interessante notare che mentre-
il metodo di Thurstone rappresenta 1’ innovazione e il distacco.da- Spear-
man, 1°’altro gruppo di metodi rappresenta un atteggiamento piu’ conser-
vatore; a differenza da Thurstone che lo esclude assolutamente, alcuni
di questi metodi, adottati soprattutto dal gruppo degli psicologi bri-
tanmici, partono dal presupposto che vi debba essere un fattore genera-
le, e riservano ai fattori di gruppo soltanto la quota di varianza re-
sidua dopo 1°* estrazione del fattore generale.

I/ utilizzazione’ del metodo centroide per 1’ estrazione dei fattori
impone comungue di ruotare i fattori per ricercare la struttfura sempli-
ce., Si tratta di un metodo che ha il vantaggio di essere generalmente
applicabile, ed ¢ di fatto il metodo piw’  comunemente usato.

D’ altra parte, va tenuto presente che-altri criteri, oltre a quel-
lo della semplicita’ della struttura - che rappresenta il criterio ba-
se - possono essere adottati a guidare le rotazioni degli assi a par-

(1) In definitiva puo® apparire conveniente limitarsi a dire che si trat-
ta di far coincidere un vettore fattoriale ¢éon la traccia di un iperpianc. In
realta®, pero®, cio® che si cerca di raggiungere e la semplicita della
struttura, che si ottiene situando un vettore fattoriale in modo che un certo
numero di tests (o, in generale, di variabili) abbia proiezione nulla su di
esso; e questo risultato si ottiene disponendo il vettore fattoriale perpendi-

'colarmente alla traccia dell® iperpiano che contiene i vettori-tests. Il fatto

che un altro vettore fattoriale venga a coincidere con la traccia dell® iper-
piano e semplicemente una conseguenza del fatto che i vettori fattoriali sono

ortogonali.
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tire dalla struttura centroide. Il piu’ importante consiste nell’ uti-
lizzare dei tests la cui composizione fattoriale e’ nota (per es. dei
tests fattoriali introdotti appositamente nella batteria dei tests da
sottoporre ad analisi) come indicateri i quali servono a marcare la po-
sizione che devono assumere i singoli assi.

E’ questo un esempio dell’ adozione di un criderio opposto a quel-
lo di Thurstone e Cattell. Mentre i propugnatori della “struttura sem-
plice"” sostengono che si devono compiere le operazioni di rotazione de-
gli assi tenendo conto soltanto della progressiva semplificazione del-
la struttura, nella fiducia che, se il problema e’ impostato adeguata-
mente, ad una struttura semplice deve corrispondere una evidente inter-
pretazione psicologica, altri ricercatori ritengono che, pure ‘adottan-
do il procedimento di rotazione di Thurstone, si debba lasciarsi guida-
re dall’ ipotesi di partenza, che sia cioe’ opportuno eseguire le rota-
zioni avendo presente il significato da raggiungere.

Anche senza prendere posizione nell’ uno o nell’ altro senso, poiche’
il metodo da seguire puo’ essere imposto dalla natura del singolo pro-
blema, bisogna ricqnoscere che la ricerca della struttura semplice of-
fre maggiore garanzia di obiettivita’.

5. Il procedimento di rotazione

I1 procedimento di rotazione dei vettori fattoriali alla ricerca
di una struttura fattoriale semplice o comunque corrispondente a parti-
colari esigenze, €' semplice nella sua essenza, ma complicato e diffi-
cile nella sua attuazione.

Consideriamo anzitutto la situazione estremamente semplice di una
struttura bidimensionale, cioe’ 1’esempio discusso nei precedenti para-
grafi, di una matrice di rango 2 analizzata prima col metodo bifatto-
riale e poi col metodo centroide.

L.a prima operazione da compiere, conclusa 1’°analisi centroide ed
ottenuta la matrice fattoriale (tab. 49) consiste nel rappresentare geo-
metricamente la struttura fattoriale (fig. 64) in un diagramma (1). Si
prendone’ quindi in esame, tra le infinite posizioni che possono assume-
re gli assi fattoriali ruotando intorno all’origine, quelle che soddi-
sfano alle particolari finalita’ che ci si propone di raggiungere. Come
¢’ . stato detto, generalmente ci si propone un insieme positivo e una
struttura semplice.

consideriamo anzitutto la prima esigenza, per cui i vettori-tests .

{1). Ricordiamo che mentre in questo caso vi e’ un unico diagramma da co-
struire essendo due i fattori comuni, quando i fattori comuni sono piu* di
due, ogcorrono tanti diagrammi quante sono le combinazioni dei fattori a due a

kE (k-1)
due, cioe* ——— , essendo k il numero dei fattori.
2
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dovrebbero avere solfanto proiezioni positive o nulle sugli assi fat-
toriali.

Siccome solo i punti che sono compresi nel primo quadrante hanno
proiezioni positive su tutte e due le coordinate, si tratta di vedere
anzitutto se i punti tests rappresentati nel diagramma possono essere
compresi in un quadrante. La prova si fa vedendo se i punti-tests pos-
sono essere ricoperti da una squadra trasparente con il vertice corri-
spondente all’ angolo retto sovrapposto all’ origine degli assi (fig. 64).
Nell’ esempio il risultato e’ positivo (1).

Resta da considerare 1’altra esigenza, cioe’ 1la semplicita’ della
struttura risultante. Siccome nel caso considerato 1’ angolo che compren-
de i punti-tests e’ minore di 90° vi e’ la possibilita’ di fare assu-
mere ai vettori fattoriali diverse posizioni che consentono tutte di
soddisfare all’ esigenza dell’ insieme positivo.

Per soddisfare al criterio della massima semplicita’ bisogna cer-
care, entro la zona in cui le proiezioni dei tests sui vettori fatto-
riali sono tutte positive, una posizione dei vettori fattoriali che de-
termini un massimo di proiezioni nulle dei punti-tests. Siccome gli as-
si fattoriali sono ortogonali, i punti intercettati da un asse si pro-
iettano all’ origine e hanno proiezione nulla sull’ altro asse: bastera’
quindi situare gli assi in modo da intercettare il maggior numero pos-
sibile di punti-tests. Facendo perno sul vertice ad angolo retto posto
in- coincidenza con 1"origine del sistema dei vettori, e girando la squa-
dra entro i limiti in cui tutti i punti-tests (2) restano coperti dal-
la squadra, si sceglie la posizione in cui il maggior numero di punti
coincide con i lati della squadra. Come e’ stato detto in precedenza,
nel nostro esempio la posizione degli assi che dal punto di vista del-
la semplicita’ della struttura e’ la migliore, e’ quella in cui il vet-
tore A viene fatto coincidere con i punti-tests i,, i,, is, i,, i, i
quali vengono ad avere in tal modo una proiezione nulla sull®’ altro vet-
tore; infatti in tutte le altre posizioni che possono assumere i due
vettori fattoriali ortogonali, il numero dei punti-tests che vengono in-
tercettati dai due vettori e’ sempre minore di 5.

Segnata la posizione dei due nuovi vettori fattoriali A’ e B’ (fieg.
65) restano da determinare le proiezioni dei punti-tests su A’ e B’,
cioe’ le saturazioni dei tests nei nuovi fattori.

(1) In questo caso il fatto era gia’ noto, in quanto nella prima analisi,
fatta col metodo di Spearman, tutti i tests avevano saturazioni positive nei
due fattori. g :

(2) parliamo per comodita® di punti-tests, perche’ i tests sono rappre-
sentati con dei punti nel diagramma. Ma, siccome i punti-tests sono in realta’
le estremita’ delle proiezioni dei vettori-tests nello spazio dei fattori co-
muni, guando un punto-test glace su un vettore fattoriale, la proiezione del
vettore-test e' collineare al vettore fattoriale. Pertanto il vettore-test ha
proiezione nulla sui vettori fattoriali ortogonali.a quello con cui il vetto-
re-test coincide.
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Una misura approssimativa delle saturazioni si puo’ ottenere dal
diagramma, tracciando le perpendicolari ai due assi per ogni punto e
misurando le relative coordinate.

Cosi’, ad esempio, per il punto-test k, le misure delle coordina-
te rispetto alla coppia di vettori fattoriali ortogonali A’ e B’ (cioe’
le saturazioni ¢ e by ) risultano essere approssimativamente .9 e . 2.

6. Il calcolo delle saturazioni dei tests nei fattori ruotati

Invece di ricorrere a questo procedimento necessariamente impreci-
S0 si calcolano con esattezza le saturazioni fattoriali nei fattori
ruotati servendosi del procedimento di “trasformazione delle coordina-
te”, di uso comune in geometria anpalitica.

Le formule per il calcolo delle nuove coordinate di un punto nel ca—
so di rotazione degli assi si differenziano a seconda che si tratta di
rotazione in senso orario o antiorario.

Per le rotazioni in senso orario, le formule di trasformazione del-
le coordinate sono

a'" = acos 8 - b sen O

b’ = asen B + b cos 8

in cui a' e b’ sono le coordinate (cioe’ le saturazioni) nei fattori
ruotati, @ e b sono le coordinate (cioe’ le saturazioni) nei fattori o-
riginari, e 6 e’ 1’angolo di rotazione, cioe’ 1’angolo tra la posizio-
ne originaria e la nuova posizione assunta da un vettore fattoriale in
seguito alla rotazione.

Per le rotazioni in senso antiorario, le formule di trasformazio-
ne sono:

a'=acos 6 + b sen B
b’ = -a sen 6 + b cos B

La deduzione delle predette formule si trova in ogni testo di geometria
analitica.

Data la dimestichezza di chi si serve dell’ analisi fattoriale con
la nozione di correlazione, esprimeremo le suddette formule di trasfor-
mazione in termini di correlazione fra ognuno dei vettori fattoriali
ruotati A’ e B’ e i vettori fattoriali originari A e B (1); in tal mo-
do avremo il vantaggio di ottenere delle formule che restano identiche
qualunque sia il verso della rotazione.

(1) Per rendersi conto del significato di una correlazione fra gli assi o
meglio fra i vettori fattoriali basta considerare ogni vettore fattoriale come
un test privo di fattore specifico.



|
|

204 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

Le formule di trasformazione sono:
af = Qgrpe, + berpig

b; =atrB,A+ b

£t B‘B

in cui ai e b} sono le saturazioni del test t/ nei fattori ruotati,
cioe’ nei nuovi fattori A’ e B', a, e b, sono le saturazioni del test
t nei fattori originari A e B (cioe’ le proiezioni del punto t sugli
assi fattoriali originari A e B) € rjs s Taip Tgtyr Tpep SONO 1 cCOSE-
ni degli angoli che formano fra loro, a due a due, gli assi ruotati A’
e B' con gli assi originari A e B.

Per maggior chiarezza e’ tutile considerare le figg. 66.e 67. In fig. 66.
¢ rappresentato il punto t (che & I’ estremitd del vettore-test Ot) e le sue
proiezioni sugli assi A e B e sugli assi ruotati A’ e B', cioe’ le saturaziohi
originarie nei fattori A e Be le saturazioni nei nuovi fattori A’ e B'.

In fig. 67 sono rappfesentati nel cerchio trigonometrico gli assi fatto-
riali originati A e B, gli assi fattoriali ruotati A’ e B' e i coseni degli
angoli A'A A'B, B'A, B'B. Dalla figura risulta che, essendo I’'angolé A'B ot-
tuso, cos A'B ¢ negativo. Ya rilordato che uno dei gquattro coseni upilizzati
nellé formule dopra elencate e hecessariamente negativo, e che percio’ con-
viene fare sempre uno schizzo da cui risulti quale dei coseni e negativo. In-
fatti, nella situazione di fig. 68 in cui la rotazione e’ antioraria, cos A'B
@ positivo e invege cos B'A ¢ negativo. ' ,

Una volta stabilito il segne dei coseni degli angoli che formano
i vettori fattoriali ruotati con i vettori fattoriali primitivi, si ri-
cavano i coseni, utilizzando eventualmente le tavole delle funzioni go-
niometriche (1) e si e* quindi in condizione di usare le formule per
calcolare le nuove coordinate dei punti-tests.

Nel nostro esempio (fig. 65) 1’angolo di rotazione 8 = 1"!° e 10’
cos O = .995 e cos (90 - ©) = .295; quindi r s, = rgeg = .995, ryep =
= =,295, Tgr, = .295. Applicando le formule di trasformazione si ot-
tengono le coordinate dei punti-tests k,-kg ed i,-is rispetto agli as-
si ructati A' e B', cioe’ le saturazioni dei tests k;-kg ed i;-ig nei
fattori A’ e B'. I calcoli sono indicati nella tab. 61.

(i) Per utilizzare le tavole delle funzioni geometriche basta conoscere
la misurz dell’ angolo di rotazione, B, e il suo complementare, 90 - 0: B e’
I’ sngolo fovmata dai vettori omonimi A‘4 e B’B, mentre 90 - 6 e 90 + O sono
gli angoli formati dai vettori eteronomi A'B e Bf4. Ma in valore assoluto
cos 90~r8 cos 90 - 9. Basta dunque leggere le misure di cos © e di cos 90 - (3]
e poi stabilire i segni in base alla figura

Tuttavia partendo dalla misura dell’angolo. che non si pao® otienere con
esattezza, si OLtenguﬂa aoltanto delle approssimazioni grezze dei coseni. Vve-
dremo in seguifo il procedimenic da usare per oitenere delle approssimazioni
sufficientemente esatte : :
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Fig. 67.
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confrontando le saturazioni fattoriali ottenute attraverso al pro-
cedimento di rotazione con le saturazioni ottenute col metodo di Spear-
man, in base all’ ipotesi della presenza di un fattore di gruppo in una
parte dei tests della batteria, si constata che le due serie di valori
sono uguali entro i limiti dell’ approssimaziocne.

Compiendo 1’ analisi col metodo centroide e ruotando successivamen-
te gli assi in modo da soddisfare alle esigenze dell’ "insieme positivo”
e della “semplicita’ della struttura” si vieme dunque a raggiungere la
struttura “naturale” dei dati, cioe’ la struttura dalla quale si era
partiti per costruire la matrice di correlazione (1).

¢(1) Ricordiamo che si frattava in questo caso di una matrice di correla-
zioni fittizie, calcolate pariendo da una matrice fattoriale scelta arbitra-
rlamente in base all’®equazione matriciale FF' = R (v. 'in proposito il paragra-
fo successivo}. i .
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7. Rotazione di strutture fattoriali a piw di due dimensioni

Siccome una struttura bidimensionale si rappresenta conm un unico
diagramma, la posizione degli assi fattoriali che determina in tutti i
tests proiezioni positive o nulle, e che meglio risponde alle esigenze
di semplicita’ della struttura, si raggiunge con un’ unica rotazione.

Diverso e’ il procedimento quando le dimensioni della struttura
fattoriale sono piw’ di due. Anche guando si tratta di una struttura
che presenta soltanto tre dimensioni, occorrono tre diagrammi bidimen-
sionali per rappresentarla. E poiche’ ogni rotazione determina una tra-
sformazione in tutti i diagrammi in cui e’ rappresentato uno dei due
assi che sono stati ruotati, la strutfura privilegiata si raggiunge per
aggiustamenti successivi, dopo un numero piu’ o meno grande di rotazio-
ni.

1llustreremo il procedimento applicandolo ai dati di una matrice
fattoriale tridimensionale. X

La matrice, riportata in tab. 62 e’ stata ottenuta sottoponendo
ad analisi centroide la matrice di correlazioni fittizie di tab. 50;
pero’, a differenza del mocedimento usato mel paragrafo 7 del Cap. IV,
anziche’ ricorrere alla stima delle comunanze, sono state utilizzate
- per ragioni che saranno illustrate in seguito - le comunanze esatte,
che in questo caso, trattandosi di correlazioni fittizie, costruite ar-
tificialmente, erano note.

Fattori
tests A : B : c
1 +q017 . =156 . 473
2 . 482 -.643 . 406
3 .643 -. 504 ~. 230
4 . 636 . 187 -. 458
5 . 618 .444 -.0380
6 .660 . 350. -. 228
7 .321 ~-. 202 =.115 Tabella g2.
8 . 589 -.315 -.533
9 <HB% . 265 .433
10 . 588 .619 . 284

Per procedere alla rotazione si devono anzitutto costruire tanti
diggrammi bidimensionali quante sono le combinazioni di fatfori a due
a due. Nel nostro esempio le coppie possibili sono 3, e cioe’ AB, AC,
BC e quindi si costruiscono 3 diagrammi, ognuno dei quali rappresenta
il piano individuato da una coppia di assi, con le proiezioni delle e-
stremita’ dei vettori-tests.

Esempio: costruzione del diagramma AB
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§i tracciano su un foglio di carta millimetrata due assi perpendicolari
(v. fig. 69), denominando 4 1’asse orizzontale e B 1’asse verticale. (Si segue
la convenzione di attribuire la posizione orizzontale al primo dei due assi rap- |
presentati nel diagramma: se per es. il diagramma si riferisce ad una struttu-
ra & 5 dimensioni e quindi gli assi sono 5, ABCDE, nel diagramma DE 1°asse D
sara’ orizzontale, nel diagramma CD 1’ asse (C sara’ orizzontale, nel diagramma
BD 1’ asse p sara’ orizzontale ecc.).

I punti-tests hanno come proiezioni ortogonali sugli assi fattoriali le
misure indicate nella tabella 62; cosi’ il punto-test 1 e’ quel punto del dia-
gramma che ha una proiezione di .701 sull’asse 4 e di -.156 sull’asse B.

Per ottenere un diagramma di una certa esattezza conviene prendere come u-
nita’ la misura di 10 cm; poiche’ il diagramma rappresenta quel sottospazio del-
lo spazio dei fattori comuni che e’ individuato dai due vettori fondamentali A
e B, e quindi comprende i due vettori e non le loro proiezioni, i vettori fat-
toriali devono avere la lunghezza unitaria, a differenza dei vettori-tests, che
essendo presenti come proiezioni, devono avere una lunghezza inferiore all’ uni-
ta . T due vettori fattoriali hanno dunque la lunghezza di 10 cm dall’ origine
all’ estremita’ . prendendo in considerazione sui predetti vettori fattoriali le
proiezioni di ogni singolo vettore-test e tracciando le perpendicolari alle e-
stremita’ di tali proiezioni si individua 1’ estremita’ del vettore-test (cioe’
il punto-test, che viene contrassegnato col relativo numero) che si trova al-

T intersezione delle suddette perpendicolari.

Prendendo come misura del vettore unitario 10 em, si devono approssimare
le proiezioni al millimetro, cioe’ a due decimali; pertanto il punto-test 1 si
trova all’ intersezione della perpendicolare all*asse A a 70 mm dall’origine,
con la perpendicolare all’asse B a -16 mm dall’ origine.

procedendo analogamente si costruiscono i tre diagrammi AB, BC,
AC (figg. 69, T, Ti) -

Si tratta ora di stabilire in quale dei tre diagrammi conviene e-
seguire la rotazione degli assi.

pelle due finalita* che ci si propome, in genere (i), di raggiun-
gere mediante la rotazione degli assi, 1° “insieme positivo” e la “strut-
tura semplice”, la prima e' piw facile da approssimare fim dalle fasi
iniziali. Conviene dunque vedere se uno dei tre diagrammi offre la pos-
sibilita’ di raggiungere o di approsslmare, con una rotazzone, 1’ insie-
me p031t*va (2).

I tre diagrammi presentano le caratteristiche comuni alle gtruttu-
re centroidi, connesse al fatto che il primo fattore centroide (A) pre-

(1) Va rlcordato ancora una volta che non sempre ci si propone di rag-
glungere 1°'“insieme positivo”; vi somdé infatti delle variabili che somno per
loro nafura blpolari .

(2) Naturalmente il risultato non e* completo se non quando 1° insieme po-
sitivo si realizza per tutta la strattura e compare quindi in tutti e tre i
diagrammi.
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senta saturazioni soltanto positive, mentre i successivi fattori (B e
C nel nostro esempio) sono bipolari, cioe’ hanno circa meta’ delle sa-
turazioni positive e meta’ negative. Di conseguenza, i diagrammi AB e
AC (figg. 69 e T1) hanno i punti-tests nel primo e nel quarto quadran-
te (cioe’ i tests che hanno saturazioni positive in tutti e due i fat-
tori si trovano nel primo quadrante, mentre i tests che hanno satura-
zione positiva nel solo fattore A si trovano nel 4° quadrante); il dia-
gramma BC (fig. 70) ha invece i punti-tests in tutti e quattro i qua-
dranti, in quanto B e C hanno saturazioni sia positive, sia negative.

E’' chiaro che ruotando gli assi nel diagramma BC non vi e’ modo di
ottenere un “insieme positivo”. Si tratta quindi di scegliere fra gli
altri due diagrammi. E poiche’ soltanto il diagramma AC offre la possi-
bilita’ di ruotare gli assi in modo che tutti i punti-tests siano com-
presi nel primo quadrante, conviene compiere la rotazione su quest’ ul-
timo diagramma (1). ;

Poiche’ nel diagramma AC i punti-tests occupano una superficie de-
limitata da un angolo (con vertice in O) minore di 90°, resta una cer-
ta liberta’ nell’ operare la rotazione; si puo’ far passare 1’ asse C'
per il punto 2, o 1'asse A’ per il punto 8, oppure tenere i due assi ad
‘uguale distanza dai due punti. Siccome allo stadio iniziale non risul-
ta esservi alcun vantaggio in una delle due prime soluzioni rispetto al-
I altra, adotteremo la terza soluzione (2), facendo passare gli assi a
distanza approssimativamente uguale dai due punti (vedi fig. 72), ruo-
tando cioe’ di 45° in senso orario.

Compiuta la rotazione si passa a calcolare le saturazioni nei nuo-
vi fattori A’ e C' e quindi si costruiscono i nuovi diagrammi. va tenu-

{1) Non sempre uno dei diagrammi risulta privilegiato agli effetti della
rotazione, e non sempre quello che allo stadio iniziale sembra il diagramma
piuv® indicato per la rotazione porta direttamente alla soluzione che ci si ef
proposti di raggiungere: talora, guando negli stadi successivi ci si accorge
di non ottenere nessun vantaggio nelle successive rotazioni. conviene tornare
alla fase iniziale o ad una fase precedente e tentare un’ altra strada.

(2) Si potrebbe osservare che le due prime soluzioni presentano il van-
taggio, rispetto alla terza, di costituire un primo passo verso la struttura
semplice,-in quanto un punto-test che viene a cadere su un asse fattoriale ha
saturazione zeroc negli altri due fattori.

A questo proposito si deve tenere presente che in generale i punti-tests
non si trovano nel piano individuato da due assi, e quindi la sovrapposizione
di un punto-test con un asse in un diagramma sSignifica soltanto che la prote-
zione del punto-test in quel particolare piano coincide con 1°asse. Si ha dun-
que proiezione zero soltanto su uno degli assi. .

Comungque e’ questa la via per ottenmere la struttura semplice, poiche® con
una rotazione nel piano ortogonale a quello considerato (o com rotazioni nei
piani ortogonali a quello considerato, quando la struttura e’ multidimensiona-
le) si puo’ ottenere la coincidenza del punto-test (o, piu’ esattamente, della
proiezione del punto-test nello spazio dei fattori comuni) con 1° asse fatto-
riale. :

Va tuttavia notato che all’ inizio non serve far coincidere punti-tests
con gli assi, perche’ si rendono necessari ulteriori spostamenti che annulle-
rebbero aggiustamenti troppo preeisi. La soluzione adottata e* particolarmente
indicata perche' permette successivi aggiustamenti nella direzione dell® “in-
sieme positivo” senza perdere il vantaggio acquistato.
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to presente infatti che, compiuta una rotazione,tutti i diagrammi'che

implicane uno degli assi ruetati nen seno piu’ validi e sarebbe errate
utilizzarli. Per evitare confusioni di questo genere conviene dare un

numero d’ ordine ai diagrammi e registrare lo sviluppo cronologico del-
le operazioni di rotazione, alla maniera seguente:

I struttura
(centroide)

1. AB (punti-tests nel I e IV qua-

drante)

LA ROTAZIONE DEI VETTORI FATTORIALI — 215

2. BC (punti-tests in tutti e

quattro i quadranti)
3. AC— A'C’

Tale Cronelogia delle strutture, che seguira’ gli sviluppi del pro-
blema che stiamo trattando, serve, oltre ad evitare le sviste, a tener
‘presenti i progressi realizzati nella direzione degli obiettivi che si
intendono raggiungere (per es. "insieme positivo”, “struttura sempli-
ce”) ed a mettere in evidenza eventuali regressi o 1’ assenza di progres-

4. A'C' (insieme positivo)

II struttura

si, che indicano che si e’ seguita una via infruttuosa.

In questo caso il calcolo delle nuove saturazioni e' reso sempli-
ce dal fatto che, essendo 1’ angolo di rotazione di 45° anche 1’ angolo
complementare e di 45° e quindi i coseni sono tutti uguali (cos 45° =
= .707). Resta da stabilire quale ¢ il coseno negativo, e dal diagram-
m 4 (fig. 72) per semplice ispezione si constata che 1’angolo A'C e’

ottuso e quindi cos A'C e’ negativo. Si avra’ quindi

a' = acos A'A + ¢ cos A'C
¢! =acos C'A+ ccos C'C

Avremo dungue

ai = (.701)(.
as = (1482) (.
aj = (.643)(.
ag = (.636)(
ai = (.618) (.
ag = (.660)(.
d; = (.321)(.
ag = (.589)(.
ag = (.737) (.
ai = (.588) (.
¢ = (.701)(.
¢h = (.482) (.
¢t = (.643)(.
¢q = (.636) (.
¢g = (.618) (.

T07)
707)
T707)

.T0T7)

707)
707)
707)
707)
707)
707)
707)
707)
707)
707)
707)

#

cioer @

+ ( .473)(-.7T07)
+ ( .406)(~-.707)
+ (~.230)(-.707)
+ (-.458)(-.707)
+ (-.030)(-.707)
+ (-.228)(-,707)
+ (=.115)(-.707)
+ (-.533)(~.707)
+ ( .433)(-.707)
+ ( .284)(-7707)
+ ( -473)¢ .707)
+ ( .408)(..707)
+ (-.230)( .707)
+ (-.458)( .707)
+ (=.080)( .707)

= gq (-707) + ¢ (-.707)
¢' = a (.707) +¢ ( .707)

. 162
.054
.618
T74
458
. 628
= . 308
.93
. 215
. 215

.830
- 628,
.22
. 126
.416
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& = (.660)(.707) + (-.228)(.707) = .306
¢y = (.321)(.707) + (-.115)(.707) = .146
¢g = (.589) (. M) + (-.533)(.707) = .039
¢g = (.T37)(.707) + ( .433)(.707) = .827
¢lo = (.588)(.707) + ( .284)(.707) = .617

Tenuto conto che le saturazioni nel fattore B restano invariate,
perche’ la rotazione e’ avvenuta sul piano AC, fermo restando 1’ asse B,
si e’ in grado di scrivere la matrice fattoriale ruotata, comprendente
i fattori A', B', C' (tab. 63) e quindi di costruire i diagrammi rela-
tivi alla nuova struttura, A’'B, BC', A'C' (1).

L B 'y
1 .162 -. 156 .830
2 .054 -.643 .628
3 .618 -. 504 . 292
4 774 . 187 . 126
5 . 458 . 444 .4186
6 .628 .350 .306
7 .308 -.252 . 146
8 -793 =315 .039 Tabella 63.
9 .215 . 265 .827
10 . 915 .619 617

Si passa quindi a considerare i due nuovi diagrammi A'B (fig. 73)
e BC' (fig. 74) per stabilire quale dei due presenta delle indicagioni
per una rotazione (2).

Nel piano BC’' si offre la possibilita’ di una rotazione partice-
larmente vantaggiosa, poiche’ non solo ci si puo’ avvicinare all® “insie-
me positivo”, in quanto I’ angolo che comprende i punti-tests e’ note-
volmente inferiore ai 180° (e si ricordi che nella precedente struttu-
ra il piano BC aveva i punti-tests dispersi in tutti e quattro i qua-
dranti), ma si riesce anche a fare un primo passo verso la struttura
semplice, perche’ vi e 1la possibilits’ di ruotare gli assi in modo che
la maggior parte dei punti-tests si trovino molto vicino ai due.assi.
Percio’ viene compiuta la rotazione degli assi nel diagramma BC' (fig.
75) .

(1) Il diagramma ottenuto ruotando gli assi (nel nostro esempio, A'C’) e’
gia® a disposizione e percio’ bhasta costruire gli altri due. ;

(2) E* chiaro che il diagramma A’C’ sul quale e* stata operata la prece-
dente rotazione, non va preso in considerazione, perche’ la rotazione che ri-
sultava vantaggiosa nel piano individuato da quegli assi e' gia' stata effet-
tuata




cap. V, 7J

LA ROTAZIONE DEI VETTORI FATTORIALI — 217

T
=
=]

*10

o5

eb

°8

Fig. 73.

Rotazione ortogonale - Diagramma 5




[F. Metelli

&3]
=
=~
(-
(=]
£
<
[c3
=l
[42]
-
2
Z
1
[oe]
v~
(]

010

e3

o2

-’1

=V b 5 -4"-3 =2

-9 -8

Fig. 74.
Rotazione ortogonale - Diagramma 6




cap. V, T

LA ROTAZIONE DEI VETTORI FATTORIALI — 219

! ]

Bl

“g-r=@-=7 -6-=5 -4 =3

2 -

Fig. 75.

Rotazione ortogonale - Diagramma 7



220 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

La nuova situazione prodotta in seguito alle rotazioni risulta
chiaramente dalla cronologia delle strutture, in cui si registra:

II struttura IITI Struttura
4. A'C' (insieme positivo) r B'C" {si approssima 1° in-
5. A'B (saturazioni in A’ posi- sieme positivo e la strut-
tive) tura semplice: punti-tests

compresi entro un angolo
di 125° Punti 10, 5, 6,

4 prossimi a B': 2, 7, [3]
prossimi a C“].

6. BC' (saturazioni in C' posi-
tive) !
BCJ — Brcn

8. La rotazione col metodo grafico

A questo punto, anziche’ calcolare le saturazioni dei tests nei
nuovi fattori B’ e C" e scrivere la matrice fattoriale della strutturs
A'B’'C", in base alla quale si dovrebbero poi costruire i diagrammi A’R’
e A'C", introdurremo un metodo che permette di giungere. direttamente
al suddetti diagrammi, senza compiere nessun calcolo (1).

Si tratta del procedimento della retazione grafica, che viene uti-
lizzato quando non e’ necessario raggiungere un grado di precisione
particolarmente elevato (2).

I fondamenti del procedimento sono molto semplici. Come su qual-
siasi altro diagramma, anche sul diagramma sul quale e stata operata
la rotazione possiamo leggere direttamente, per quanto approssimativa-
mente, le saturazioni dei tests. Cosi’ per es. nel diagramma 7 (fig.

T75) per il test 1 possiamo tracciare le perpendicolari ai nuovi assi

B’ e C" e misurare le nuove coordinate b; = 48 mm, cioe’ .48 ¢/ = 69 mm
cioe’ .69. Ricavando da un diagramma che contenga A’ (per-es. il dia-
gramma 4) le proiezioni.dei punti-tests su quest® asse, siamo in grado

di scrivere, sia pure con una modesta approssimazione, la matrice A'B'C”.
dalla quale potremmo costruire i nuovi diagrammi, e cio’ senza aver fat-
to alcun calcolo.

Ma per ottenere i diagrammi non ¢’ e* neppur bisogno di scrivere
la matrice fattoriale ne’ di misurare le proiezioni dei punti-tests su-
gli assi. Tali proiezioni,si possono infatti trasferire in un nuovo dia-
gramma procedendo nel modo seguente.

Partiamo dal punto in cui siamo giunti con le operazioni di rota-
zione. Operata la rotazione BC' — B'C” ci occorrono i diagrammi A‘B’ e
A'C" su uno dei quali potremo operare una ulteriore rotazione.

(1) vedi %.S, ZIMMERMANN, A simple graphical method for orthogonal rota-
tions, Psychometrica, 1946, 11, pp. 51-55.

(2) Molti problemi fattoriali sono impostati in modo che interessa sapere
soltanto quali tests hanno saturazioni sostanziali e quali hanno saturazioni
trascurabili in un determinato fattore.
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Cominciamo col costruire il diagramma A'c”. Ci servono a tale scopo due
diagrammi che contengono, 1'uno 1'asse 4’, 1’altro 1’ asse C". Prendiamo per es.
il diagramma 7 (fig. 75) dal quale ricaveremo le proiezioni sul 1’asse ¢" e il
diagramma 4 (fig. 72) dal quale ricaveremo le proiezioni sull’ asse A’ (1). T
due diagrammi vengono disposti come in fig. 76, e cioe’ il diagramma dal gquale
si ricavano le proiezioni rispetto all’ asse che nel nuovo diagramma sara’ oriz-

Z

Fig. 78.

zontale, a destra in alto, e il diagramma dal guale si ricavano le proiezioni
rispetto all’ asse che nel nuovo diagramma sara’ verticale, a sinistra in basso.
(quindi, nel caso nostro, il diagramma 4 che contiene 1’ asse 4', a destra in al-
to (con 1’asse 4’ disposto orizzontalmente) e il diagramma 7 che contiene 1’ as-
se ¢" a sinistra in basso (con 1"asse ¢ disposto verticalmente). I due dia-
grammi devono essere orientati in modo che gli assi dell’uno siano paralleli

(e rispettivamente perpendicolari) agli assi dell’altro.

La carta su cul sara’ costruito il nuovo diagramma va collocato sotto il
diagramma situato superiormente e a destra del diagramma situato in basso a si-
nistra, in modo che gli assi del nuovo diagramma siano collineari all’ asse o-
rizzontale del diagramma inferiore e all’ asge verticale del diagramma superio-
re. Denominiamo tali assi 4’ € ¢".

(1) Invece del diagramma 4 si puo' usare il diagramma 5 (fig. 73) che
contiene anch’ esso 1'asse 4'. :
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Tracciati i due assi del nuovo diagramma si passa ad individuare i punti-
tests. A tale scopo si usa una riga che si sposti parallelamente agli assi o-
rizzontali dei diagrammi (riga a martello, tecnigrafo o simili). Cominciamo col
determinare la posizione del punto-test 1 sul nuovo diagramsma. A tale scopo si
porta la riga in modo da individuare la retta parallela all’ asse orizzontale
che passa per il punto-test 1 del diagramma 7 (cice’ di quel diagramma dal qua-
le intendiamo ricavare le proiezioni dei punti-tests sull’asse ).

La distanza dalla retta p cosi’ individuata dall’ asse orizzontale del dia-
gramma 7 rappresenta la proiezione del punto-test 1 sull’asse ¢’, cioce’ la sa-
turazione del test 1 nel fattore ¢”. Ma poiche’ 1’asse orizzontale A’ del nuo-
vo diagramma e’ in continuazione con 1f asse orizzontale del diagramma 7, anche
la distanza della suaccennata retta p dall’asse orizzontale del nuovo diagram-
me e uguale alla proiezione del punto-test 1 sull’asse ¢’ . possiamo quindi con-
cludere che tutti i punti della retta p hanno sull’asse (" del nuovo diagramma
la stessa proiezione che il punko-test 1 ha sull’asse ¢" del diagramma 7.

passiamo ora a utilizzare il diagramma 4, dal quale dobbiamo ricavare la
proiezione del punto-test 1 sull®asse A'. A tale scopo ci si serve di una squa-
dra e la si fa scorrere sulla riga fino ad individuare la retta g perpendico-
lare alla riga (e quindi perpendicolare alla retta p) che passa per il punto-
-test 1 del diagramma 4. Tutti i punti di questa retta hanno sull’ asse 4’ del
nuovo diagramma la stessa proiezione che il punto-test 1 ha sull’ asse A' del
diagramma 4. )

Percio’~ il punto di incontro fra le rette p e g, appartenende ad ambedue
le rette, ha sull’asse ¢ del nuovo diagramma la stessa proiezione che ha il
punto 1 sull’asse ¢ del diagramma®7 e sull’asse 4' del nuovo diagramma la stes-
sa proiezione che ha il punto 1 sullfasse A’ del diagramma 4. Quindi tale pun-
to di incontro imdividua il punto-fest 1 nel nuovo diagramma A'C’.

Procedendo analogamente si trovano gli altri punt;utests e si completa in
tal mode il nuovo diagramma. : :

Vi e’ una difficolta’ tecnica legata all’ uso della riga e della squadra:

e difficile segnare con esattezza il punto di iftontro delle due rette p e gq,
punto che viene a trovarsi al vertice dell’ angolo retto che la squadra forma
con® la riga. Percio’ si usano di solito una squadra e una riga trasparenti con
modificazioni tali da permettere di segmnare con esattezza i punti-tests (vedi

fig. 77) (1).

-

(1) come risulta da fig. 77, la squadra ad angolo retto ha impresse due
righe parallele al due cateti, ed esattamente al punto di incontro delle due
righe c* e’ un foro di grandezzea tale da lasciar passare la punta della matita.
{a stecca a T ha pure impressa una riga parallelamente al bordo superiore, ed
inoltre una incisione nella meta’ superiore destra, tale da far coincéidere la
riga impressa alla stecca con la riga impressa alla sguadra, gquando questi®ul-
tima e' appoggiata alla incisione della stecca. :

Nel costruire un diagramma sulla base di altri due disgrammi si fanno
coincidere i punti omonimi del due diagrammi di partenza (per es. il punto-
test 3 del diagramma in basso a sinlstra e quelleo del diagramma in alto a de-
stra) con le rlghe impresse rispettivamente sulla stecta e sulla squadra (e
dunque non piu’ con i bordi'della steccs e della squadra). In questo modo, il
punto corrispondente del nuovo diagramma'w¥wiene a coincidere con il foro prati-
cato nella squadra e viene segnato: esafiamenie penetrando nel foro colla punta
della matita.
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(adattata da ZIMMERMANN., op. cit.).
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Servendosi di tale procedimento (i) si possono costruire i dia-
grammi, evitando il calcolo delle saturazioni.

Costruiti in tal modo i diagrammi A’C" e A'B’ (figg. 78 e T79) pos-
siamo considerarne le caratteristiche in vista di una ulteriore rota-
Zione.

La rotazione BC' — B'C" ha portato ottimi risultati. Tutti e due
i diagrammi A'C" e A'B’' relativi alla nuova struttura hanno i punti-
tests disposti in modo tale che con una piccola rotazione si viene a
realizzare 1’ insieme positivo. Si tratta ora di decidere su quale dei
due diagrammi operare la rotazione (2).

Tanto per 1’ uno quanto per I’ altro diagramma la rotazione che por-
ta a realizzare 1’ "insieme positivo” ha anche 1’ effetto di far coinei-
dere gli assi con un certo numero di punti-tests. Ma siccome nel dia-
gramma A'B‘ la rotazione, oltre a far coincidere 5 punti-tests con 1° u-
no o con I’ altro dei due assi, ne porta altri due in immediats vicinan-
za di un asse, decidiamo di operare la rotazione (fig. 80) su questo
diagramma (3). '

Nella Cronologia delle strutture scriviamo dunque:

III Struttura IV struttura
7. B'C" [8i approssima 1’ insieme 10. A”B” (Insieme positivo: punti
positivo e la struttura sem- 8, 3. 7, 2 sull’asse A"”: pun-
plice: punti 10, 5, 6, 4 to 10 sull’asse B”; punti 1
prossimi a B’; punti 2, 7, e 9 prossimi all’ asse B")

(3) prossimi a C")

8. A'C" (3 90° insieme approssi-
mativamente positivo. Punti
10, 5, 6, 4 prossimi ad A';
punto 2 prossimo a C")

9‘ ArBl “"A”B"

(1) Nell*usare la tecnica della rotazione grafica si deve far attenzione
a due punti. In primo luogo si deve evitare 1’errore di ricavare le proiezioni
da un asse fatioriale gia' superato da successive rotazioni (per es. 1°asse 4/
quande nella successiva rotazione si e gia® passati allfasse A"): tale errore
31 evita utilizzando adeguatamente la cronologia delle strutture. In secondo
luogo bisogna tener presente che 1° asse dal quale si ricavano le proiezioni e’
parallelo e non collineare all?asse del nuovo diagramma. In altre parole., se
sl costruisce un diagramma MN (M orizzontale ed N verticale), il diagramma MQ
dal quale si ricava 1° asse orizzonitale M deve stare in alto a destra, con
I agge ) orizzontale, mentre il diagramma NO da cul si1 ricava 1°asse N deve
stare a sinistra in basso con 1°asse N . disposto verticaelmente.

(2) Non e®* forse lnutile far presente che con questo procedimento la ro-
tazione puo® essere effettuata soltanto su uno dei due diagrammi; infattl
avendo 1 due diagrammi un asse comune 47, una volte operats la roftazione su un
diagramma, 1* altro non e* piu® valido

{3) Inclire il diagramma A‘C” richiederebbe una rotazione minima e quindi
a differenza del diagramma A’B¢, realizza gia’® approssimativamente 1° insieme
positivo e la struttura semplice
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Rotazione ortogonale - Diagramma 10
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costruiti col metodo grafico i due diagrammi B”C" (fig. 81) e A"C"
(fig. 82) vediamo che il diagramma A"C" indica 1’opportunita’ di una
ulteriore piccola rotazione che permette di realizzare quasi esattamen-
te 1° insieme positivo e la struttura semplice. Si opera quindi la rota-
zione ‘A"C" — A"C" (fig. 83) (1).

Si registra quindi nella Cronologia delle strutture:

IV Struttura V Struttura
10. A"B" (Insieme positivo. Punti 13. A“C" (Insieme positivo. Pun-
8, 3, 7, 2 sull’asse A”; pun- to 10 sull’ origine; punti 5,
to 10 sull’asse B”; punti 1 e 6, 4 sull’ asse A”; punti 9,
9 prossimi a B") 1, 2 sull”asse C")

11. B’C" (Punti 4, 5, 6, 10 in
prossimita’ di B”; punti 2,
3, 7, 8 suC"

12. A"C —:A"C”

Costruiti col metodo grafico i diagrammi A”B" (fig. 84) e B"C"
(fig. 85) si constata che tutti e due i diagrammi realizzano 1’ insieme
' positivo e la struttura semplice, perche’ hanno ambedue un certo nume-
. ro di punti che coincidono con i due assi. Non essendoci indicazioni
per ulteriori aggiustamenti non si compiono ulteriori rotazioni.
La cronologia delle strutture si conclude dunque con la descrizio-
ne dei due ultimi diagrammi:
_ V Struttura
13. A"C" 1Insieme positivo. Punto 10 a distanza trascurabile dal-
I’ origine. Punti 5, 6, 4 sull’asse A”. Punti 9, 1, 2 sul-
! 1’ asse C"
14. A”B' . Insieme positivo. Punto 2 all’origine. Punti 7, 3, 8 in
i) A", punti 1, 9, 10 in . B"
i5. B'C" 1Insieme positivo. Punti 4, 6, 5, 10 in B”. pPunti 8, 7.
3 2inG" :

Vediamo ora df ricavare dai tre diagrammi quella descrizione sin-
tetica della struttura che ¢ 1la matrice fattoriale. Avendo costruito
i diagrammi col metodo grafico ci limiteremo ad indicare se una satu-
razione e zero (0) o diéersa_da zero (X). Poiche’ si e’ raggiupto 1’ in-
sieme positivo, e’ chiaro che le saturazioni diverse da zero somo tut-
te positive (2).

(1) A scopo dimostrativo presentiamo due volte lo stesso diagramma (per
es. figg. 82 e 83), una volta con gli assi nells posizione originaria e una se-
conda volta con in piu® gli assi ruotati. Ma cio® nom e' necessario: la rotazio-
ne si esegue direttamente sul diagramma priwitivo (cioe’, qui, in fig. 82).

(2) 8i ricavano le saturazioni in 4" da uno gualsiasi dei due diagrammi
in cui compare 1° asse 4"; altrettanto vale per le saturazioni in B” e in C".




cap. V,

LA ROTAZIONE DEI VETTORI FATTORIALI — 229

ol

f—
-

Fig. &1.

Rotazione ortogonale - Diagramma 11.

B"



230 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

Fig. 82.

Rotazione ortogonale - Diagramma 12
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Tabella 64.
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Dalla matrice fattoriale (tab. 64) risulta che oltre all’ “insieme
positivo” e’ stata raggiunta anche la “struttura semplice” di Thursto-
ne: infatti ¢’e’ @) almeno una saturazione nulla per ogni test; b) il
numero di saturazioni nulle in ogni fattore e’ superiore al numero dei
fattori; c) per ogni coppia di fattori ci sono dei tests - in un nume-
ro superiore a quello dei fattori - i quali presentano una saturazione
nulla in un fattore e una saturazione sostanziale nell’ altro.

9. Ricostruzione della struttura originaria

"Non e’ tuttavia il caso di illudersi che la struttura semplice si
raggiunga in genere con tanta rapidita’ e in modo cosi’ completo. Va
tenuto presente infatti che non abbiamo elaborato dei dati sperimenta-

A B
3 =i 7
2 .0 .9
3 .6.
4 = 3 .0
5 - 48 .0
6 .5 .0
7 8 .3
8 .8 .3
9. .0 .4
0 .0 .0

Tabella 65.
&

© ® OO @ a9 ® o o o

O

1li, ma dei dati fittizi, privi di errori di
campionatura, e che la matrice delle corre-
lazioni era stata costruita in modo che le
variabili correlate (i tests fittizi) co-
stituissero una struttura semplice.

11 procedimento seguito consisteva nel-

~ le seguenti fasi.

i. Costruzione di una matrice fatto-
riale scegliendo le saturazioni nulle in mo-
do che la struttura risultante corrispon-
desse alle esigenze poste da Thurstone per
la struttura semplice e fissando ad arbi-
trio 1’ entita’ delle saturazioni non-mulle.

La matrice fattoriale (F) cosi’ costrui-
ta era quella riportata in tab. 85.

2. Calcolo della matrice delle corre-
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lazioni (R) in base all’ equazione matriciale FF’' = R.

Si ottiene in tal modo una matrice di correlazioni fra le variabi-
i fittizie, completa di comunanze. Sottoponendo tale matrice ad anali-
si centroide (1), si e ottenuta una struttura fattoriale pure tridimen-
sionale, ma con caratteristiche completamente diverse dalla struttura
fattoriale originaria (nessuna saturazione nulla, un fattore generale
con tutte le proiezioni positive, due fattori bipolari); ma ruotando
gli assi fattoriali si e raggiunta infine la struttura semplice origi-
naria. Leggendo le saturazioni dai tre ultimi diagrammi si constata in-
fatti che esse corrispondono con buona approssimazione a quelle della
matrice originaria (2).

Il procedimento sta ad indicare che quando nei dati e presente u-
na struttura semplice, tale struttura si puo’ ottenere attraverso suc-
cessive rotazioni degli assi.

In questo caso, essendo lo spazio dei fattori comuni tridimensio-
nale, abbiamo la possibilita’ di rappresentare in un disegno prospetti-
co la struttura semplice risultata dalle rotazioni, per confrontarla
con la struttura centroide.

I tre semiassi ortogonali positivi si possono comodamente raffigu-
rare come i tre spigoli che partono da un vertice di un cubo, ed i tre
diagrammi bidimensionali come le tre facce che comprendono ciascuno due
dei suddetti spigoli (fig. 86).

Quando si e realizzato 1’ “insieme positivo”, i punti-tests si tro-
vano tutti nella porzione di spazio limitata dai tre piani suddetti e
da una superficie sferica di raggio 1 poiche’ i vettori-tests hanno u--
na lunghezza inferiore a 1.

Lo spazio in cui si trovano i punti-tests ha dunque la forma di un
“ottante” di sfera.

Data la semplicita’ della struttura nessuno dei tests e’ trifatto-
riale: 8 tests sono bifattoriali (cioce’ hanno saturazione zero in un
fattore) e due tests sono monofattoriali (cioe’ hanno saturazione zero
in due fattori).

E* facile rendersi conto che un punto che ha proiezione zero in u-
no degli assi deve trovarsi su un piano perpendicolare a tale asse e
passante per 1’ origine, piano che necessariamente comprende gli altri
due assi. In altre parole, un punto-test che ha proiezione zero in uno
dgli assi, e proiezioni positive negli altri due deve trovarsi nella
porzione di piano limitata dai due semiassi su cui ha proiezioni positi-
ve e da un arco di cerchio di raggio 1.

Un punto-test che ha proiezione nulla su.due dei tre assi deve tro-
varsi nell’ intersezione (3) dei due piani passanti per 1’ origine e per-

(1) Una prima volta con comunanze stimate (Cap. IV, T) e una seconda vol-
ta con comunanze esatte. :

(2) Va notato che il fattore B"” corrisponde al fattore C e il fattore C“
al fattore B della matrice originaria.

{3) In guanto deve trovarsi su tutti e due i piani.
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pendicolari ognuno ad uno degli assi su cui il suddetto punto ha pro-
iezione nulla. Tale intersezione non e’ altro che il terzo asse (1i):
quindi un punto-test che ha proiezione nulla su due assi si trova sul
terzo asse.
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Fig. 86.

E' chiaro che, siccome la configurazione dei vettori-tests (o piu’
esattamente, delle loro proiezioni) nello spazio dei fattori comuni,
non varia con le rotazioni, il modello tridimensionale di fig. 88 deve
corrispondere alla disposizione dei vettori-tests nel modello tridimen-
sionale di fig. 58 presentato a proposito dell’ analisi centroide.

Confrontando il modello con i diagrammi 13-15 si osserva che 1°es-
sere un punto localizzato su un asse in un determinato diagramma signifi-
ca soltanto che la proiezione di quel punto e’ nulla sull’ altro asse del
diagramma.

Se il punto ha proiezione nylla anche sul terzo asse, esso e’ lo-

(1) poiche’ gli assi e quindi i piani sono perpendicolari. Le considera-
zioni suddette non sono piu* valide quando gli assi somo obliqui fra loro.
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calizzato sull’ mmico asse sul quale ha proiezione non nulla; se invece
ha proiezionme non nulla sul 3° asse, allora e localizzato sul piano
individuato dai due assi sui quali ha proiezione non nulla (1).

1. Estensione del procedimento alle strutture pluridimensionali

Vediamo ora di estendere a strutture pluridimensionali quanto ab-
biamo appreso dalle rotazioni eseguite su una struttura tridimensiona-
le.

Prendiamo 1’ esempio di una struttura a 5 dimensioni, in cui i fat-
tori comuni sono A, B, C, D, E. I diagrammi bidimensionali sono in que-
sto caso 10 anziche’ 3, e cioe’ AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, D, CE, DE.

Ammettiamo di operare la prima rotazione sul diagramma BC. Nella
cronologia delle strutture scriveremo dunque

I Struttura ' II struttura
(centroide)
1. AB (descrizione) 11. AB'
2. AC % 12 - AG!
3. AD ' - (13. AD predetto)
4. AE 4 (14. AE predetto)
5. BC— B'C’ 4 (15. B'C' predetto)
6. BD Y o 18- BiD
7. BE & 17. B'E
8. A ¥ 18. C'D
9. CE g 19, (C'E
10. DE % (20. DE predetto)

compiuta una seconda rotazione si passa alla III struttura, e co-'
si’ di seguito, fino a raggiungere il risultato che ci si era proposti
di raggiungere.

Resta da precisare il significato dell’ intercettazione di un pun-
to-test mediante un asse. Abbiamo veduto che nel caso particolare del-
la struttura tridimensionale, la presenzg di un punto-test su un asse
A in un diagramma, significava che il test aveva proiezione zero sul-
T altro asse B segnato nello stesso diagramma, e si trovava nel piano
normale a tale asse B passante per 1’ origine e comprendente gli altri
due assi A e C.

(1) Giova infine ricordare che anche nelle prime fasi del processo di ro-
tazione la presenza di un punto-test su uno degli assi in un diagramma bidi-
mensionale, significa che nello spazio tridimensionale il punto si trova su un
piano perpendicolare all’asse sul quale ha proiezione nulla, piano che contie-
ne gli altri due assi, solo che, se non e’ stato raggiunto 1’ insieme positivo,
il punto puo’ non trovarsi nelle porzione di piano delimitata dai due semiassi
positivi. -
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Consideriamo ora il caso di una struttura quadridimensionale (fat-
tori A, B, C, D) in cui un punto-test t compare sull’ asse ‘A nel diagram-
ma AB. E' chisro che anche in questo caso il punto-test t ha proiezio-
ne zero sull’*asse B. Come nel caso precedente, il punto si trova nello
spazio individuato dagli altri assi, escluso 1'asse B; solo che nel ca-
so precedentemente considerato (struttura tridimensionale), essendovi
tre assi, tolto uno ne restavano due, i quali individuavano uno spazio
bidimensionale, cioe’ un piano, mentre nel caso di una struttura qua-
dridimensionale, essendo gli assi quattro, tolto uno ne restano tre, i
quali individuano uno spazio tridimensionale; cioe’ il sottospazio tri-
dimensionale che in uno spazio a quattro dimensioni e’ normale ad uno
degli assi e passa per I’ origine (1).

11. Calcolo delle saturazioni mediante moltiplicazioni di matrici

Per quanto conveniente perche’ molto rapido, il procedimento gra-
fico di rotazione e .di uso limitato, mentre il calcolo delle satura-
zioni dopo ogni rotazione e’ il metodo piu’ generalmente usato. Allo
scopo di ottenere la massima precisione nei calcoli e stato sviluppa-
to un procedimento standardizzato, diviso in due fasi: a) calcolo dei
coseni degli angoli fra vettori fattoriali ruotati e vettori fattoria-
li originari, b) calcolo delle saturazioni dei tests nei nuovi fattori.

a) In un precedente paragrafo si erano ottenuti i coseni degli ango-
1i fra i vettori fatforiali - cioe’ i coefficienti di correlazione fra
i vettori fattoriali, necessari per applicare le formule di caleolo del-
le saturazioni dei tests nei fattori ruotati - servendosi dell’ angolo
di rotazione, cioe’ leggendo nelle tabelle delle funzioni goniometri-
che il coseno dell’ angolo di rotazieme, p'e del suo complementare
(90 - p) (2). Siccome pero’ la misura di un angolo per mezzo di un rap-
portatore da’ una misura troppo grossolana (3) si ricorre aﬁ un proce-
dimento diverso per la determinazione del coseno.

In un triangolo rettangolo (fig. 87a) il coseno di uno degli ango-
li acuti e’ dato dal rapporto fra il cateto adiacente e 1’ ipotenusa;
pertanto, per ottenere il coseno di un angolo acuto, basta tracciare la
perpendicolare da un punto P qualsiasi di uno dei lati sull’ altro lato,
ottenendo in tal modo il triangolo rettangolo, e quindi calcolare il
rapporto sopraindicato. Se 1’ angolo, invece e’ ottuso, si considera
I’ angolo acuto tra il prolungamento di uno dei lati e 1’ altro lato (cioe’

(1) Nel caso di una struttura a cinque dimensioni, un punto-test che in
un diagramma bidimensionale 4B e localizzato sull®asse 4, ha proiezione zero
sull’ asse B e si trova nel sottospazio a quattro dimensioni individuato dagli
assi ACDE.

(2) V. § 6.

(3) A piccole differenze angolari possono corrispondere rilevanti diffe-
renze nelle funzioni goniometriche.
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C
d p
A B
ic BC APy
cos oL = —— cos B = — cos €= - cos (180 - €) = £ —
AB AB AP
Fig. 87a. Fig. 87b.

se 1’ angolo ottuso e’ €, si prende in considerazione 1’ angolo (180 - &)
e si procede analogamente, tenendo presente che in questo caso il co-
seno e’ negativo (v. fig. 87bH).

Cosi’, ad esempio, per calcolare i coseni degli angoli che il vet-
tore A' forma con i vettori Ae B (fig. 88) si puo’ prendere un punto
P qualsiasi sul vettore A/, e si considerano le proiezioni del segmen-
to OP sui vettori A e B, cioe’ rispettivamente.i segmenti OP, e OPj, le
cui misure sono proporzionali ai due coseni (i).

Dlsponendo di queste misure si potrebbero calcolare i coseni dei
due angoli AA e A'B, misurando il segmento OP e quindi dividendo per
la misura di QP le misure delle due proiezioni di OP su A e su B cioe’
ODB

oP
calcolando cos AA' = 5; e cos A'B =

Tuttavia, per maggiore precisione si evita di ricorrere a misura-
zioni,. e si calcola la misura del segmento OP dalle sue proiezioni, ap-
plicando il teorema di pitagora, in quanto considerando uni dei due
triangoli OPP, oppure OPPg si ha OP = vOPZ + OPj. Si puo’ quindi calco-

P, @,
lare COSAA’E,BG{}SM
\/@i + @% Vwa “5‘ G)%

I1 procedimento assume }a forma seguente. Dovendosi calcolare i
coseni delle due coppie di angoli complementari AA’ e A'B e rispettiva-
mente BB’ e B'A, si determinano anzitutto nel diagramma in cui ¢’ sta-
ta operata la rotazione (fig. 88), le proiezioni dei vettori ruotati A’
e B’ sui vettori originari Ae B, cioe’ i segmenti proporzionali ai co-
seni dei quattro angoli. Per comodita’ si sceglie il punto P sul pro-
lungamento del vettore A’, in modo che una delle due proiezioni (@Anelm

LB
(1) Infatti, essendo —— = cos A'A e —— = cos BA’, dividendo la pri-
OoP 0P
ma equazione per la seconde si ha GP.; : OPg = cos A'A : cos BA’, da cui
(Pa. c cos AfA = 5}5 : cos BA’. - ; :
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T esempio) sia uguale a 1. Basfera’ quindi misurare 1'altra proiezione
o leggerne la misura se il diagramma e’ su carta millimetrata ed e* sta-
ta assunta come unita’ la misura di 10 cm. Altrettanto si fa per gli
mgoli B'B e B‘A, prolungando il vettore B’. scegliendo il punto P’ in
mdo che una delle proiezioni (ﬁﬁé, nell’ esempin) sia unitaria e misu-
rando 1’ altra proiezione (OP}).

Le quattro misure proporzionali ai coseni degli angoli che gli as-
si ruotati formano con gli assi originari cosi’ ottenute si trascrivo-
o in modo da formare una matrice quadrata (tab. 67).

Per ragioni che risulteranno evidenti in seguito, le colonne del-
la matrice portano 1’ intestazione degli assi ruotati A’ e B’ e le ri-
ghe, 1’ intestazione degli assi originari A e B. Percio’ si scrivono nel-
12 prima colonna le proiezioni di A’ su Ae di A’ su B (le misure dei
segmenti @A ed TB proporzionali ai coseni degli angoli AA‘ ed A’B)
cioe’, nell’ esempio di fig. 88, 1.00 e -.76; e nella seconda colonna,.
le proiezioni di B' su A e di B’ su B (le misure dei segmenti OP; e OPy,
proporzionali ai coseni degli angoli AB’ e B'B), cioe’, nell® esempio,
.76 e 1.00.('

Matrice Loi Matrice Ag1
A! Bl A# BP
A [1.00 .16, A[ .196  .605
Y B |-=.76 1.00 B |=.605 .96
32 i.578 1.578
T2 ,
V3l 1.256. 1. 256 Tabella 63.
1
e .796 .196

Tabella p7-

La matrice ¢ denominata L perche’ comprende le proiezioni dei
“ettori lunghi” (di grandezza superiore a 1), cioe’ dei vettori che
sono stati prolungati per ottenere la proiezione 1 su uno degli assi.
Gli indiei 0 e 1 stanno a indicare rispettivamente gli assd originari
e gli assi ruotati; 1° indice 0 sta ad indicare i vettori (gli assi)cen-
troidi, e I’ indice 1 gli assi A’ e B’ ottenuti con la prima rotazione,
a partire dagli assi centroidi. pall’ intestazione della matrice si sa
a quale rotazione si riferisce il calcolo.

Si passa quindi a compiere le operazioni.necessarie per trasforma-
re la matrice L nella matrice A che comprende, nello stesso ordine, le
misure dei coseni degli angoli’ che i nuovi assi formano con gli assi o-
riginari (mentre la matrice L comprende i numeri proporzionali a quel-
Je misure). A tale scopo si calcolano le somme 2l* dei quadrati degli

e
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elementi della matrice L, separatamente per ogni colonna,se ne estrae
la radice quadrata v%l? e infine si calcolano i due coefficienti

i 0
—==— 1 quali, moltiplicati 1’ uno per ognunc degli elementi della pri-

Val?

ma colonna della matrice e 1’ altro per ognuno degli elementi della se-
conda colonna (1), costituiscono gli elementi della seconda matri-
cel A (2).

Si ottengono in tal modo, con un grado di precisione accettabile,
i coseni degli angoli che gli assi ruotati formano con gli assi origi-
nari, i quali costituiscono i coefficienti necessari per il calcolo del-
le saturazioni dei tests nei nuovi fattori.

b) si potrebbe quindi procedere al calcolo, come si era fatto
precedentemente, applicando le formule

o
Gy = QT yiy * 0o g

bt = QeTye, + btrB’B

cioe’ sostituendo ad r,¢, ed r,¢p i numeri della prima colonna della
matrice A e ad rge, ed rgsp i numeri della seconda colonna in quanto i
A, cioe’ gli elementi della matrice A, essendo i coseni degli angoli

tra gli assi primitivi e gli assi ruotati, sono le correlazioni fra fat-
tori primitivi e fattori ruotati.

1
(1) IT calcolo di ————, apparentemente inutile (in quanto moltiplicare

VRl

1 2
per A equivale a dividere per ¥'3I°) e’ giustificato dal fatto che quando

il numero dei fattori e®* elevato, e la mairice L ha di conseguenza parecchie
colonne e parecchi elementi per colonna, e’ piu' conveniente eseguire una se-
rie di moltiplicazioni anziche® una serie di divisioni.

Siccome Vzﬂﬂ non e altro che 1' ipotenusa del triangolo rettangolo preso
in consideraziome per il calcolo dei coseni degli angoli che gli assi origina-
ri formano con gli assi ruotati, dividendo per v 3l (o moltiplicando per

1 =
;§§3=J, si compie 1*operazione di dividere la misura del cateto adiacente al-

! angolo per la misura dell® ipotenusa, che da’ come tisultato la misura del
coseno che si voleva misurare.

(2) Va notato che dividendo due numeri A e B per la radice guadrata della
somma dei loro quadrati, si ottengono dei numerl che hanno la proprieta® che
la somma dei loro quadrati e* uguale ad 1.

Infatti

a 2

. 2
4 B & £ : B A + B
o — + T —— =1,
T 2
A2+ B o o By - B B i e
Tale operazione e* denominata normalizzazione degli elementi di una matrice.

Nel caso sopra descritto si—tratta-di-nocmalizzazione per' colonne, poiche’ la
somma~dei-quadrati degli elementi di-ogni-colonna.della matrice A e° uguale

s -
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Ma e’ utile sotto vari aspetti impostare tale calcolo come una
mltiplicazione tra matrici, in quanto moltiplicando la matrice fatto-
riale originaria per la matrice:A si ottiene la matrice fattoriale ruo-
tata, cioe’ la matrice fattoriale che co#tiene le saturazioni dei tests
pei nuovi fattori.

I1 significato dell’ operazione apparira’ chiaro attraverso ad un
un esempio. Riprendiamo i dati di tab. 49, cioce’ la matrice centroide
bidimensionale che con una rotazione veniva trasformata in una struttu- -
ra semplice (1). La matrice A dei coseni e’ costituita in questo caso
da ry+, = .955, ryeg=-.295, rge, = .295, rgeg = .955 .

Ao1
A’ ‘o wen Condia oo Lo
Al .955 . 295 % Tabella 69.
B |-.295 .955

Procediamo, ora alla moltiplicazione della matrice centroide per
la matrice A, cioe’

Fo Ao = 01 (2)

in cui Q; e la matrice ruotata.

Fo Ao1 Os
~ A B i A’ B’ K Al B’
1|.919 -.076 |. A | .955 .295|_ 1 |.900 .198
2 .912 . 239 B {;.295 .95§J 2 . 800 .-497
3 7ol .394 3 .601 . 598
4 .471 . 167 i .401 . 288
5 . 250 - 133 5 . 200 . 199
6 .64 -. 238 6 - 800 -.002
7 |..668 --.208 7. |.700 -.002
b R e R R b 8 |.6000 -~.00L
9 . 4TT -. 149 9 . 499 =-.001
10 | .286 -.090 10 |.300 -.002

Seguendo 1’ operazione dejla moltiplicazione, ci si rende conto di
come si viene a costituire la matrice ruotata (O;. Moltiplicando la pri-
ma riga della matrice F, per la prima colonna della matrice Ag; non si

(1) vedi il paragrafo .precedente.

(2) 11 simbolo Fy sta ad indicare la matrice fattoriale di partenza,
cioe* la matrice fattoriale ottenuta dalla matrice delle correlazioni. ap-
plicando il metodo centroide o un altro metodo di analisi; i simboli ¢{
(Os, Oy, --.) stanno ad indicare le matrici ad assi ortogonali, ottenute in
segiitc a rotazione. Le matrici ad assi obliqui (Cap. VI) saranno indicate con
il simbolo V {V1, ¥ . -} -
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fa altro che applicare la formula per il calcolo del primo termine del-
la matrice 0, cioe’

(7 T T ¢ Py ey B et L Py
1A% A 17A'B 1

in cui, come si e’ detto, gli elementi A\ della matrice:A, sono i cose-
ni degli angoli cioce’ i coefficienti r di correlazione tra i vettori
fattoriali (1). In tal modo ogni successiva operazione parziale corri-
sponde al calcolo del coefficiente di saturazione di un test relativa-
mente ad uno dei fattori ruotati.

Quando si procede alla ricerca della struttura Semplice per appros-
simazioni successive, in strutture fattoriali tri- o pluridimensionali,
ruotando due assi per volta, si procede alla costruzione delle matrici
L e A tenendo conto del fatto che uno o piu’ assi sono rimasti invaria-
ti.

Consideriamo ad esempio la rotazione rappresentata in fig. 72. In
questo caso, essendo la rotazione esattamente di 45° i vettori prolun-
gati danno proiezione 1.00 su tutti e due gli assi, cioe’ L;’, =1,

Lite = =1, lgry =1, lgtg = 1. Avremo quindi
Lo ~iApa
A’ G’ A c’
A 1.00 1.00 A T -T07 -707]
C|-1.00 1.00 # L; .T07 < T0T

Dle 2.00 2.00
VZIZ  1,4142 1,4142
1
—;i?g' . 707 .T07 04 e

Tabella 70.

e moltiplicando una matrice costituita dalle colonne 4 e ¢ della matri-
ce centroide per la matrice Ay, otterremo le saturazioni dei tests nei
nuovi fattori A' e C'. Cioe’:

(1) E* ora evidente la ragione per cui gli elementi delle matrici'L e A
devono essere disposti in modo che in ogni colonna siano comprese le correla-
zioni di un vettore fattoriale ruotato con i vettori fattoriali originari. So-
lo cosi’', applicando la regola delle moltiplicazioni tra matrici “riga per co-
lonna” si ottiene che ogni moltiplicazione di una riga della matrice fattoria-
le originaria per una colonna della matrice: A corrisponda ad un'applicazione
di una delle due formule di trasformazione delle coordinate.
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A G A’ (01 A’ ¢!
1o ags] A [eqon Ly LY 1162 | .830]
2 |.482 .406 c|-.707 .707 21.054 .628
3 |.643 -.230 - 3|.617 .292
4 |.636 -.458 41.773 .126
5(.618 -.030 51.458 .416
6 |.660 -.228 6|.628 .306
7 {.821 -.115 71.308 .146
8 |.580 -.533 8|.793 .039
/9 |.737 -.433 9].2157 .827

10 |.588 .284 | 10 | .215 .617

Ma nel costruire la matrice Ags possiamo tener presente anche 1’ as-
se non ruotato B; ¢ chiaro che,essendo ortogonale al piano degli altri
assi, B ha proiezione nulla sugli altri due assi, mentre ha proiezione
1 su se stesso. Operando come nel caso precedente, ma tenendo conto an-
che dell’asse B, si ottiene una matrice [ in cui la riga e la colonna
corrispondenti all’ asse non ruotato hanno tutti gli elementi nulli,
tranne 1° elemento corrispondente alla proiezione di B su se stesso che
@ 1.00 (1) e la riga e la colonna corrispondenti all’ asse non ruotato
si mantengono imalterate sulla matrice. :

: Los Aoa

Al B (B4 A’ B c'
A 1.00 0.00. 1.00Q Al .707 0.000 .707
B 0.00 1.06 0.00 B| .000 1.000 .000
C |- 1.00 0.00 1.00 C | -.707 .000 .707

N 2:00 1.00 2.00
Va2 1,4112 1,00 1,4112
i ;

Tabella 79.

Moltiplicando 1* intera matrice fattoriale per la matrice A cosi’
ottenuta. si ottiene la nuova matrice fattoriale, in cui la colonna cor-
rispondente all’ asse non ruotato ¢ rimasta inalterata. Procedendo co-
si’ si ottiene, dopo ogni rotazione, la nuova matrice fattoriale al com-
pleto (2), dalla quale si costruiscono i nuovi diagrammi.

(1) Infatti, non essendo stato ruotato 1'asse B, esso coincide con B/,
¥ angolo di rotazione B'B e' zero, e cos B'B e’ 1.
(2) E non soltanto le due colonne relative agli assi ruotati.
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I1 procedimento grafico e’ molto piu" rapido, ma quando e’ neces-
sario disporre di risultati numerici conviene ricorrere al calcolo del-
le saturazioni dopo ogni rotazione, poiche’ 1’ approssimazione ottenuta
col metodo grafico non e’ in genere sufficiente.

Prima di passare all’ esecuzione dei calcoli relativi alle rotazio-
ni ortogonali eseguite graficamente nel § 8, e utile aggiungere alcu-
ne ulteriori indicazioni.

Nell’ eseguire dei calcoli di una certa complicazione e’ importan-
te disporre di qualche controllo. Un controllo della moltiplicazione
tra matrici consiste nell’ eseguire la somma algebrica delle colonne del-
la matrice moltiplicanda, in modo da costituire una riga in pil” nella
matrice, ed eseguire la moltiplicazione anche per i termini di questa
ultima riga,, ottenendo quindi un’ ultima riga in piw’ nélla matrice-prodetto-
che viene indicata come Conir. Il controllo si esegue facendo la somma alge-
brica delle colonne della matrice-prodotto: i termini della riga coritrollo de-
vono essere uguali a quelli della riga delle somme,,entro i limiti degli erro-
ri di arrotondamento. Va tenuto presente che con tre decimali gli errori di
arrotondamento possono raggiungere il secondo decimale, se gli arrotondamenti
interessano parecchi addendi. .

Come esempio consideriamo il calcolo dei coefficienti di saturazio-
ne ottenuti nel $ 8 in seguito alla prima rotazione cioe’ la moltipli-
cazioni fra matrici Fo Ag1 = Oy (tab. 75). La somma algebrica delle tre
colonne della matrice F, e’ rispettivamente 5.975, -.005. .002 e tale
somma costituisce 1’ ultima riga della matrice. Moltiplicando per la ma-
trice Aoy da’ i seguenti risultati:

(5.975 x .707) + (-.005 x .000) + (.002 x -.707) = 4.223
(5.975 x .000) + (-.005 x 1.000) + (.002 x .000) = - .005
(5.975 % .707) + (-.005 x .000) + (.002 x .707) = 4.266

I tre numeri ottenuti 4.223, -.005, 4.226 corrispondono, con mini-
mi errori di arrotondamento, alle somme delle tre colonne della matri-
ce-prodotto, O; (v. tab. 75).

Un altro controllo, che conviene eseguire alla fine, riguarda la
ortogonalita’ degli assi, e si compie premoltiplicando la matrice A per
la sua trasposta, cioe’ eseguendo la moltiplicazione A‘A = C. Il prodot-
to di questa moltiplicazione, cioe’ la matrice C, ha per elementi i co-
seni degli angoli che gli assi formano tra loro. Se nell’ eseguire le
rotazioni gli assi sono rimasti ortogonali, la matrice avra’ come ele-
menti soltanto 0.00 e 1.00, cioe’ 0.00 per gli angoli di 90° che gli
assi formano tra loro, e 1.00 per gli angoli di 0° che gli assi for-
mano e¢on se stessi, con lievissime deviazioni dovute agli errori di ar-
rotondamento, come in tab. 86 (1).

‘(1) La spiegazione del proc¢edimento e* fornita nel capitolo seguente,

poiche’ il calecolo della matrice C e* una fase essenziale dei:calcoli relativi
alle rotazioni oblique.
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Un altro controllo effettuabile dopo aver calcolato le saturazio-
ni dei tests nei fattori ruotati, consiste nel ricalcolare le correla-
zioni, o almeno alcune delle correlazioni, applicando la formula
ryy = Ggay + byby + cgey + ..., 0 nel ricalcolare le comunanze, secon-
do la formula hf = af + b2 +'¢Z + ..., o addirittura nel ricostruire
tutta la matrice delle correlazioni, provvista di comunanze applicando
la formula FF' = R (1).

Riportiamo,. nelle tabelle 74-86, i calcoli relativi al precedente
problema, cioe’ alle rotazioni che hanno portato a raggiungere la
struttura semplice.

STRUTTURA SEMPLICE ORTOGONALE

Los
A B '
Al 1.00 0.00 1.00
B| 0.00 1.00 0.00
C|-1.00 0.00 1.00
212 1500/ 1.60:..2.00 Tabella 74.
VIl%2  1.4142 1.00 1.4142
: :
.707 1.00 707
Valz .
Fg .ﬁojl_ Oj_

_ A B €. A4S Ry - LG LS (G
‘1 | .701 -.156 .473| 4 |.707 @ .D0OO .707 1 |-162 -.156 83D
2 | .482 -.643 .406|° B | .000. 1.000 .000 (= 2 | .054 -.643 .628
3 | .643 -.504' -.230| C |-.70T .000 .707 3| .618 -.504 .292
4 | .636 .187 -.458 4 | .7t74 .187 .18
5| .618 .444 -.030 5| .458 .444 .416
6 | .660 .350 -.228 6 | .68 .350 .306
7 | .321 -.252 -.115 - 7| .308 -.252 .146
8 | .589 -.315 -.533 8| .73 -.315 .039
9 | 731 .265 .433 9| .215 .265 .827
10 | .58 .619 .284 10 | .215 .619 ..617
2 |5.975 -.005 .002 % |4.225 -.005 4.227

contr. 4.223 -.005 4.226
Tabella 75..

(1) Va tenuto presente che questi ultimi controlli si possono eseguire
soltanto se si e’ proceduto a rotazioni ortogonali; essi non sono applicabili
alle rotazioni oblique.
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l':'152
A'.l' Bl C:r
A' | 1.00 0.00 0.00
B 0.00 1.00 -1.02
C' |0.00 1.02 1.00
212 1.000 2.040 2.040
vZl®  1.000 1.428 1.498
1
= 1./000 . 700 . 700
val?
Tabella 76.
(0] Aio
A’ B (54 A B’ B
1] .162 -.156 .830 | 4’ [1.000 .000 .000| 1
2| .054 -.643 .628 |*B | .000 .700 -.714 |= 2
3| .618 -.504 .202 | C'| .000 .714 .700 3
4 | .774 .187 .126 4
5| .458 .444 .416 5
6| .628 .350 .306 6
T .08 -.252 . 146 7
8| .793 -.315 .039 8
9| .215 -.265 .87 9
10| .215 .619 .817 10
2 |4.225 -.005 4.227 %
Contr.

Tabella 77.

02
A’ B’ (0
.1g2  .484  .692
.05¢ -.002 .899
.618 -.145 .564
.TT4  .221 -.046
-458  .608 -.026
628 .463 -.031
.308 -.072 .282
793 -.192 .252
.215 .716  .390
.215 .874 -.010
4.225 3.015 2.966
4.225 3.014 2.962
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L23
AH .B” CH
A’ | 1.00 .25 0.00

B'|-~-.25 1.00 0.00
c"l0.00 0.00 1.00

2% 1.062 1.062 1.000
V212 1.031 1.031 1.000

Wik .970 -970 1.000

Tabella 78.
Cb AQB 03

At B! Cﬂ Aﬂ BH CH’ Ah‘ Bﬂ' C H

1| .162 .48 .692| A'| .970 .242 .000 1] .040 .509 .692

1 2| .054 -.002 .899 | B.|-.242 970 ..000 |= 2| .053 .- .011 @ .899
' 3| .618 -.145 .564 C'| .000 .000 1.000 3| .635 .009 .564
4| .74 .221 -.046 4. .698 .402 -.046

5| .458 .808 -.026 5| .27 .701 -.026

6| .68 .463 -.031 6| .497 .601 -.031

7| .308 -.072 .282 7] .316 .004 .282

8| .793 -.192 .252 8| .816 .006 .252

9| .215 .76 .39 9| .021 .805 .39

0| .215 .874 -.010 10 | -.003 .900 -.010

2 |4.225 3.015 2.966 | 2(3.370 3.948 2.966

Contr. 3.36‘8 3.947 2_.966-

Tabella 79.

— == - P— —— - —iar e e—
—
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Ai.:r

A" [1.000

B" .000

c" | -.080

1% 1.004

V2l 1.002

C 998
/g

0s

AH’ ; BJ'.‘ cﬂd’
1| .040 .509 .692
2| .053 .011 .899
3| .635 .009 .564
4| .698 .402 -.046
5 .97 .01 -.026
6| .497 .601 -.031
7| .316 .004 .282
8| .816 .006 .252
9| .021 .85 .390
10| -.003 .900 -.010
2 |3.370 3.948 2.966
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Tabella §1.

Lag
BH CH
.000 . 060
1.000 .000
.000 1.000
1.000 1.002
1.000 1.002
1. 000 .998
Tabella 80.
Asg O4
14(.‘ Bﬂ Cr:.r Aﬂ BH CJH
A” | .998 - .000 .060 1/ -.002 .509 .693
*B"| .000 1.000 .000 |= 2| -.001 .011 .900
C'" |-.060 .000 .998 3| .600 .009 @ .601
4| .699 .402 -.004
5| .298 .701 -.008
6| .498 .801 -.001
7| .208 .004 .300
8| .799 .006 .300
9|-.002 .85 .390
10| -.002 .900 -.010
2_3.185 3.948 3.161
contr. 3.185 3.948 3.162
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Le operazioni di moltiplicazioni di matrici, finora compiute, e-
spresse in termini di equazioni matriciali, sono:

Fo Mox = 04

01 ' Ase = O

Oz ‘Aos = O

Os Asa = O4
M2, per la proprieta’ distributiva, che e’. valida nelle operazioni con
matrici, si ha

Oy = Fc Ao1 ‘Mo _
Oa = Fo Ao1 Ass Aos
= Fo Ao1 'Ai12 'Aos Asa

e per la proprieta’ associativa, pure valida nelle operazioni con ma-
trici, calcolando la matrice Uss = Aoi Ais Aos Asq Si ottiene O, = fb@g4,
cioe’ si puo' calcolare direttamente O,, la matrice relativa all’ ultima
rotazione, direttamente dalla matrice ceptroide F, senza calcolare le
matrici fattoriali relative alle altre rotazioni.

Bastera’ moltiplicare fra loro successivamente nell’erdine le ma-
trici A, cioe’

Ao1 ‘Aaeo =\t__’{02
Uoz A2z = los
Uos 'Ass = Uos

ed infine moltiplicare la matrice centroide per Up,, cloe' Fo Ups Der
ottenere la matrice fattoriale a struttura semplice O,.

./l

Mo1 Aio /5{32
AJ‘ B C ! Ar!’ Bl‘ Cﬂ' ] AJ‘ Br cu
Al .707 .000 .707| A'|1.000 .000 .000| A .707 .05 .495
B| .o00 1.000 .000|°B | .000 .700 -.714|=B| .000 .700 -.714
Cc|-.707 .000 .707| C'| .000 .714 .700| C|-.707 .35 .495|

Tabella 89.

Uo2 Aog %3
A( BJ‘ CI‘ Au ! Br.r C.‘J A” Bﬂ CH
Al .m0m .m05 .495| A'| .970 .242 .000| A| .564 .661 .495
B .000 .700 -.7i4|°*B'|-.242 .970 .000|=B|-.169 .679 -.T14
¢|-.701r .05 .495| ¢€’| .0o00 .000 1.000| C|-.808 .319 .495

Tabella 83.
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;Eba ) A34 . 564

AH B.fr CH _ j_ifm Bn C’ﬂ Am BH’ Cr: .

A |.564 .661 .495| A“ | .998 .000 .060 Al .533 .661 .58

B |-.169 .679 -.7Ti4 |- B"| .000 1.000 .000| =B |-.126 .679 -.723

C [--808 .319 .495| C" |-.060 .000 .998 Cl|-.836 .319 .448

Tabella 84.

Fy _ Uoa _ | Oy |

A B C Am' BH CJ’H Am BH’ C.m’
1] .701 -.156 .4713] A[ .533 .661 .528 1[-.002 .508 .695]
2| .482 -.643 .406 | "B |-.126 .679 -.723| = 2|-.001 .011 .901
3| .643 -.504 ~-.230 C|-.83 .319 .448 3| .59 .009 .601
4| .636 .187 -.458 4.| .698 .401 -.004
5| .618 .444 -.030 5| .28 .700 -.008
6| .660 .350 -.228 6| .498 .601 -.007
7| .321 -.252 -.115 7| .29 .004 .300
8| .58 -.315 -.533 8| .799 .006. .300
9| .737 .265 .433 9 |-.002 .805 .391
10| .588 .819 .284 10 |-.002 .900 -.011
2|5.975 -.005 .002 2 3.184 3.945 3.158
Ccontr. 3.184 3.947 3.160

Tabella 85.

Uoa : Uoa _ ot Ca _

A B C A‘H B” Cm Am BH an’

A" |.533 -.126 -.838 Al .533 .661 .528 A" | .999 -.001 -.002
B |.e61 .679 .319| ° B |-.126 .6m™ -.723| =B’ |-.001 1.000 .001

C" |.528 -.723 .448 C
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Tabella 86.

-.836 .319 .448 C" |-.002 .001 1.003




LE STRUTTURE OBLIbUE

Ccapitolo VI

1. Tl passagegio dalle strutture ortogonali alle strutture obligue

Non da tutte le strutture centroidi si puo’ ottenere, per succes-
sive rotazioni, la struttura semplice; inoltre, nella maggior parte dei
casi in cui si puo’ raggiungere, e’ ottenibile soltanto a prezzo della
rinuncia all’ ortogonalita’ degli assi. AT e e

consideriamo infatti, per semplicita’, 1° esempio fittizio di una
struttura tridimensionale in fig. 89. {
£F Ammettiamo di aver gia’ trovato una posizione soddisfacente per e
1" asse C, per cui rimanga soltanto la possibilita’ di ruotare nel pia-
no qui rappresentato.-

i Sono evidenti le “tracce” di due piani, perpendicolari al piano
del diagramma, nei quali sono localizzati (approssimativamente) numero-
si vettori-tests; ma poiche’ essi formano tra loro un angolo acuto non
¢’ possibile far coincidere, con una rotazione ortogonale, gli assi A
e B alle due tracce. Ci si trova quindi di fronte al dilemma, se rinun-
ciare alla semplicita’ della struttura o all’ ortogonalita’ degli assi.

In questi casi, non tutti sono d' accordo sulla rotazione da adot-
tare: rinunciare all® ortogonalita® significa infatti ottenere dei fatto-
ri che sono in correlazione fra loro, rinunciando in tal modo a quel-
¥ indipendenza delle dimensioni che era uno degli scopi dell’ analisi
fattoriale. Tuttavia, seguendo Thurstone, la maggior parte dei fattoria-
listi ritiene che, purche’ non si tratti di una forte obliquita' (cor-
rispondente ad una elevata correlazione, che renderebbe troppo simili
due fattori) convenga senz’ altro ammettere i fattori obliqui pr di rag-
giungere la semplicita® della struttura (1).

(1) Secondo Thursione 1‘esigenza dell’ortogonalita® dei fattori e’ qual-
che cosa di artificioso, dato che anche dimensioni naturali, come per es. peso
a2 statura sono correlate tra loro. A voler applicare rlgidamente 1 esigenza

» ¥
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F-t.’g'! 89#

yVediamo ora come si profila la soluzione di Thurstone. Come si do-
vranno situare gli assi per ottenere, sia pure a spese dell’ indipenden-
za fra i fattori, la struttura semplice?

Nelle rotazioni ortogonali ci si puo’ accontentare di far coinci-
dere gli assi con le tracce dei piani (o degli iperpiani); ma non avreb-
be senso fare altrettanto nelle rotazioni oblique. Infatti il vantaggio
di far coincidere un asse con la traccia di un piano o di un iperpiano
derivava dal fatto che, in seguito all’ ortogonalita’ degli assi, i pun-
ti-tests intercettati da un asse avevano proiezione nulla nell’ altro
asse. Cio’ che si otteneva in tal modo era di far coincidere il maggior
numero possibile di punti-tests con la perpendicolare ad un asse, pas-
sante per 1’ origine. Altrettanto si deve fare quando gli assi non sono
ortogonali; solo che in questo caso la perpendicolare ad un asse non
coincide con 1’ altro asse, e quindi nel procedere alla rotazione obli-
qua bisogna considerare per ogni asse che si intende ruotare, a) la
traccia dell’ iperpiano (chiamata comunemente piane) che e’ 1’ elemento

dell® indipendenza delle dimensioni, si dovrebbero, infatti, anche in questo
caso sostituire due dimensioni indipendenti alle dimensioni naturali corre-
late.
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guida della rotazione, e b) la posizione del vettore fattoriale ruota-
to (denominato vettere di riferimento), che viene orientato perpendi-
colarmente alla traccia dell’ iperpiano.

Un diagramma in cui si opera la rotazione obliqua di due vettori
fattoriali ortogonali A e B comprende dunque oltre ai vettori fatto-

B !
A B

rigli originari e ai vettori fattoriali ruotati (vettori di riferimen-
to A" e B') anche le tracce dei due iperpiani (piani A' e B") che sono
servite ad orientare i due vettori di riferimento (fig. 90). Ma trat-

tandosi di rotazione obliqua, non € necessario che gli assi fattoria-
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1i siano ruotati a due a due, e percio’ si ruotano tutti e due gli as-
si solo nel caso in cui nel diagramma siano individuabili le tracce di
due piani. Se come spesso avviene, e evidente soltanto la traccia di
un piano, si opera la rotazione di un solo asse, lasciando 1’ altro al
suo posto.

In fig. 91 diamo 1’ esempio della rotazione obligua di un asse. La
traccia del piano A’ ¢’ una chiara indicazione per la rotazione di un

B
5
e el2
<
6y 2 03
e
Q
4 o9
1
2
° §' —A
7 10
Fig. 91. A’

vettore fattoriale in posizione perpendicolare al piano, in modo da a-
vere sei proiezioni nulle o approssimativamente nulle (i, 4, 6, 1i. 5)..
I1 vettore B, che ha quattro proiezioni pulle (2, 6, 8, 10), deve man-
tenere la sua attuale posizione nel piano AB (1).

(1) va sottolineato il fatto che il vettore fattoriale ,4, che in questo
caso viene ruotato, e’ quello che nella sua posizione originaria intercettava
un certo numero di punti-tests. Agli effetti della semplicita® della struttura
non ha infaiti nessuna importanza che dei punti-tests siano allineati su un
vettore fattoriale; importa invece che-ci siano delle proiezioni nulle. Per-
cio® e* 1*altro vettore fattordale, B, su cui le proiezioni dei predetti
punti-tests sono nulle, che deve essere mantenuto nella sua posizione.
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2. Il metodo radiale

Vediamo nel seguente esempio (1) come, con metodo analogo a quello
usato per le rotazioni ortogonali, si possa raggiungere una struttura
semplice rinunciando fin da principio all’ esigenza dell’ ortogonalita’
degli assi.

Con i dati della matrice fattoriale ottenuts con 1’ analisi centroi-
de (tab. 87) si costruiscono anzitutto i diagrammi AB (fig. 92). AC
(fig. 93). BC (fig. 94).

Gli scopi da tener presenti nell’ e-

Fo seguire le rotazioni sono, come si e’
A B c detto, 1° insieme positivo e la struttu-
ra semplice. (Consideriamo. anzitutto il
1 .57 -850  .031  4iporamma AB_(fig. 92). I’ insieme posi-
2 .71 -.246 -310 tivo si raggiunge facilmente quando si
S 63 <454 ‘41? e’ rinunciato all’ esigenza dell’ ortogo-
4 - 504 - 344 - 261 nalita’: basta orientare gli assi in mo-
5 - 809 - 048 -192 do che i piani ortogonali siano al limi-
6 .32 217 -.252 te della zona occupata dalle variabili
1 .595 -381  -.617 (cioe’ dai punti-tests).
8 .746 ~-.462 -.329 Si comincia con I’ individuare la
9 - 249 - 369 -.008 traccia di un piano (ortogonale al pia-
no del diagramma e comprendente 1° ori-
Tabella 87. gine degli assi) al limite della zona

dei punti-tests e su cui giacciono almeno due punti-tests; e° evidente
che conviene considerare il piano che comprende i punti 6, 4, 3, 5 e
passa molto vicino al punto 7, perche’ in tal modo, oltre a delimitare
la zona occupata dai punti-tests, si fa un primo passo nella direzicne
della struttura semplice, in quanto i suddetti tests avranno proiezio-
ne nulla o pressoche’ nulla sul vettore fattoriale ortogomale al piano.
Individuato il piano si traccia la retta che congiunge 1° origine degli
assi ai suddetti punti., Il vettore fattoriale, che deve essere ortogo-
nale al piano, puo’ avere due versi opposti (segmento pieffo e segmento
tratteggiato); si sceglie naturalmente il verso in modo che le variabi-
li (i punti-tests) abbiano proiezioni positive (2).

Fissata la posizione del nuovo vettore di riferimento resta da de-
nominarlo, cioe’ da stabilire quale dei fattori centroidi debba essere
ruotato nella nuova posizione. La scelta non ¢ indifferente, poiche’
ruotando il vettore B si ottiene ad un tempo la proiezione zero dei
punti-tests 3, 4, 5, 6 e 1’ insieme positivo, mentre ruotando il vetto-
re A i punti-tests i, 2, 8, 9 continuerebberoc ad avere proiezioni ne-

(1) si tratta anche questa volta di dati fittizi, costruiti in modo da

dare una struttura semplice cbliqua. .
{2) Corrispondentemente all®esigenza dell®”insieme positivo’.
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Fig. 99.

Rotazione obliqua - Diagramma 1.
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Rotazione obliqua - piagramma 2.
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Rotazione obliqua - piagramma 3,
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gative sul fattore B. Si decide percio’ di ruotare il vettore B. Il vet-
tore di riferimento viene denominato B' e il piano perpendicolare, pia-
no B'.

Dall’ esame del diagramma AB (fig. 92) risulta che la rotazione
compiuta e’ la piw favorevole (perche’ porta a far coincidere col
piano perpendicolare a un vettore fattoriale ben 5 punti-tests) ma
hon I’ unica possibile. Sarebbe possibile (e conveniente) ruotare anche
I’ altro asse, portando il relativo piano a coincidere col punto-test i
ed ottenendo in tal modo 1’ insieme positivo; o invece fare una rima
rotazione ortogonale, facendo coincidere 1’ asse A con il piano B e ot~
tenendo quindi la proiezione nulla del punto-test 9. Ma per mettere in
evidenza tutti i caratteri e le eventuali difficolta’ della rotazione
obliqua ci limiteremo a ruotare un solo asse per volta ed in uno solo
dei tre diagrammi (1).

Si procede quindi ai calcoli prolungando emmitutte (come si era
fatto per le rotazioni ortogonali) il vettore B’ fino ad ottenere una
proiezione unitaria sull’ asse B (proiezione che in questo caso e’ ne-
gativa) (2), € leggendo la proiezione sull®’ altro asse (. 69) 2 di~eostrui=
7 sce quindi-la-prima matrice che mette in relazione gli assi origmarl
con gli assi ruotati. e che qui viene denominata So, (tab. 88). /. . . i

1 = Los Aoa
A B G A B’ C
A |1.000 690 . 000 A [1.000 .568 .000
B .000 -1.000 .000 B .000 -.823 1.000
c . 000 .000 1.000 G .000 .000 .0O00
Z1? 1.000 1.476 1.000
/212 1.000 1.215 1.000 Fibelia ook
1 ' -
—F==_ 1.000 .823 1.000
VL2 : Gl
| Tubeiza 83; 5 _ e ”\i' r; e £3 VY
5 8i segnano ‘1n uﬁﬁ matrlce. che nel caso della rotazione obllqua s qutx
¢ denominatd S,;, le proiezioni/che risultano dal relativo diggramma,-! .
cioe’ B’ sy A-e-Bsu-B,-esiCompleta la matride considerande nulle . | i

(-000) le proiezioni fra assi non ruotati (3), e unitarie le proiezio~;?

(1) Anche nel diagramma AC ci sono indicazioni per eventuali rotazioni,
benche® non particolarmente favorevoli.

(2) E* opportuno sottolineare che le misure delle proiezioni del vettore
prolungato sui due assi originari hanno un segno diverso a seconda che si tro-
vano sul semiasse positivo o negativo. Se si commette 1’ errore di trascurare
il segno, si realizza una strutfura che amziche®' avvicinarsi all’obbiettivo
{insieme positivo o struttura semplice) se ne allontana ulteriormente.

{2} In quanto, in questa prima rotazione. gli assi non ructati sono tra
loro ortogonali.
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ni degli assi su se stessi. Si passa quindi alla matrice LOi,'che in

questo caso, trattandosi della prima rotazione obliqua, e’ identica al-
la matrice Sy, e puo’ venir trascritta direttamente da quest’ultima, e

si procede come nel paragrafo precedente: calcolo della matrice di tra-
sformazione Ay, (i cui termini sono i coseni degli angoli tra gli assi,
mentre i termini della matrice Loy, le proiezioni dei vettori “lunghi”,
erano proporzionali ai coseni); moltiplicazione della matrice fattoria-
le centroide F, per la matrice Ay, Per ottenere la matrice ¥V, (tab. 90),
i cui elementi sono le proiezioni dei tests sui “vettori di riferimen-

to” A, B', C. Poiche’ in questo caso e’ stato ruotato soltanto il vet-

tore fattoriale B, le proiezioni dei tests sui vettori A e C sono rima-
ste invariate (1).

Fo Ao1 Vi

A B G A B’ C A B’ G o
1| .507 -.850 .031 Al 1.000 .568 .000 1| -507 .988 .031
2| .T71 -.246 .310| - B| .000 -.823 '..000| =2| .T7F¥ .640 .310
3 .638 .434 .417 C| .000 .000 1.000 3 .638 005 .417
4| .504 .344 .261 4| .b04 .003 .261
D . 809 . 548 .192 5 . 809 . 009 . 192
61 -3209 .217 -.252 6.] .329 .008 -.252
T -595 .381 -=.617 7| .5895 .024 -.617
8| .746. -.462 -.329 8| .T46 .804 -.329
9| .249 -.369 ~-.008 9| .249 .45 -.008
%|5.148 -.003 .005] %|5.148 2.926 .005 |

Contr. 5.148 2,926 .005
Tabella 90.

Dopo ogni rotazione obliqua e’ necessario conoscere il grado di o-
bliquita’ degli assi (o, in altre parole, 1’entita’ della correlazione
fra i fattori); tale correlazione si calcola premoltiplicando la matri-
ce dei coseni per la sua trasposta A’', cioe’ effettuando la moltipli-
cazione fra matrici A'A (vedi tab. 91):

loa Aoa G _‘:'Aﬁ;iﬁﬂi
A B c A B C A B’ C
4| 1000 .000 .000 A|1.000 .568 .000 A] 1.000 .568 .000
B'| .568 -.823 .000| - B | .000 -.823 .000| =B‘| .568 1.000 .000
C .000 .000 1.000 C| .000 .000 1.000 C .000  .000 1.000|

Tabella 91.
(1) A e C non sono vettori di riferimento, ma vettori fattoriali cen-

troidi.

3\
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per chiarire il significato della suddetta moltiplicazione e’ utile ricor-
rere all’artificio, gia’ usato in precedenza, di considerare al posto dei vet-
tori di riferimento 4’, B, ¢', tre tests T,s, Tps, Tor che ne forniscono 1I’e-
satta misura. Le proiezioni di 4’ su 4 (= r,s,) di A’ su B (= r,rp) ecc., es-
sendo allora proiezioni di vettori-tests su vettori fattoriali ortogonali si
interpretano non solo come correlazioni ma anche come saturazioni; cioe?

rTA‘A = uT.‘JJ rTB"A = aTBl": TTA"B = anf gcc.
Gli elementi della matrice A;; somo in tal modo interpretabili come le sa-
turazioni dei tests fattoriali T,, Tzs T, nei tre fattori 4 B C.”Premoltipli-

cando la matrice Ag, per la sua trasposta .6(;1 si ottiene 1*effetto diymeltipli-
care fra loro le colonne della matrice Ay, cioe’, in termini di satpurazioni:

la colonna X la colonna = (aTAI X ap,,) + (bTaf X bTA') t leqf, X'Cry,) =
5 2 2
: B3 aTh: t QT&r * CTAn

I'a COlOﬂnaX 2& '.:Olonnﬂ' T (E‘TA! X a‘TBl) + ':bTAI' x bTBl) 2 {cTaf X CTBJ) =

= aTﬁ:aTg: & %TA;bTB, 4 CTA'CTB'

ecc,

quindi, per la formula delle correlazioni in termini di saturazioni fattoria-
Yi.ryp = @gap + by by +'cicy. Il prodotto della 12 colonna per se stessa e’

EIEI i1 prodotto della 1a colonna per la 2a colomna e’ ry g ;: €00 e di

conseguenza i termini della matrice c.l,\ahe sono—i p-rodot-iii delle-colonne-della
matriceAy, sono le correlazioni fra i tests che misurano i vettori di riferi-
mento, cioe’ tra i vettori di riferimento./ %) ;

-

lLa conoscenza delle correlazioni tra i vettori di riferimento e’
importante poiche’ il fatto di aver rinunciato all’ ortogonalita’ dei
fattori non significa che si possa accettare qualsiasi correlazione fra
due fattori: quando la correlazione diventa elevata (sia essa positiva
0 negativa) i due fattori non si distinguono sufficientemente tra loro,
in quanto saturano gli stessi tests (1). Percio’, quando dalla matrice
C risulta che due fattori presentanc una correlazione elevata, per non
correre il rischio di “perdere un fattore”, conviene operare la succes-
siva rotazione in modo da correggere 1’ eccessiva obliquita® reciproca
dei due vettori di riferimento (2).

(1) E' bene evitare che le correlazioni fra i vettori di riferimento su-
perino .70 in valore assoluto.

(2) Dalla matrice ¢y risulta che 1°intercorrelazione fra i vettori di ri-
ferimento A e B e* alquanto elevata e si dovra® quindi tenerne conto agli ef-
fetti della successiva rotazione. Del resto, dal diagramma di fig. 92 era evi-
dente l'elevata obliguita® di, B¢ rispetto ad 4. in seguito alla rotazione
di B. .

¥ I
k=
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3. La rappresentazione delle strutture oblique per mezzo di diagrammi
ortogonali

Ottenuta la matrice ruotata si passa a costruire i nuovi diagram-
mi; senonche’ éssendo i vettori di riferimento non-ortogonali, i rela-
tivi diagrammi, comprendenti ciascuno il piano individuato da due vet-
tori di riferimento, presentano una certa difficolta’ di costruzione.

Occorre anzitutto/conoscere gli angoli formati dai vettori di ri-
ferimento; poiche’ gli elementi della matrice C sono i coseni di tali
angoli, servendosi di/ una tabella delle funzioni goniometriche si puo’
scrivere la matrice ['; degli angoli fra i vettori di riferimento (ta-
bella 92). ‘ '

7

1-11 O e

oAb R C
Al |0° 556° 90°
B' | 55%° ¢o° 90° Tabella 99.

C |90° 90° 0°

Cominciamo col-cestruire il diagramma AB’ (fig.~95)- (1). Traccia-
ti i due vettori di riferimento, che formano fra loro un angolo di 55, 5°
si localizzano i punti-tests ai punti di incontro delle perpendicolari
che intercettano sugli assi le relative proiezioni. Cosi’ ad esempio il
punto 1 si trova all® intersezione della perpendicolare al vettore di ri-
ferimento A nel punto .507 con la perpendicolare al vettore di riferi-
mento B'nel punto .988; il punto 2 all’ intersezione della perpendicola-
re al vettore A nel punto .771 con la perpendicolare al vettore B nel
punto .640, ecc.

Data la laboriosita’ e la inevitabile imprecisione del procedimen-
to, Thurstone, seguito in cio’ dalla quasi totalita’ dei fattorialisti,
fece ricorso all’ artificio di rappresentare le strutture fattoriali ad
assi gbliqui mediante diagrammi ortogonali.

Con cio’ la costruzione dei diagrammi non presenta piw alcuna dif-
ficolta' tecnica; si tratta di utilizzare la matrice fattoriale ad as-
si obliqui come se gli assi fossero ortogonali. In fig. 95 bis presen-
tiamo, a scopo di confronto, il diagramma ad assi ortogonali relativo
agli assi A e B’ della struttura obliqua della matrice V,, precedente-
mente rappresentato ad assi obligqui in fig. 95.

(1) In generale, la ricostruzione del diagramma su cui e’ stata operata
la rotazione e* inutile e non viene compiuta. In questo caso pero® la rotazio-
ne di B ha portato a scambiare fra loro i vettori fattoriali, per cui, proce-
dendo in senso antiorario si ha un angolo acuto B‘A anziche® AB'. Conviene
quindi ricostruire il diagramma, rovesciando la struttura (e naturalmente an-
che la configurazione dei t{ests). La ricostruzione del diagramma serve ad
esemplificare la procedura di costruzicne dedi diagrammi obligui.
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Rotazione obliqua - piagramma 1 bis.
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Fig. 95 bis.

Rotazione obligua - piagramma 1 ter.

E' evidente che 1’ adozione di quest’ artificio determina una defor-
mazione della struttura, deformazione tanto piuw’ cospicua quanto mag-
giore e’ I’ obliquita’ degli assi. E’ opportuno quindi lasciare momenta-
neamente da parte il problema che stiamo trattando e fermarci ad esami-
nare un esempio di estrema obliquita’ per vedere quali caratteristiche
della struttura ad assi obliqui si conservano nel diagramma ortogonale.

In fig. 96 i due vettori di riferimento Y e N formano un angolo di
152°, che corrisponde ad una correlazione di -.88: sono stati presi in
considerazione sei punti, uno sul piano M (punto 1, le cui proiezioni
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sui vettori di riferimento ¥ e N sono rispettivamente .00 e .40), uno
sul vettore N (punto 2, proiezioni -.44, .50), tre punti allineati su
ua retfta che comprende 1° origine e attraversa il 1° quadrante (punti
3. 4, 5, le cui proiezioni sono rispettivamente .20, -.1i0; .40, -.20;
.80, -.40) e infine un punto localizzato sul piano N (punto 6, le cui
proiezioni sono rispettivamente, -.20 e .00).

In fig. 96 bis abbiamo riportato la rappresentazione su diagramma
ortogonale. Data la forte obliquita’ dei vettori di riferimento (1) la
deformazione e’ vistosissima: il punto 1 che si trovava sulla traccia
del piano M si trova sul vettore ; il punto 2 che si trovava sul vet-
tore N si trova ngl 2° quadrante; i punti 3, 4 e 5, che si trovavano a
meta’ del 1° quadrante, si trovano nel 4° quadrante; il punto 6, che si
trovava sulla traccia del piano N, si trova sul vettore M.

Si nota tuttavia un’ interessante regolarita’ nelle deformazioni:

i punti che nel diagramma obliquo si trovavano sulla traccia di un iper-
piano, si trovano, nel diagramma ortogonale, su un vettore di riferimen-
to; e precisamente i punti che si trovavano sulla traccia di un piano

X perpendicolare all’ asse X, si trovano amcora sulla traccia di un pia-
no perpendicolare allo stesso asse, traccia che in questo caso e’ rap-
presentata dall’ asse Y ortogonale ad X. Cosi’ ad esempio il punto i che
nel diagramma obliquo si trova sul piane ), nel diagramma ortogonale si
trova sul vettore di riferimento [N che e' perpendicolare al vettore di
riferimento M. :

Si tratta di una caratteristica importantissima, che ci consente
di servirci dei diagrammi ortogonali, per quanto grandi siano le defor-
mazioni prodotte da questa forma inadeguata di rappresentazione. Infat-
ti, essendo gli scopli essenziali delle rotazioni 1’ insieme positivo e
la semplicita’ della struttura [cioe’ 1’'ottenere che molte variabili
(tests) abbiano proiezioni nulle sui vettori di riferimento] le infor-
mazioni essenziali che deve fornire un diagramma sono;

a) quali variabili danno proiezioni positive e quali proiezio-
ni negative;

b) quali variabili sono allineate radialmente in modo da rappre-
sentare la traccia di un iperpiano;

¢) quali variabili hanno proiezione nulla su un vettore di ri-
ferimento.

Da un confronto dei due diagrammi in figg. 96 e 96 bis risulta
che dai diagrammi ortogonali si ricavano tutte e tre le informazioni;
infatti nei diagrammi ortogonali si vede immediatamente, dal quadrante
in cui si trova una variabile, se ha proiezione positiva o negativa su
un vettore di riferimento; le variabili allineate radialmente nel dia-
gramma ad assi obliqui comservanco il loro allineamento radiale nel dia-

(1) L° esempio e’ stato costruito in modo da dare il massimo rilievo alle
deformazioni.
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gramma ad assi ortogonali (v. le variabili 3, 4, 5 nei due diagrammi);
e infine, come si e’ detto, le variabili che hanno proiezione nulla su
un vettore di riferimento sono allineate sull’ altro vettore di riferi-
mento, rappresentato ortogonalmente al primo.

Mentre per i due primi aspetti 1’ uso dei diagrammi ortogonali e’
piu’ semplice dell’ uso di diagrammi ad assi obliqui, 1’ allineamento del-
le proiezioni nulle sul vettore di riferimento ortogonale rappresenta
uma difficolta’ . Si deve infatti tener presente che in uno stesso asse
vengono a coincidere e per cosi’ dire sono sovrapposti due assi, un vet-
tore di riferimento e la traccia di un iperpiano. Quando si procede al-
la rotazione se ne muove uno, cioe’ 1’ iperpiano, mentre 1’ altro)\rimane
al suo posto/ cioe* il vettore di riferimento. E siccome, sia che si
tratti di intercettare un allineamento radiale di punti per ottenere al-
trettante proiezioni nulle, sia che si tratti di ottenmere, mediante la
rotazione, un insieme positivo, si cerca sempre la posizione in cui si-
tuare un iperpiano, conviene considerare i due assi nella loro funzione
di iperpiani. Percio’ quando si opera una rotazione, bisogna rendersi
conto esattamente di che cosa si fa: in genere siccome la rotazione si
fa per ottenere delle proiezioni nulle, si sposta un iperpiano con il
vettore di riferimento ortogonale solidale ad esso, lasciando al suo po-

sto il vettore di riferimento che coincide con 1’ iperpiano.
Vr.

4. Ricerca di una strutiura semplice mediante rotazioni oblique

Possiamo ormai riprendere le rotazioni oblique alla ricerca di u-
na struttura semplice, servendoci dei diagrammi ortogonali. '

Avendo rilevato una correlazione piuttosto alta fra i vettori A e
B', e opportuno meferire fra le varie rotazioni che per altre ragio-
ni possono apparire opportune, una rotazione che diminuisca tale corre-
lazione, aumentando 1’ angolo AB’. Nel diagramma AB’ si presenta la pos-
sibilita’ di compiere tale operazione prendendo in considerazione, agli
effetti della rotazione, il piano che passa per il punto-test 1 e in
prossimita’ del punto-test 9, ottenendo in tal modo una proiezione nul-
la o pressoche’ nulla dei suddetti 2 tests sul vettore di riferimento
A’ (1), e conservando 1°* "insieme positivo”.

La rotazione e' eseguita in fig. 97 che riproduce il diagramma di
fig. 95 bis (2).

Le operazioni di calcolo presentano un’ importante modificazione.
La matrice S,, si costruisce, come al solito, servendosi delle proie-

(1) Come e°* stato detto precedentemente, tale rotazione appariva indicata
fin dall® inizio e si sarebbe dovuta eseguire insieme alla rotazione del vetto-
re B. Il procedimento adottato gui, di fare due rotazioni successive sullo
stesso diagramma e dovuto soltanto allo scopo di rendere evidenti in un pro-
cedimento semplificato gli effetti delle rotazioni.

(2) In fig. 98 @% rappresentato il diagramma B’(C, mentre il diagramma AC
non e stato riprodotto perche’ non essendo stati ruotati ne® 4 ne* (G, e*
identico a quello di fig. 93. Ricordiamo che gli angoli AC e B'C sono retti.
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Rotazione obliqua - Diagramma 4.
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zioni dei vettori fattoriali prolungati: le proiezioni del vettore ruo-

tato A’ sono 1.00 sul vettore A e -.51 sul vettore B’. Ma il passaggio
successivo e’ diverso.
© ¥i%Nelle rotazioni oblique, le saturazioni dei tests nei vettori fat-

toriali ruotati si calcolano sempre (1) riportandosi alla matrice cen-
troide, o piuw’ esattamente all’ ultima matrice fattoriale ad assi orto-
gonali (2). Per raggiungere tale scopo bisogna calcolare la matrice Ao
che premoltiplicata per la matrice ad assi ortogonali Fo da’ la matri-
ce fattoriale obliqua V.

Il calcolo della matrice :Ay; avviene in due fasi:

a) calcolo della matrice L,,, postmoltiplicando la matrice Moi1-1
Per.lamatrice S;_, y, cioe’:

Ao, g=1 X Sj-3,4 = Lo,

'b) calcolo della matrice A,,; da L, ; con il procedimento consueto.

cost:uita la matrice S,, eseguiamo i calcoli precedentemente indi-
cati, per ottenere la matrice di trasformazione Ay,.

Sia
A B’ C
A |1.00 .00 .00
B' |-.51 1.00 .00 Tabella 93.
Cc .00 .00 1.00
Aos Si2 Loz
A B’ (61 Al B’ a A’ B’ C

A [1.000 .568 .000| A |1.0000 .000 .000| A |.710 .568 .000
B| .000 -.823 .000 [° B'|-.510 1.000 .000°|=RB'|.420 -.823 .000
C|.000 .000 1.000 | C | .000 .000 1.000{ C | .000 .000 1.000

J1%*  .680 1.000 1.000

vZlZ  .825 1.000 1.000
Tabella 94. 3

e 1.212 1.000 1.000

(1) La ragione per cui non e’ possibile calcolare 1*effetto della rota-
Zione partendo dalla situazione immediatamente precedente e* che meantre quando
gli assi sono ortogonali, la rotazione in uno dei piani individuati da due as-
i non modifica 1° angolo che essi formano con 1°altro asse (gli angoli che es-
s8i formano con gli altri assi, se la struttura e pluridimensionale), cio® non
vale per gli assi obliqui. Infatti ruotando un asse obliquo si modifica non
solo 1°angolo che esso forma con 1fasse che e nel piano in cui avviene la ro-
tazione, ma anche gli angoli che esso forma con 1°altro o con gli altri assi.

(2) Infatti talvolta si inizia con una serie di rotazioni ortogonali e si
abbandona 1°ortogonalita® solo quando tale condiZione risulta ostacolare il
raggiungimento della struttura semplice.
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: Aoz
B’ () _
. 568 .000
-.823 ..000
.000 1.000

" Tabella 95.

Ottenuta la matrice Ap,, Si calcola la matrice fattoriale V,, post-
moltiplicando la matrice centroide F, per jg,.

Fo
A B c A

— s o
1| .507 -.850° .031 A l.861
2| 771 -.246 .3101.*:B|.510
3| .638 .434 .417 C ].000
4 | .504 .344 .261
5| .809 .548 .192
6| .32 .217 -.252
71| .595 .381 -.617
8| .746 -.462 -.329
9| .249 -.369 -.008
2 |5.148 -.003 .005 |

Tabella 96.

Si passa quindi al calcolo delle correlazioni fra i vettori

ferimento.
Aoz
A B
A’ 1.861.  .510
B' |.568 -.823
C |.000 .c00

.000
.000
1.000

(S lv. i

Ai
.861

. 510
.000

Tab

lo2 :
B’ C

.5688 .000 1
-.823 .000| = 2
.000° 1.000 3
4
5
6
if |
8
9
2
contr.

Moo

B’ C

.568 .000| A’
-.823 .000 =B'
.000 1i.000 C
ella 97.

Va
A’ B’ C _
.003 .988 .031
.59 .640 .310
.71 .005 .417
.609 .003 .261
.976 .009 .192
.39¢ 008 -.252
07T 024 -.617
.406 .804 -.329
.026 .445 -.008
4.431 2.926 005
4.431 2926 .005

Al
1.001

Co
BJ’
-069

di ri-

C
-000

.069 1,000 ..000
-000 1.000

.000

Dalla matrice C, risulta che 1’'obliquita’ fra gli assi A’ e B' ¢

minima (1’ angolo e* di 86°) . La prossima rotazione sara’

gquindi guidata

soltanto dagli obiettivi dell® insieme positivo e dalla semplicita’ del-

la strutturas risultaate.

0ogni fase del procedimento di rotazione nella ricerca di una strut-
tura semplice consta dunque delle seguenti operazioni: a) rotazione,
b) calcolo delle nuove saturazioni e delle correlazioni fra i vettori
di riferimento, c¢) costruzione dei nuovi diagrammi.
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A questo punto e utile tracciare la strada percorsa attraverso al
susseguirsi delle strutture.

Crenelogia delle strutture

I struttura (ortogonale) ABC II struttura (obliqua) AB'C
1. AB — 4B’ 2 bis. AC L7 (D)
2. AC 4. AB' X 55°5 (ryp¢ = .568)
3. BC Punti 3, 4, 5, 6, 7 sul piano B’
AB;,_, AJB:
5..B'C 1=

Punti 3, 4, 5, 6, 7 sul piano B’
punti 9, [1] sul piano C

III struttura (obliqua) A'B’C

6. A'B' (ryrge = .069)
Punti 3, 4, 5. 6, 7 sul piano B’
Punti 1, [9] sul piano A’

7. 4'¢ s

Punto 1 sul piano A’ wicino
all’ origine

Punto 9 sul piano C vigino al-
I’ origine

3 proiezioni negative su C

ALG AT

La struttura ottenuta in seguito alla seconda rotazione e’ illu-
strata dai diagrammi A'B’ (fig. 99, che rappresenta in diagramma orto-
gonale il risultato della rotazione del vettore di riferimento A nel
piano AB‘. gia’ rilevabile in fig. 97) (2). A°C (fig. 100) e B'C (fig.
98) (3). Nel piano A'B’ con le due precedenti rotazioni si e’ gia’ rea-
lizzato quanto era possibile per avvicinarsi alla struttura semplice.
11 diagramma A’C offre la possibilita’ di ottenere tre proiezioni pres-

(1) Essendo la struttura tridimensicnale, ruotando un asse per veolta, la
rotazione produce il suo effetio sui due diagrammi che contengono 1°asse ruo-
tato. Il terzo diagramma rimane invariato e percio’ d’ora innanzi non sarag’
piv* preso in considerazione.

Sono segnati in parentesi quadra [ ] quel vettori-tests che =i ftrovano in
irossimitar?di un (iper)piano, ed hanno quindi una proiezione trascurabile sul
vettore di riferimento perpendicolare al piano.

(2) E* consigliabile compiere un controllo, per quanto grossolano, con-
frontando 11 diagramma ortegonale costruito in base alle nuove saturazioni,
con il diagramma in cul e®* s$ata eseguita la rotazione. Cosi’ ad esempio ve-
diamo che i punti-tests 3. 4,'5, 6, 7 che in fig. 97 si trovavano sul piano B’
(rappresentato dal vettore 47) si trovano sul piano BY anche nel diagramma di
fig. 99;: e il punto 1 che in seguito alla rotazione era venuto a trovarsi sul
piano 4, e il punto 9 che era venuto a trovarsi in prossimita‘’ del pianc A,
si ritrovano, il primo'sul piano A’ e il secondo in prossimita® di quel piano,
nel diagramma di fig. 99, ™ cul il piano A7 o* rappresentato dal vettore B'.

{3) 1l diagramma B"C non ha subito alcuna modificazione poiche’ e’ stato
ruotato solitanto il vettore 4.
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Fig. 99.

Rotazione obliqua - Diagrammé 6.

soche’ nulle considerando il piano che passa in prossimita’ "dei punti-

tests 3, 2, 9. Resta da stabilire quale asse convenga ruotare. I punti-
tests 1, 9 hanno proiezioni nulle o gquasi nulle su ambedue gli assi, ed
essendo tali proiezioni in immediata vicinanza dell’ origine degli assi,
non vengono modificate in maniera apprezzabile dalla rotazionme. Quindi,
da questo punto di vista, la scelta e’ indifferente. Ma siccome ruotan-
do il vettore C si ottiene anche il vantaggio di eliminare le proiezio-
ni negative dei punti-tests 6, 7, 8 (mentre cio’ non avverrebbe ruotan-
do 1’ asse A) si decide di ruotare 1’ asse C, denominando C’ il piano che
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Rotazione obliqua - piagramma 7.




cap. VI, 4] LE STRUTTURE OBLIQUE — 279

passa in prossimita’ dei punti-tests 2, 3, 9.

Prolungando il vettore C' fino ad ottenere una proiezione unitaria
su C, si leggono le proiezioni sull’ asse A' (+.57), e sull’ asse C (-1.00)
e si costruisce la matrice S;;, tenendo presente che la proiezione uni-
taria su C e negativa. Si compiono quindi tutte le operazioni compiu-
te in occasione della precedente rotazione (v. tabb. 98-103, fino ad -
ottenere la nuova matrice fattoriale V,; e la matrice delle intercorre-
lazioni fra gli assi Cg, dalla quale si apprende che nelle successive
rotazioni e’ preferibile evitare un aumento della correlazione (cioe’
della obliquita’) fra gli assi A' e C'.

Sz
Al B' ¢’
A' |1.000  .000 .570 _
B .000 1.000 . 000 Tabella 98.
C | 000 .000 -1.000
Ao S ; Los
A B C A B @ Ad  UBE LG

A|.861 .568 .000| A’ [1.000 .000 .570| A |.861 .568  .491
B |.510 -.823 .000| * B’ | .000 1.000 .000|=B |.510 -.823 .291
C |.000 .00C 1. C | .000 .000 -1.000| C |.000 .000 -1.000

1% 1.001 1.000 1.326

v2l% 1.001 1.000 1.152

1
.999 1.000 .868
’EIQ
Tabella 99.
Aos
AL euBlio B
A . 860 . 568 . 426

B |.510 -.823 .253
C |.000 .000° -.868 : Tabella 100.
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¥2%) los Vs
A B C _A' B' Gl . A B’ (8
.507 -.850 .031 A|.850 .568 .426

.406 .804 .486
026 .445 .02

.T46 -.462 -.329

1 1| .002 .98 -.026
2| .71 -.246 .310|° B|.510 -.823 .253| =2 | .538 .640 -.003
3| .68 .434 .417 C|.0000 .000 -.868 31 .770. .005 .020
4 | .504 .344 .261 4 | .609 .003 .075
5| .809 .548 .192 51 .975 .009 .316
6110329 LS23T0 =2 252 6 | .394 .008 .414
Tl .95 381 --617 7| .76 .02¢4 .85
8 8

9 9

b 2

4.426 2.926 2. 187

Contr. 4.426 2.926 2 188

Tabella 101

Aos : Aos G
A B @ A B’ (i A B’ it
A’ |.860 . 510 . 000 .860 .568 .426 A" [1.000° .068 .495

A
B' |.568 -.823 .000| * B |.510 -.823 .253(=RB' | .068 1.000 .034
C' |.426 .253 -.868 C|.0000 .000 -.868 C'| .95 .034 .999

Tabella 102

2
AF B-I C.i'
A [ o° 86° 60°20°
B’ | 86° 0° 88° Tabella 103.

C' | 60°20" 88° 0°

La nuova struttura, conseguente alla rotazione, appare nei diagram-
m A'C' (fig. 101) e B'C' (fig. 102) mentre il diagramma A'B' (fig. 99)
rimane invariato. Mentre nel diagramma B'C’' (fig. 102) la struttura sem-
plice e gia’ raggiunta (resterebbe tutt’al piw da fare un minimo ag-
giustamento, portando il piano B’ piw vicino al punto 7 e quindi facen-
do eseguire una rotazione minima in senso orario al vettore B') nel dia-
gramma A'C ' (fig. 101) (1) si presenta 1’ opportunita’ (2) di eseguire

1) S8i notera’ the il diagramma e* tapovolto rispetto al diagramma Ale
(fig. 100:. Cio* dipende dal fatfo che nel diagramma A’'( il vettore di riferi-
mnto ¢ e* stato ruotato di poco meno di 180°.

¢{2) opportunita’ che del resto era gia' evidente nel precedente diagramma
A'C., e non era stata sfruttata per evitare di complicare il quadro, eseguendo

due rotazioni ad un tempo.
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Fig. 101.

Rotazione obliqua - piagramma 8.
IV Rotazione — Iy Struttura obliqua
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e QD

ra"cf = 034
Fig. 102.

Rotazione obliqua - piagramma g,

una rotazione orientando un vettore fattoriale perpendicolarmente al
piano che passa per il punto-test 7 ed in prossimita’ dei punti 8, 9,1.
Tenuto presente che non conviene spostare un vettore fattoriale
che ha gia’ un certo numero di proiezioni nulle, si ruota il vettore di
riferimento 4, le cui sole proiezioni nulle o pressoche’ nulle sono vi-
cine all’ origine e quindi non mutano per effetto della rotazione (1).

(1) E* utile rilevare che le rotazioni si possono compiere correttamente
s0lo quando si e riusciti a liberarsi dalle impressioni erronee suggerite dai
diggrammi ortogonali. Cosi’ ad esempio in fig. 101 i punti 2 e 3. pur compa-
rendo sul vettore A'o in immediata prossimita® di esso, non sono sul vetto-
e AL Y1 diag.amma ci dice soltanto che i suddetti punti sono sul pLano per-
pndicolare al vettore (! e quindi hanno proiezione nulla su ¢! Possiamo quin-
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Le proiezioni del vettore A”, prolungato, su A’ (1.000) e su G’
(-.820) vengono iscritte nella matrice S;,. Poiche’ la rotazione ha au-
mentato 1’ angolo A'C’, la correlazione tra i due vettori di riferimen-
to verra’ ad essere diminuita.

I calcoli per ottenere la nuova matrice fattoriale Vi, e la matri-
ce dei coseni C, (dalla quale risulta che le correlazioni fra gli assi
hanno raggiunto un livello tollerabile) sono contenuti nelle tabelle

104-108 che seguono.

AH
A’ |1.000
B' | .000
c' |-.820°
Aoz
A B’ C'
Al.860 .568 .49
B|.510 -.823 .253
C1{.000 .000 -.868
AH
A [.550
B |.327 -
C |.768

C.I'
-426
-253

Sagq
B’ (4
.000 .000
1.000 .000
.000  1.000° :
Sa4 Loa
A" B’ G A" B’
A' [1.000 .000 .000|] A |.510 .568
B | .000 1.000 .000| =B | .303 -.823
C'|-.820 .000 1.000] C |.712 .000
212 .8% 1.000
vZlZ 921 1.000
2 1.079 1.000
e :
Tabella 105.
Aog
B’ ¥
. 568 .426
.823 . 253 Tabella 106.
.000 -.869

-.868
-999
.999

1.001

di ruotare A senza danno, mentre se ruotiamo (' facciano un passo ¥pdietro ri-

spetto alla struttura semplice.

Nei diagrammi ortogonali che rappresentano

strutture oblique ogni vettore di riferimento risulta artificiosamente sovrap-
posto all*® iperpiano dell* altro vettore, e solo sotto quest’ ultimo aspetto, in
quanto iperpiano,- fornisce informgzioni attendibili.
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Fo _ hoa Va
3 A B (4 ! A" B’ c: A" B' G’
1| .507 -.850 .031] 4 [550 .s68 .426] 1 [ .025 .988 -.026]
2| .711 -.246 .310| ° B [.327 -.823 .253|=2 | .582 .640 -.004
3| .68 .43¢ .417| ‘C |.768 .000° -.869| 3| .813 .005 .020
4| .504 .344 .261 : 4 | .590 .003 .075
5| .809 .548 .192 51 .73 .00 .316
6 | .39 .217 -.252 6| .05 .008 .414
7 | .595 .381 -.617 7 {-.022 .02¢ .886.
8 | .746 -.482 -.32 8 | .006 .804 .487
9 | .249 -.369 -.008 9 | .010 .445 .020
2 |5.148 -.003 .005 2 |2.83¢ 2.926 2.188
Contr. 2.834 2.926 2 188
Tabella 107.
Aoa ‘Aoa Ca
o e Al B G R R
A" |.550 .321 .788| A |.550 .568 .426| A" | .999 .043 -.350
B' |.568 -.823 .000| "B |.327 -.823 .253|=B' |.043 1.000 .034
C' |.426 .258 -.869| C |.768 .000 -.869 | C' |-.350 .034 1.001

Tabella 108.

La nuova struttura raggiunta in seguito alla rotazione e’ rappre-
sentata dai diagrammi A"B' (fig. 103), A"C‘ (fig. 104) e B'C’ (fig. 105,
rimasta invariata) ed € una struttura semplice. Considerando infatti
nulle le proiezioni inferiori a +03. la struttura fattoriale viene a
corrispondere allo schema di tab.109, cioe’ nessun test e saturato da
tutti e tre i fattori, nessun fattore satura tutti i tests e per ogni
coppia di fattori ci sono alcuni tests con saturazione zero in un fat-
tore e saturazione significativa nell® altro.

C!

=]

A”

Tabella 109.

O e w N
© O OO
MHO OO0 OO MM
QP52 Moo
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La prosecuzione della Cronologia delle strutture indica il cammi-
no percorso a partire dalla III struttura.

IV struttura (obliqua) A’B'C’ V struttura (obliqua) A"B‘C’

8. A'C' Z60°0' (ry,cr = .495) 10. A*B' X 88° (r,»gs = .043)
Punti 1, [9] sul piano A’ Punti [7], 8. [9], [1] sul pia-
Punti 2, [3], [9] sul piano C’ no A"

(4'et =A'CH Punti 3, 4, 5, 6, [7] sul pia-

9. B'C' X 88° (rgior = .034) no B’

Punti 2, [3], [9] sul piano C’ (A"B — A"B")
Punti 3, 4, 5, 6, [7] sul pia- 11. A"C’ 4 1102 (ravgs = -.350)
no B’ Punti [7]; 8, [9]. [1] sul pia-
no A"
Punti [1]; 2, [3], [9] sul pia-
no C'
CAYC =AY
12. B'C" (v..9)

(B'€ = B'CH

Struttura semplice raggiunta
con buona approssimazione.
Possibilita’ di ulteriori
aggiustamenti.

5. Precisazione della struttura semplice

Tuttavia, trattandosi di dati non sperimentali, vi e’ la possibi-
lita’ di raggiungere la struttura semplice con una precisione ancora
maggiore, mediante lievi aggiustamenti della posizione degli assi. A
questo punto, trattandosi di spostamenti minimi possiamo ruotare contem-
poraneamente piv’ di un asse.

Nel diagramma A"B’ (fig. 103) vediamo che vi e la possibilita’ di
avvicinare maggiormente a zero le proiezioni dei punti 1 e 9 sul vet-
tore A (1), senza per questo allontanare sensibilmente da zero la
proiezione del punto 8. Consideriamo quindi il piano che passa per
ipunti 1 e 9 e ruotiamo il vettore di riferimento A” normalmente
a tale piano. Le proiezioni del vettore ruotato A”, 1.000 su A” e -.025
su B, vengono registrate nella matrice S;s.

Nel diagramma A“C’ (fig. 104) si offre 1’ opportunita’ di migliora-
re approssimandola ulteriormente a zero, la projiezione leggermente ne-
gativa del punto-test 7 sul vettore fattoriale A, senza per questo al-

(1) Il punto 1 si trovava sul piano A/ (fig. 101) e se nme e' allontanato
per effetto della rotazione; tale svantaggio e* pero® abbondantemente compen-
sato in quanto il piano A” comprende ore anche i punti 7 e 8
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o =2

Piano A"
o

i
74 &, 4 5.3

5
i : M 2 3 4 .5 & 7 B8 38 "MA"

>

raugt = . 043

Fig. 103

Rotazione obliqua - piagramma 10,

lontanare sensibilmente da 0 la proiezione del punto-test 8, che essen-
do piv’ vicino all origine sente meno ¥ influenza di una rotaziome. Si
hanno dunque due diverse indicazioni per una rotazione di A, su due di-
versi piani (la prima si riferiva al piano A"B' e quest’ ultima al pia-
no A“C'). In generale non e’ consigliabile operare contemporaneamente
la rotazione di uno stesso asse su due diversi piani, a meno che non si
tratti di spostamenti minimi. Trattandosi, in effetti, di spostamenti
minimi, operiamo la rotazione anche sul piano A”’C’ ruotando A” in sem-
so antiorario, normalmente al piano che passa tra i punti-tests 8 e 7,
in immedista vicinanza di quest’ ultimo. Le proiezioni del vettore ruo-
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o

Alil
T | T “;.'F\"

¢ro e
[ 198

Fangt = -. 350

Fig. 104.

Rotazione obliqua - piagramme 1]..

tato, che e’ sempre A", sono 1.000 su A” e .020 su C’, e vengono regi-
strate nella matrice S,s (1).

Nel diagramma B'C‘ (fig. 105) appaiono opportuni due aggiustamen-
ti: la proiezione del punto-test 1 su C‘e la proiezione del punto-test
7su B'. ¢ci limitiamo a ruotare il vettore di riferimento C' perpendico-
larmente al piano che passa fra i punti-tests i e 2, in prossimita’ del

(1) La proiezione 1.080 su A" e* identica a quella della precedente rota-
zione ed e’ gia’ stata segnata.
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in
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O

Fig. 105.

Rotazione obliqua - piagramma 12 .

primo. Si registrano nella matrice S,s anche le proiezioni di C" su C'
(1.000) e su B* (.026).

I calcoli relativi a queste rotazioni simultanee sono compresi nel-
le tabb. 110-114. Dalla matrice Cg risulta che la obliquita’ degli assi
¢’ contenuta entro 1imiti tollerabili.
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) 345
_ AHJ B.I' CJ'J
A" | 1.000 .000 .000
B' |-.026 1.000 .026
: Tabella 110.
c'| .020  .000 1.000 qoERe
Aoa _ Ssis . Los
AH B ' C.‘ KU’ BJ‘ | CH Xﬁ' B Cﬁ‘
A|.550 .568 .426| A” [1.000 .000 .000{ A | .544 .568 .441
B|.327 -.823 .253| * B’ |-.026 1.000 ..026| =B | .353 -.823 .232
C|.768 .000 -.869 C' | .020 .000 1.000 C|.751 .000 -.869
3% .985 1.000 1.003
V312 .992 1.000 1.002
Vit 1.008 1.000 .998
Tabella 111.
Aos
A:.r.' Bl C.r.‘
A |.548 . 568 .440
B |.356 -.823 . 232
c |.757 .000 -.867 Tabella 119.
Fo _ Aos : Vs
N A B C ) B AH’I BJ‘ CH' 1 B AH Bn‘ CH _
1| .507 -.850 .031| A |.548 .568 .440( 1|-.002 .988 -.001
ol .71 -.246 .310|:B|.356 -.823 .232|=2| .569 .640 .013
3| .68 .43¢ .417| C|.757 .000 -.867| 3| .820 .005 .01
4| .504 .344 .261 4| .596 .003 .076
5| .809 .548 .192 5| .78¢- .009 .317
6| .39 .217 - .252 6| .0oe7 .008 .414
7| .595 .381 -.617 7]-.0056 .024 .885
g8 | .746 -.462 -.329 8| -.0056 .804 .06
9 | .249 -.389 -.008 o9|-.001 .445 .030
2 |5.148 -.003 .005 | 2|2.825 2.926 2.23 |
contr. 2.824 2.926 2.260

Tabella 113.
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ﬂés Aos Cs
A B C £ B & B ¢
A"|.548 .356 .751| A |.548 .568 .440| A" [1.000 .018 -.333
B |.568 -.823 .000|-B|.356 -.823 .232|=B‘| .018 1.000 .059
C"|.440 .232 -.867| C |.757 .000 -.867| C”’|-.332 .059 .999

Tabella 114.

en)

. Alﬂ

.018

H

!‘A.r.;rB r

Fig. 108.

Rotazione obliqua - piagramma 13.
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4 ° 6

{9 __ Piano C 2.

T T ! [ H T "’ m
ENE Ve 1Y 2 ah.ah 5 bt L Bl Aar B

I‘Ar:-;cn = -.332
Fig. 107.

protazione obliqua - piagramma 14.

Dai diagrammi delle figg. 106, 107, 108 relativi alla matrice Vs
si vede (come del resto era possibile leggere in Vs) che le rotazioni
eseguite hanno precisato ulteriormente la struttura semplice. Il piano
A" contiene i vettori-tests 1, 7, 8, 9. Il vettore B’, che non era stato
ruotato, offre tuttora la possibilita’ di operare un teggero aggiusta-
mento, e percio’ si procede ad una rotazione nel piano B'C” (fig. 108)
in modo che il vettore ruotato B” sia perpendicolare al piano che com-
prende i punti-tests 6 e 7, Nella matrice Ssg vengono registrate le pro-
iezioni 1.000 e -.020 del vettore ruotato B’ rispettivamente su B’ e
gt G2,



292 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

C
&
9147
.8.—
d=
om
6 %
P~
5 Q
4_I6
.3.85
2
1_
84 el
-3 | 1 | | - = [ﬁ 1 a1 L .‘]‘.BI
= = . - - "
= 1524 30 43 50 & 7 B9 | B
—q =
rgier = .059
Fig. 108.

Rotazione obliqua - piagramma 15.

I1 vettore C” offre la possibilita’* di un leggero aggiustamento
nel piano A"C" (fig. 107). Percio’ si procede a ruotarlo in modo che
venga ad essere perpendicolare al piano su cui giacciono i punti-tests
2 e 3. Le proiezioni di C" su C" (1.000) e di C" su A" (-.020) vengono
registrate nella matrice Sgq.

I calcoli relativi alla rotazione sono compresi nelle tabb. 115-

119.
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- AH’
A" 11.000
B' | .000
o 15000
Aos
A" B’ G’

Al.548 .s568 .a40
B|.356 -.823 .232
cl.7s1 .000 -.867

A.f ;'l
A |.548
B |.356
C |.757

-
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-

'SSB \
Bﬂ CJP
.000 -.020
1. 000 .000 _
-.020 1.000 Tabella 115
Sse Pl gt |2
;{” B ' G.H‘ quH BH C m
A" 11.000 .000 -.020] A |.548 .53 .42
-B'"| .000 1.000 .000| =B |.356 -.828 .235
¢'| .000 -.020 1.000) C | .757 .017 -.882
%1% 1.000 .998 1.013
V312 1.000 .999 1.006
1
fﬁiﬁh 1.000 1.001 1.003

Tabella 116.

Aoe

B.rr Cru
-.560 - 430
-.829 . 226

-.017 -.83§A Tabella 117.
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Fo Aos Ve

4 “B. _wC AN BN o AL B g
.507 -.8%0° .031 .948 .560 .430 -.002 .989 -.002
771 -.246 .310| ° .356 -.829 .226 .269  .641 .002
.638  .434 .417 787  .017 -.885 .820 .004 .003
.504° .344 .261 596 .002 .063
.809 .548 .192 784 .002 .302
.329 .217 -.252 067 .000 .414
.595 .381 -.617 -.005 .007 .888
746 -.462 -.329 -.006 .75 .508
-.001 .445 .031

H

O oo
M O o -1 b

MO0 aI® e W oy

2.825 2.885 2.209

Contr. 2.82¢ 2.85 2.209

Tabella 118.

Aos hos Gs
A B G A" B" c" A" B" c"

A"|.548 .356 .757| A[.548 .560 .430| A"[1.000 .025 -.354
B! |.560 -.8%9 .017|°-B|.356 -.829 .226| =B'| .025 1001 .0
C"|.430 .226 -.885| C|.757 .017 =-.885| C"|-.354 .039 1.019

Tabella 119.
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o)

1%
oLy

o P

J"'Ar;:Bu = 025

Fig. 109.

Rotazione obliqua - Diagramma 1.
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5%8°

s
sln

?“j;dﬁ = -,.354

Fig. 110.

Rotazione obliqua - piagramma 17.
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rguegr = .039

Fig. 111.

Rotazione obliqua - piagramma 13.
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I’ ulteriore precisazione della struttura semplice raggiunta attra-
verso ai successivi aggiustamenti e’ riassunta nella Cronologia delle
strutture.

VI struttura (obliqua) A"B'C" VII struttura (obliqua) A"B"C"
13. A"B' X 89° (rymgs = .018) _ 16. A"B" X 89° (rymgr = .025)
Punti 1, 7, 8, 9 sul piano A" Punti 1, 7, 8, 9 sul piano A"
Punti 3, 4, 5, 6, [7] sul pia- Punti 3, 4, 5, 6, T sul piano

no B' : B" '

14. A"C" X 109° (rymce = -.332) = 17. A"C"” X 111° (rymem = -.358)
Punti 1, 7, 8, 9 sul piano A" punti 1, 7, 8, 9 sul piano A"
punti 1, [2], [3] sul piano C" Punti 1, 2, 3 sul piano C"
A'e' —A"c”)

15. B'C" X 87° (rgrev = -059) 18. B"C" X 88° (rgugn = .039)
Punti '3, 4, 5, 6, [7] sul pia- Punti 3, 4, 5, 6, 7 sul piano

no BI S Bn .
punti 1, [2]; [3]sul piano C” Punti 1, 2, 3 sul piano C”
{(B'C" = B'C))

6. Il metodo dei vettori estesi (1)

0ltre al metodo radiale, descritto nei precedenti paragrafi, sono
stati proposti altri procedimenti per raggiungere, attraverso alla ro-
tazione dei vettori fattoriali, la struttura semplice, o almeno una
struttura piw semplice di quella ottenuta inizialmente. Tra questi
procedimenti va ricordato il metodo dei wvettori estesi, dovuto pure a
Thurstone, metodo che, nel caso di una struttura tridimensionale, ¢’
particolarmente vantaggioso in quanto consente di raggiungere la solu-
zione attraverso una sola rotazione. Considereremo quindi 1’ applica-
zione di tale metodo ad una struttura fattoriale tridimensionale.

I1 punto di mrtenza del procedimento e’ una struttura in cui uno
degli assi fattoriali ha soltanto proiezioni positive. Tale struttura
e molto comune, perche’ rappresenta il punto di arrivo dell’ amalisi
centroide, quando la matrice delle correlazioni commende soltanto cor-
relazioni positive (2). come e stato detto nel cap. IV, nella struttu-
ra tridimensionale ottenuta con 1’analisi centroide i vettori-tests si
dispongono obliquamente intorno al semiasse positivo del I fattore. Pro-
lungando i vettori-tests fimo a che ciascuno di essi ha una proiezione
1.000 sul semiasse positivo del I fattore (fig. 112), le loro estremi-

(1) Vettori "estesi” significa vettori prolungati.
(2) Tale punto di partenza si puo’ comunque raggiungere riflettendo i
tests che danno proiezioni negative sul primo fattore.
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rd

Fig. 419,

mita’ vengono a trovarsi tutte su un piano perpendicolare all’ estremi-
ta’ del I vettore fattoriale e percio’ a distanza 1.000 dall’ origine
degli assi (1).

' Tale piano presenta il seguente quadro: un insieme di mnti, che
sono le estremita’ dei vettori-tests prolungati, e un punto, in posi-
zione centrale rispetto agli altri punti, che rappresenta 1’ estremita’
del I vettore fattoriale (fig. 113).

11 modo in cui si dispongono i suddetti punti, cioe’ le estremite’
dei vettori-tests, su questo piano, consente di stabilire immediatamen-
te se, ed entro quali limiti, la configurazione dei vettori-tests e’
suscettibile di una descrizione fattoriale “semplice”, o, in altre pa-
role, se e’ realizzabile una struttura semplice. Si dimostra infatti
che, quando la configurazione dei vettori-tests e’ tale da poter costi-
tuire una struttura semplice, 1’ insieme dei punti determinati dall® in-
tersezione dei vettori-tests con il piano perpendicolare al primo asse
centroide, assume la forma di un triangolo.

Ricordiamo che, quando si realizza una struttura semplice tridi-
mensionale, ogni test ha almeno una saturazione nulla; cioe’ ogni test,
avendo proiezione zero su un asse fattoriale deve giacere su un piano
che e’ perpendicolare a quell’ asse e passa per 1’ origine degli assi (2).

(1) Thomson rende intuitiva la precedente descrizione considerando
gli assi fattoriali centroidi II e III tracciati sul pavimento di una stan-
za, e i1 I asse fattoriale centroide posto verticalmente al pavimento e
lungo fino al soffitto. L*'altezza della stanza viene assunta come unita™ di
misura e quindi pari alla lunghezza del veittore fattoriale unitario, ed il
soffitto corrisponde al piano perpendicolare che e* raggiunto dalle estremita’
dei vettori-tests (segmentl obligui che partono dal punto di imedntro dei tre
assi) quando sono prolungati in modo da avere una proieziome 1 Sul I asse
(fig.(;#S%h test puo’ avere saturazione nulla in due fattori, ed allora dovra’

giacere contemporaneamente sui due piani perpendicolari ai due vettori fatto-
riali, e si trovera’ quindi a coincidere con 1fintersezione dei due piani.
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Fig. 113 (da Thomson).

(I dischetti segnano le
estremita’ di ¢ vettori-
tests, che, estesi, rag-
giungono il "soffitto”).

Vi sono tre di questi piani (uno per fattore) ed ogni vettore-test de-
ve essere compreso in uno di questi piani.

Dungue, una configurazione tridimensionale di vettori-tests e su-
scettibile di costituire una struttura semplice (quando i tre assi fat-
toriali siano convenientemente orientati) solo se tutti i vettori-tests
sono compresi in tre piani.

?
o
%3 1;] § 2. 20
19 :

o1 %4 Fig. 114.

Intersezioni di 25
13 16 ﬁ vettori-tests
o . “estesi” com il
?55 1;? A piano perpendico-
lare all® estremi-
z %1 % ta' del I vettore
fattoriale.

Poiche’ gli assi fattoriali non sono ne’ collineari ne’ paralle-

-1i, i1 suddetti tre piani non possono essere ne’ coincidenti ne’ paral-

leli e quindi si intersecano. E poiche’ passano tutti e tre per uno
stesso punto, cioe’ per I1' origine degli assi (e dei vettori-tests): tre
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piani intersecandosi vengono a costituire una piramide triangolare con
il vertice in corrispondenza all’ origine degli assi; e I’ intersezione
dei tre piani (cioe’ delle tre facce della piramide) con il piano per-
pendicolare all’ estremita’ del primo asse centroide costituisce un
triangolo (fig. 113).

Di conseguenza, se la configurazione dei vettori-tests e’ suscet-
tibile di costituire una struttura semplice, i vettori-tests devono es-
sere tutti compresi nei piani che costituiscono le facce della pirami-
de, e i punti di intersezione dei suddetti vettori-tests prolunga-
ti (1). col piano perpendicolare al primo asse centroide devono dispor-
si Jungo i lati di un triangolo.

Individuata in tal modo la semplicita’ della struttura, cioe’ la
possibilita’ di orientare gli assi in modo che ciascun vettore-test ab-
bia proiezione nulla su almeno un asse, si orientano adeguatamente gli
assi, cioeznsi esegue la rotazione di tutti e tre gli assi fattoriali,
orientando ogni asse perpendicolarmente ad uno dei piani contenenti i
vettori-tests, o, in altre parole, perpendicolarmente ad una delle fac-
ce della piramide (2); e si determinano quindi le proiezioni dei vetto-
ri-tests sui vettori di riferimento.

Passiamo a descrivere il procedimento con riferimento ad un esem-
pio. Potremmo usare a tale scopo sia i dati relativi alla struttura
semplice ortogonale che ci sono serviti per dare una dimostrazione del-
“le rotazioni grafiche, sia i dati relativi alla struttura semplice o-
bliqua utilizzati nel presente paragrafo, trattandosi, nell® uno e nel-
I’ altro caso, di strutture tridimensionali. Ma e’ preferibile applica-
re il procedimento ai dati relativi alla struttura semplice obliqua,
che rappresenta il caso generale,

Si parte, come nel paragrafo precedente, dalla matrice fattoriale
centroide che viene trascritta in tab. 120. 8i tratta ora di prolunga-
re ogni singolo vettore-test fino al punto in cui la sua proiezione sul
vettore fattoriale A e’ uguale a 1. In altre parole, la matrice dovra’
venir trasformata in modo che i numeri della I colonna, che sono le pro-
iezioni dei tests sul vettore fattoriale A, siano tutti vguali a 1. Ma
tale scopo deve venir raggiunto modificando soltanto la lunghezza dei
vettori-tests, non la loro direzione, cioe’ mantenendo costanti gli an-
goli che essi formano fra loro e con i vettori fattoriali,

(1) Va tenuto presente che i vettori-tests che prolungati si allineano
lungo 1 lati del triangolo, giacevano anche in origine (prima di venire pro-
lungati) sulle facce della piramide di cui il triangolo costituisce la base, e
che il prolungarli non modifica il loro orientamento e quindi il fatto di gia-
cere sui piani che costituiscono i lati della piramide non puo’ dipendere dal-
1’ operazione di prolungamento dei vettori. Il prolungamento dei vettori e’
cioe’ un utile artificio che, portando su uno stesso piano le estremita® di
tutti i vettori-tests, permette di stabilire per semplice ispezione se essi
giacciono su tre piani passanti per 1’origine.

(2) Se la struttura semplice e' ortogonale, i vettori fattoriali coineci-
deranno con le intersezioni dei piani, cioe’ con i tre spigoli della piramide:
non cosi* se la struttura semplice e’ obligua.
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vVettori estesi

A B ¢ Ag Bg c.
1 500 -.850 .031 1.000 -1.6745 .0611
2 s TTL -. 246 .310° 1.000 - .3198 -4030
3 .638 .434 .417 1.000: .6814 . 6547
4 .504 .344  .261 1.000  -6811  .5168
5 .809  .548  .192 1.000  .6795  .2381
6 .329 « 21 -.252 1..000 .6597 =~ .7661
7 =505 .381 -.8617 1.000 .6401 -1.0366 Tabella i20-
8 .746 -.462 -.329 1.000 - ..6191 - .4409
9 .249 -. 369 -.008 1. 000 -1.4834 - .0322

poiche’ modificando la lunghezza di un vettore applicato all’ ori-
gine (mantenendo costante il suo orientamento nello spazio) si modifi-
cano proporzionalmente le sue proiezioni ortogonali sugli assi (fig.
115), e" evidente che i
B vettori estesi avranno
! proiezioni fattoriali pro-
E porzionali a quelle dei
! vettori originari. Se dun-
i que un vettore viene pro-
! lungato fino ad avere una |
i proiezione unitaria sul
E primo fattore, avra’ su-
I gli altri fattori proie-
i zioni proporzionalmente
i modificate.
i pungue, per calcola-
0 P Q .re le proiezioni (e quin-
di le saturazioni) sugli
! altri due assi fattoriali
Fig. 115 di un vettore-test prolun-
gato tanto da avere pro-
iezione i sul i° asse centroide, bisogna calcolare il coefficiente che,
moltiplicato per la saturazione nel primo fattore, da’ 1, e quindi mol-
tiplicare anche le saturazioni negli altri due fattori per lo stesso
coefficiente.
In altre parole, siccome per ottenere che la proiezione a; di un
vettore~test i sul primo fattore, A, diventi uguale a 1, si deve divi-
dere a; per o, [ 2* = 1] cioe’ moltiplicare a; per :
1 ' i
lare le proiezioni del vettore prolungato sugli altri due assi fatto-
riali Be ( bastera’ moltiplicare le proiezioni originarie b; e c;
1

(23]

-

A (Y

, ber calco-

ber
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Matrice cent¥oide Coefficienti di Matrice dei vettori
25 trasformazione estesi Eg
1
A B C ay —= AE BE CE
ay

1

1 .507 -.850 .031 @G = 5000 === 18T 1.000 -1.6745 .0611
» @
. T

2 71 =246 .310 a = Tl = =1.30 1.000 - .3198 .4030
2
: 1

3 .63 .434 - 417 Oy = .638 ——= 1.57 1. 000 .6814 .6M7
Qg

1 .

4 .504 344 .261 aqg = .504 ——=1.98 1. 000 .6811 .5168
ay
' 1

5 .809 .548 .192 as = .809 =1.24 1. 000 .6795 .2381
Qg
1

6 .329 .217 -.252 az = .329 = =3.04 1. 000 .67 -.T7661
(=]
1

7 .595 .381 -.617 a=-%85 —=1.68 1.000 .6401 -1.0366
a,
1

8 .746 -.462 -.329 ag = .7T46 ——=1.34 1.000 -..6191 -.4409
ag
1

9 .249 -.369 -.008 ag = .29 ——=4.02 1.000 -1.4834 -.0322
ag

Tabella 121.

Si tratta quindi semplicemente di moltiplicare la prima riga

della matrice centroide per

, e cioe’ (.507)(1.97) = 1.000;
ay

1
(-.850) (1.97) =--1.6745; (.031)(1.97) = .0611; la seconda riga per > ;e

2
cioe’ (.771)(1.380). = 1.000;. (-.246)(1.3D) = -.3198;. (..310) (1. 80); =,4.030;
ece. (tab. 121).

Ottenuta in tal modo la matrice delle proiezioni dei vettori este-
si, si puo’ costruire il diagramma dei punti di incontro dei vettori e-
stesi con il piano perpendicolare all’ estremita’ del vettore fattoria-
le A.
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Rastera’ a tale scopo tracciare i vettori fattoriali ortogonali B
e C e individuare i punti che hanno sui due vettori fattoriali le pro-
jezioni elencate nella matrice E, dei vettori estesi. Cosi’ ad esempio
il punto 1 avra’ sull’ asse B la coordinata -1.6745 e sull’ asse C la coor-
dinata .0611, cioe’ approssimativamente (-1.67) e (.06); il punto 2
(-.32) e (-40), ecc. (fig. 116).

Questo modo di procedere si giustifica in quanto, essendo uguali
le proiezioni dei vettori-tests estesi sul fattore A, tali proiezioni
ci dicono soltanto che tutte le estremita’ dei vettori-tests estesi
(cioe’ i punti-tests) si trovano nel piano perpendicolare al vettore
fattoriale A, a distanza +1.000 dall’ origine. La posizione dei punti
nel piano suddetto ¢’ determinata dalle proiezioni sugli assi B e C.

[In realta’ , tracciando i vettori B e C, ci comportiamo come se la
proiezione su A fosse zero, cioe’ come se il piano fosse il piano indi-
viduato dai vettori Be C, il quale passa per 1’ origine; infatti la po-
sizione dei punti nel piano dipende soltanto dalle coordinate B e (l“? ]
Comunque e’ -piwsemplice considerare di aver proiettato i vettori fat- (&
toriali Be C su un piano parallelo a quello imdividuato dai predetti
vettori, a distanza unitaria in direzione del verso positivo di A (1).

Eseguito il diagramma, vediamo subito che i punti-tests sono alli-
neati abbastanza esattamente in modo da individuare un triangolo. Trac-
ciato il triangolo (fig. 117) abbiamo individuato i tre piani che con-
tengono i vettori-tests: essi sono le tre facce della piramide che ha
i1 vertice nell’ origine degli assi (o della struttura vettoriale) e la
base nel piano perpendicolare ad A, a distanza 1.000 dall’ origine (la
base della piramide e’ il triangolo tracciato in fig. 117).

si tratta ora at eseguire la rotazione degli assi dalla loro posi-
zione attuale a quella che realizza la struttura semplice, in cui ogni
asse ¢ perpendicolare ad uno dei tre piani che contengono i vettori-
tests. La mafrice di trasformazione, cioe’ la matrice dei coseni degli
angoli che i nuovi assi formano con gli assi originari, si ottiene, co-
me al solito, in due tempi. Si costruisce anzitutto, ricavando i dati
dal diagramma, la matrice dei coseni dei vettori lunghi (2), e poi, nor-
malizzando quest’ ultima, la matrice A dei coseni dei vettori unitari,
cioe’ la matrice di trasformazione.

(1) In altre parole, riferendoci a fig. 113, nel primo caso le estremita‘
dei vettori fattoriali estesi verrebbero proiettate sul "pavimento!, mentre
nel secondo caso, gli assi del II e del ILJ fattore verrebbero proiettati sul
nsoffitto”. Ma il quadro che ne risulta, sull®uno e sull*altro piano, e’ iden-
tico.

(2) Per evitare -confusione usiamo due diverse espressioni, “vettori lumn-
ghi” e "vettori estesi”’. Con la prima indichiamo il prolumgamento dei vettorti
fattoriali ruotati per ottenere una proiezione unitaria su wno dei due vettori
fattoriali originari (v. Parte II, Cap. VI, § 2): menire con 1” espressione
tyettori estesi” indichiamo l*operazione descritta in questo paragrafo, per
cui i vettori-tests vengono prolungati fino ad ottehiere che le loro estremita‘
raggiungano il piano perpendicolare all® estremita’ del I vettore fattoriale.
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Per costruire la matrice [ si puo® procedere nel modo. seguente (1):

1) Per ognuno dei tre lati del triangolo si traccia la perpendi-
colare che passa per 1’ origine degli assi degli assi Q' (v. fig. 117).
Tali perpendicolari vanno prolungate di la’ dell’ origine finche’ hanno
mna proiezione unitaria sul vettore fattoriale centroide piw vicino.
(In fig. 117 la perpendicolare al piano ¢, denominata A’, ha proiezio-
pe -1.000 sul vettore C che e’ il vettore fattoriale centroide piu’-
vicino ad A': la perpendicolare al piano B, B, ha proiezione -1.000
sul vettore B; la perpendicolare al piano y, C’, ha proiezione .1.000
sull’ asse ().

2) Si leggono le proiezioni di ognuna delle suddette perpendicola-
ri sui vettori fattoriali Be C e si trascrivono nella matrice L.. (A’
ha proiezione -1.000 su.C e .25 su B; B’ ha proiezione -1.000 su B e
.02 su C; C' ha proiezione 1.000 su C e .486 su B).

3) Le proiezioni sul vettore fattoriale A non si possono leggere
nel diagramma, poiche’ A essendo perpendicolare .al diagramma e’ rappre-
sentato soltanto dal punto di incontro ('degli assi. Si puo’ tuttavia
dimostrare (2) che la proiezione di un vettore ruotato prolungato M’
sull’ asse A ¢ pari alla lunghezza del segmento!ﬁ§rde1 vettore centroi-
de che forma 1° angolo piw piccolo con M’ (in cui O e I’ origine ed S
e il punto di incontro con la traccia del piano p). (A" ha proiezione
.48 su ‘A, B' ha proiezione .67, C' .725). Va tenuto presente che le
proiezioni sono tutte positive, anche quella di C’, benche’ sia stato
utilizzato il semiasse negativo di C. Sono negative soltanto quando la
estremita’ della perpendicolare e la traccia del piano ' (@l quale essa
¢ perpendicolare) si trovano tutte e due dalla stessa parte rispetto \
all’ origine. _ pol o o i oS B s U T b '

(1) Per ottenere la matrice [, cioce’ i numeri proporzionali ai coseni de-
gli angoli formati dagli assi ruotati con gli assi originari, si puo® procede-
re in due modi; 1) Impostare le equazioni dei lati del triangolo formato dalle
tracce dei piani contenenti i vettori-tests (fig. 117): i coefficienti delle
tre equazioni sono gli elementi delle tre colonne della matrice [, inm quanto
sono proporzionali ai coseni che le normali ai tre lati del triangolo formano
con gli assi cartesiani, cioe’ con i vettori fattoriali centroidi; essendo le
sunddette normali ai lati del triangolo, proiezioni delle normali ai piani con-
tenenti i vettori-tests sul piano del triangolo, cioe* proiezioni degli assi
ruotati, i coefficienti delle tre equazioni sono proporzionali ai coseni degli
angoli formati dagli assi ruotati con gli assi originari. 2) Procedere come al
solito, servendosi delle proiezioni degli assi ruotati nel piano del triango-
lo, e cioe’, prolungare tali proiezioni fino ad ottenere una proiezione unita-
ria su uno degli assi, leggere la proiezione sul secondo asse, e servirsi di
unga via indiretta per ottenere la proiezione sul I asse, che non e° rappresen-
tato nel disegno. Useremo prima il secondo procedimento, che appare piu’ sem-
plice- in quanto e’ una estensione del procedimento usato, ma ripeteremo il
caleolo presentando anche il secondo procedimento, che da’ meno facil'mente
luogo a sviste ed errori. =

(2) La dimostrazione implica la considerazione del piano AC (o rispetti-
vamente AB), non rappresentato in fig. 117 , e si basa sull’ uguaglianza di due
triangoli rettangoli i cui cateti maggiori sono i vettori unitari 4:e B (o O)
e i oui cateti minori sono le proiezioni del vettore ruotato prolungato’ i’ su
A e il segmento (S,
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Ottenuta in tal modo la matrice L, si procede, come con il metodo
descritto nei precedenti paragrafi, alla “normalizzazione per colonne”,
cioe’ si moltiplica ogni colonna per un coefficiente tale da rendere
le somme dei quadrati degli elementi di ogni colonna uguale a 1, otte-
nendo cosi’ la matrice di trasformazione Ay, (tab. 122).

So1 = Lo1 ‘Ao
Ar Bl‘ Cf . Al" B.I' Ci’
A . 480 .670 1251 A 422 551 550
B . 250 -1. 000 . 466 B . 220 -«831 .353
_C L‘l. 000 .020 1. UOIL C |-.880 017 .758

207" 1993 1.449  1.743

VL2 1137 1.204 1.743

1 .
—— 1.880 “B8iied o
Yok 8 83 758

Tabella 129.

| Prima di procedere '‘al calcolo delle nuove saturazioni dei tests
nei f&%tori ruotati diamo dimostrazione di un altro procedimento per ot-
tenere la matrice [, cioe? impostando le equazioni delle rette che for-
mno il triangolo di fig. 117 (3).
Un semplice metodo per ottenere tali equazioni e quello di usare
la formula
¥ z

-

a b

= 1,

in cui a e b sono le misure dei segmenti degli assi A e B intercettati
dlla retta (cioe’ dal lato del triangolo o dal suo prolungamento).

Ma tale metodo sarebbe molto scomodo da applicare al nostro esem-
pio, poiche’ uno dei lati del triangolo e’ pressoche’ parallelo all’® as-
e (. Percio’ si procede dalle coordinate dei vertici del triangolo
scrivendo le equazioni dei lati secondo la formula seguente:

(lv -mu) + (m - v)y+ (u-1)z=0

in cui I ed m sono le coordinate di un vertice ed u e v sono le coor-
dinate dell’altro vertice.
8i ottengono le seguenti equazioni:

(1) vedi THOMSON, oOp. cit., Cap. XI.
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- Per il lato che costituisce 1’ intersezione del piano & con il
piano perpendicolare all’ estremita’ del I vettore fattoriale
{(-1:6745Y1.6547) - (.0611)(.6814)} + {(.0611) - (.654T)} ¥ '+
+ {(.6814) ~(-1.6745)} z = 0
da cui, fatti i calcoli, si ottiene 1.1376 - .5986 y + 2.3554 z = 0.
- Per il lato che costituisce 1’ intersezione del piano (3

{(.6814) (-1.0366) - (.6547)(.6401)} + {(.654T) = (~1.0366)}y +
+ {(.6401) - (.6814)} z =0
da cui -1.1254 + 1.6913 y - .0413 z = 0

- Per il lato che costituisce 1’ intersezione del piano y

{(.6401)(.0611) - (-1.0366) (-1.6745)} + {(-1.0366) - (.0611} ¥ +
+ f(-1.6745) - (.6401)} z = 0
da cui -1.6962 - 1.0977 y - 2.3141 z = 0.

Si devono quindi “normalizzare” i coefficienti delle equazioni,
dividendo ogni equazione per la radice guadrata della somma dei gquadra-
ti dei coefficienti. Le tre equazioni assumono allora la forma seguen-
te:

-.4241 -.2213 y -.8781 z =0
-. 5539 8324 ¥ -.0203 z = 0
-.5521 . 3573 y -.7533 z =0

[a trasposta della matrice costituita dai coefficienti delle tre equa-
zioni e’ la matrice di ftrasformazione Ag;.

~.4241 -.5539 -.5521
-.2213 .832¢ -.3573 ='Aoa
.8781 -.0203 -.7533

Dal confronto risulta che la matrice ottenuta con 1’ altro procedi-
mento corrisponde a questa con sufficiente approssimazione (i primi due
decimali sono identici in tutti gli elementi). Per i segni le due ma-
trici sono I’ una 1’ inversa dell’ altra, ma cio’ non porta a nessun cam-
biamento poiche’ i fattori si possono riflettere a piacimento. In man-
canza di altri eriteri differenziali e’ preferibile adoperare la matri-
ce che avendo un piccolo numero di elementi negativi dara’ una maggio-
ranza di saturazioni positive.

Ottenuta . la matrice di trasformazione, Ag; possiamo calcolare le
proiezioni- dei vettori-tests nei vettori fatteriali ruotati, moltipli-
cando la matrice fattoriale originaria per la matrice di trasformazio-
ne ‘A. Se moltiplichiamo per Ap, la matrice dei vettori éestesi Eg;, otter-
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remo la matrice ruotata Vg che ayra’ pure i vettori estesi, e quindi
per poter ottenere la matrice ruotata V, dovremo dividere ogni riga
della matrice per lo stesso coefficiente per il quale la riga corri-
spondente della mafrice centroide era stata moltiplicata per trasforma-
re la matrice centroide nella matrice dei vettori estesi (v. tab. 121).
Ma possiamo evitare queste operazioni moltiplicando la matrice centroi-

+L de Fy per la matrice di trasformazione Ay, cosi’ da ottenere diretta-

.;Imente la matrice ruotata V¥, (1) (tab. 123).
A .E.ﬂ?‘fvﬁffpb Loz &
unddn B C _ 4 B ¢ A B
.507 -.850 .031 Al 24220 (557 550 .000 .989 .002
.T71 -.246 .310| * B| .220 -.831 .353 -.002: 639 572
c -.002 .001i .820

.638 .434¢ 417 -.880 .017 .758
.058 -.001 .596

.504 .344 .261] . :
809 .548  .192 A e s ) .293 -.001 .784
320 .217 -.28%2 408 ~.002 .0B7
.595 .381 -.617 .878 .004 -.006
146 -.462 -.329 502 .793 -.002

.031 .445 .001

.249 -.369 -.008

v O 00 =1 O U1 O b o

M - © €O A1 O U WD T B

5.148

.003 .005

2.166 2.867 2.834

Contr. 2.167 2.869 2.834
Tabellae 123.

palla semplice lettura della matrice V; (tab. 123) si constata che
¢ stata raggiunta, con una sola rotazione, la struttura semplice, e
dal confronto con il risultato delle operazioni di rotazione con il me-
todo radiale di cui ai paragrafi precedenti appare chiaro che i risul-
tati dei due diversi procedimenti sono praticamente gli stessi. Co-
struendo i tre diagrammi A'B’, A'C’, e B’C’ (diagrammi che qui non so-
no riportati) si ottengono sostanzialmente ‘dei diagrammijuguali ai dia-
granmi conclusivi della rotazione obliqua col metodo radiale.

Del resto gia’ dall’ esame del diagramma di fig. 117 risultava che
i punti 1, 2, 3 (cioe’ i vettori-tests 1, 2, 3), trovandosi sulla trac-
cia del piano o, giacciono sul piano & ed hanno quindi proiezione nul-
la sul vettore fattoriale di riferimento A‘, perpendicolare ad ¢/ i pun-
ti 3, 4, 5, 6, T si trovano sulla traccia o in prossimita’ della trac-

(1) Siccome con 1’ operazione di estensione dei vettori-tests, gli angoli
che i vettori-tests formano tra loro e con i vettori fattoriali centroidi re-
stano inalterati, non cambiano neppure gli angoli che i vettori-tests formano
con i vettori di riferimento orientati nel senso della struttura semplice, ne’
gli angoll fra i vettori centroidi e i vettori di riferimento, che costitui-
scono la matrice A Di conseguenza la stessa matrice di trasformazione serve
per calcolare le proiezioni dell’uno come dell’ altre insieme di vettori sugli
assi ruotati
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cia del piano [3, e quindi i vettori-tests 3, 4, 5, 6, 7 hanno proiezio-
ne nulla o pressoche’ nulla sul vettore di riferimento B'; e infine i
punti 7, 8, 9, 1 si trovano sulla traccia del piano Y e quindi i vetto-
ri-tests 7, 8, 9, 1 hanno proiezione nulla sul vettore di riferimento
C'. La struttura, indicata schematicamente in tabella 124 corrisponde

a tab. 109 con la sola eccezione del test 9 che in effetti puo’ essere
considerato approssimativamente monofattoriale, data 1’ entita’ minima
.031 della sua saturazione in uno dei fattori.

gt Bt ¢’

s
o

Tabella 19%.

Q-1 O U W B
M kMM OOOo
- A= R (= B
O O O opd g pd e

©
P4

Dalla moltiplicazione AjiAc: = €1 (tab. 125) risulta che gli assi
fattoriali sono moderatamente obliqui.

E chiaro che il metodo dei vettori estesi, offrendo la possibili-
ta' di raggiungere la struttura semplice con una sola rotazione appare
estremamente vantaggioso in confronto al metodo radiale che procede per
successivi aggiustamenti. Va notato tuttavia che 1° operazione decisiva,
cioe’ la determinazione delle tre rette che individuano le tracce dei
piani, puo® risultare particolarmente difficile e complessa quando si
lavora con dati sperimentali. Il procedimento aumenta poi notevolmente
di complessita’ quando le dimensioni sono piw’ di tre; allora anche il
metodo dei vettori estesi rende necessario operare su piw’ diagrammi
(benche’ il numero di diagrammi sia minore di quello richiesto dal me-
todo radiale). Qui ci limitiamo a considerare il caso della struttura
tridimensionale in cui 1" uso del metodo dei vettori estesi e’ partico-
larmente vantaggioso, per la sua semplicita’ e brevita’.

ﬂéi "fbi = Cﬁ
A B A’ ¢! A B’ G’
A'l.422 .220 -.830 A .422 " .550 A' [1.001 .037 -.357
B'|.557 -.831 .017| ° B —831 .353] =B'| .037T 1.001 .026

C'|.550 .353 .758 C 330 .017 .78 C'1-.357T .026 1.002

Tabella {125.
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7. Struttura e conposizione fattoriale

I/ obliquita’ degli assi porta con se’ una serie di complicazioni.
La prima tra queste e la distinzione tra vettori di riferimento e trac-
ce degli iperpiani, che appare nei diagrammi utilizzati per la rotazio-
ne col metodo radiale. Finche’ gli assi sono ortogonali, ogni asse fat-
toriale coincide con la traccia del piano (o, se gli assi sono piw di
tre, dell’ iperpiano) ortogonale all’ asse stesso, sicche’, per ottenere
proiezione zero su un asse, basta far coincidere il punto-test (che rap-
presenta 1’ estremits’ del vettoie-testj con 1’ altro asse rappresentato nel
diagramma. Quando gli assi non sono ortogonali, bisogna considerare ol-
tre agli assi (vettori di riferimento) anche le tracce dei piani per-
pendicolari agli assi, in quanto la traccia di un piano perpendicolare
.a un asse non coincide con 1’ altro asse (v. figg. 90 e 91).

Un’ ulteriore distinzione si rende necessaria, tra saturazione di
~un test in un fattore, e correlazione tra il test ed il fattore, in quan-
to nelle nuove condizioni non sussiste piw’ 1’ eguaglianza fra saturazio-
ne e correlazione. Si ricordera’ infatti che, sia nel caso particolare
dell’ analisi monofattoriale (Parte I, Cap. II, © 3)., sia nel caso gene-
rale dell’ analisi plurifattoriale (Parte II, Cap. I, $ 3)., la deduzionme
dell’ equazione a; = ry, (o in generale f; = r.p in cui F ¢’ un fatto-
re ed f e il coefficiente di saturazione di un test in quel fattore),
implicava una correlazione nulla tra i diversi fattori: quindi, nella
struttura fattoriale obliqua, essendo i diversi fattori correlati tra
loro, tale relazione non sussiste, cioe’ fi £ rip.

] La non-identita’ fra i coefficienti di saturazione e i coefficien-
. ti di correlazione fra tests e fattori rende necessaria una precisazio-
ne circa la funzione e quindi 1’ utilizzazione dei coefficienti di sa-
turazione f: e dei coefficienti di correlazione rgp. °

Per precisare ulteriormente la distinzione fra correlazione di un
test con un fattore e saturazione di un test in un fattore sara’ utile
riferirci al modello geometrico.

In un diagramma ortogonale, proiettare un punto su un asse signifi-
ca indifferentemente tracciare, per quel punto, la perpendicolare al-

1’ asse o tracciare, per quel punto, la parallela all’ altro asse, in
guanto perpendicolare all’ asse e parallela all’ altro asse coincidono
(fig. 118); ma in un diagramma non ortogonale (fig. 119) la perpendico-
lare ad un asse X e la parallela all’ altro asse Y che passano per uno
stesso punto P non coincidono, e intercettano due diversi segmenti sul-
1’ asse X. quindi in quest’ultimo caso deve essere ulteriormente preci-
sata la nozione di proiezione: si deve cioe‘~specificare se si tratta
di proiezione parallela o di proiezione ortogonale.

I coefficienti di saturazione dei tests sono le proiezioni paral-
lele sui rispettivi vettori fattoriali e corrispondono gquindi, nel mo-
dello geometrico, ai segmenti intercettati su un asse dalle mrallele
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all’'altro asse che pas-
sano per i punti-tests.
Ma tali segmenti
non corrispondono alle
correlazioni fra varia-
bili (tests) e fattori.
Sappiamo infatti che la
X correlazione ry, di un
test ¢t con un fattore A
e il coseno dell’ ango-
lo che il vettore-test
unitario forma con il
vettore del suddetto fat-
tore, cioe® il segmento
Ot', intercettato dalla
Fig. 118. perpendicolare all’ asse
A, che passa per I’ estre-
mita’ del vettore ¢
(proiezione ortogonale).
pobbiamo dunque con-
siderare, nei diagrammi
obliqui, sia le proie-
zioni parallele. sia le
proiezioni ortogonali
dei punti-tests; in quan-
to le misure delle pro-
X iezioni parallele sono i
coefficienti di satura-
zione delle variabili
nei fattori, mentre le
misure delle proiezioni
Fig. 119. - ortogonali sono i coef-
ficienti di correlazio-
ne fra tests e fattori.
A questo punto si rende necessario riprendere in esame la nozione
di struttura fattoriale che richiede un’ ulteriore precisazione. Per
struttura fattoriale si era inteso infatti finora 1’ insieme delle pro-
iezioni di una determinata configurazione di tests sugli assi fattoria-
1i. Ma poiche’ nelle strutture oblique il concetto di proiezione non e’
mivoco, e 1’ insieme delle proiezioni ortogonali sugli assi fattoriali
non corrisponde all® insieme delle proiezioni parallele, e necessario
ricorrere a due diverse espressioni per indicare le due diverse nozio-
ni (1). Si riserva percio’ il termine "struttura fattoriale” ad indica-

~
s In ¥

™,

- - - == ===9 ]

(1) Precedentemente si era fatta la distinzione fra configurazione dei
tests (o delle variabili), cioe’ relazioni spaziali fra vettori-tests, e
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»
5" _
——- = cos§ @ ot = 1
ot
‘ quindi 0t’ = cos @ = ry,
Fig. 120, mentre Qt/ = at

re 1’ insieme delle proiezioni ortogonali dei vettori-tests sugli assi
fattoriali, proiezioni che corrispondono all’ insieme delle correlazioni
fra tests e fattori, mentre viene introdotto il termine di "composizio-
ne (1) fattoriale” ad indicare 1’ insieme delle proiezioni oblique, cioe’
1’ insieme delle saturazioni dei tests nei fattori. Struttura e composi-
#ione hanno due diversi campi di applicazione: la prima, cioce’ I’ insie-
me delle correlazioni fra tests e fattori, fornisce i dati necessari
Per impostare le equazioni di regressione multipla, che permettono di
stimare 1’ entita’ dei diversi fattori nei singoli soggetti (2). la se-
conda, cioe’ I insieme delle saturazioni dei tests nei fattori, forni-
sce i dati per impostare le equazioni di specificazione fattoriale,
cioe’ per conoscere la composizione fattoriale dei diversi tests.

Tale distinzione pone anzitutto un problema. Qual e lo scopo pre-
cipuo dell®analisi fattoriale, la determinazione dei coefficienti di
saturazione che ci consentono di scrivere 1’ equazione di specificazio-
ne fattoriale, o la determinazione delle correlazioni fra variabili e
fattori che ci consentono di scrivere 1' equazione di regressione multi-
pla per il calcolo delle misure probabile dei fattori? La composizione

struttura.fattoriale, cioe’ proiezioni dei tests sui fattori. Qui, dovendosi
prendere in considerazione - come si vedra in seguito - due diversi tipi di
proiezioni, ortogonali e parallele, il termine di struttura viene usato ad in-
dicare soltanto le prime.

(1) Factor "Pattern”.

(2) Vedi Cap. IV. Parte I. Infatti i coefficienti di regressione multi-
pla si calcolano a partire dalle correlazioni.
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fattoriale o la struttura fattoriale? Mentre tanto 1’ una che 1’ altra
sono indubbiamente importanti, Thurstone ha stabilito che la priorita®
spetta alla composizione fattoriale, cioe’ ai coefficienti di satura-
zione fattoriale.'’

Siccome dalla composizione si puo’ calcolare la struttura e vice-
versa, la questione della priorita’ puo’ sembrare un bizantinismo. Se-
nonche’ 1° importanza di questo problema risulta evidente da un’ulterio-
re considerazione. Poiche’ ogni singola proiezione obliqua e diversa
dalla corrispondente proiezione ortogonale, per un determinato orienta-
mento dei vettori di riferimento si potra’ avere o la struttura sempli-

ce nei riguardi delle

proiezioni oblique,cioe’
la composizione sempli-
ce, 0o la struttura sém-
plice nei riguardi del-
le proiezioni ortogona-
1i, cioe’ la struttura
A semplice in senso stret-
to; ma mai 1’una e 1?al-
tra. Consideriamo infat-
ti il diagramma di fig.
1 121.

Fig. 121. Il punto-test P ha
sul vettore di riferi-
mento A, proiezione or-

togonale nulla e proiezione obliqua negativa, mentre il punto-test (

ha, sempre sul vettore di riferimento 4, proiezione ortogonale positi-
va e proiezione obliqua nulla. In altre parole, in una composizione sem-
plice gran parte dei tests dovranno essere situati rispetto ai vettori
fattoriali come il test (Q (saturazione nulla in un fattore, e saturazio-
ne sufficientemente elevata in un altro fattore) mentre in una strutiu-
ra semplice i tests sarebbero localizzati come il test P (correlazione
nulla con uno o piu® fattori, e non-nulla, cioe’ abbastanza elevata, in
modo da non essere neppure approssimativamente nulla, con altri fatto-
ri). Non vi sono posizioni (tranne quella di un punto che coincida con

I’ origine degli assi) che diano ad un tempo saturazione e correlazione
nulla nello stesso fattore.

E giunto il momento di chiedersi quale sia il risultato che si
raggiunge ruotando, ceome si e’ fatto nei paragrafi precedenti, i vetto-
ri di riferimento in modo da ottenere una struttura semplice obliqua.
Siccome I’ obiettivo perseguito era quello di far coincidere il maggior
numero possibile di variabili (punti-tests) con i piani (o in generale,
con gli iperpiani) ortogonali ai vettori di riferimento, il risultato
che si consegue e' di situareei vettori di riferimento in modo da ave-
re il maggior numero possibile di proiezioni ortogonali nulle dei tests
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sui vettori di riferimento. Si ottiene-cioe’ una "struttura” e non una
"composizione” semplice, poiche’ la° dove le proiezioni ortogonali (cor-
relazioni tra tests e vettori di riferimento) sono nulle, le proiezio-
ni oblique (saturazioni) sono necessariamente non-nulle.

La soluzione a cui portano i procedimenti di rotazione obliqua non
risponde dunque alla finalita® posta da Thurstone, per il quale lo sco-
po dell’analisi fattoriale ¢ di trovare una soluzione semplice che per-
metta di scrivere le equazioni di specificazione fattoriale con meno
termini di quanto non siano i fattori, cioe’ con almeno un coefficien-
te di saturazione nullo per ogni equazione.

8. Vettori di riferimento e fattori primari

Ia ragione per cui nella rotazione obliqua il termine “fattore” o
vettore fattoriale” e’ stato sostituito col termine di "vettore di ri-
ferimento” e’ che gli assi, o i vettori rispetto ai quali si e ottenu-
ta la struttura semplice con le rotazioni oblique, non rappresentano il
fine dell’ analisi, ma soltanto un mezzo per raggiungere il fine che ab-
biamo specificato piw sopra, cioe’ la semplicita’ della “composizione”
fattoriale.

Per mostrare come si raggiunge questo fine dobbiamo ancora una
volta riprendere in esame il modello geometrico della struttura fatto-

" riale ortogonale e mettere in luce
S ST un’ ulteriore complicazione determina-
/,f" Piano % ! ta dal passaggio dalla ortogonalita’
1 alla obliquita’ della struttura.
! A tale scopo prendiamo in esame
lﬁa“013: una struttura ortogonale tridimensio-
Piano o | nale: se consideriamo soltanto i se-
miassi positivi essa ci si presenta
come un vertice di un cubo (fig.122),
C in cui concorrono tre spigoli, i gua-
. 1i individuano a due a due, i tre
Fig. 129. piani, che corrispondono a tre facce
del cubo. I tre spigoli rappresenta—
no i tre vettori fattoriali ortogonali, mentre le tre facce corrispon-
dono ai piani, ciascuno ortogonale ad un asse, nei quali vengomo a tro-
varsi i vettori-tests quando si raggiunge la struttura semplice. Oltre
ad essere ortogonale ad un piano ogni asse corrisponde ad uno spigolo
e costituisce quindi anche I’ intersezione fra due piani; cioe’ ogni as-
se costituisce 1’ intersezione dei piani ai quali non ¢ ortogonale
(1’ asse A ¢ ortogonale al piano ¢, e costituisce I’ intersezione del
piano B col piano Y). .

Nel compiere la rotazione col metodo dei vettori estesi e’ risul-

tato chiaramente che mella struttura ad assi obliqui viene a mancare

e e e e e e e
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questa doppia funzione degli assi. Quando i tre assi non sono ortogo-
nali fra loro, la retta costituita dall’ intersezione di due piani o e
B (cioe’ lo spigolo) non e’ ortogonale al piano Y, 0, in altre parole,
la normale al piano Y non coincide con lo spigolo determinato dall’ in-
tersezione dei due piani (v. fig. 123).

Mentre nel caso parti-
colare della struttura orto-
gonale tridimensionale ci
trovavamo a dover considera-
re soltanto una terna di ret-
te, 1 tre assi ortogonali,

di cui ognuno era ad un tem-
po 1’ intersezione di due pia-
ni e la normale al terzo pia-
no, nelle strutture oblique
ci si trova di fronte a due
terne di rette, le tre inter-
sezioni dei piani (i tre spi-
goli F,FyF.) e le tre norma-
li ai piani (V,VgVy).

Tanto I’ una quanto 17 al-
tra terna di rette puo’ esse-
re assunta come sistema di

coordinate oblique. Infatti la terna delle perpendicolari ai piani cor-:
risponde al sistema dei vettori di riferimento, per ciascuno dei quali
la posizione nello spazio viene fissata in base alla posizione assunta
da uno dei piani, e cioe’ perpendicolarmente a tale piano.

L’ altra terna di rette, costituita dalle intersezioni dei piani,

& caratterizzata dal fatto che i punti-tests che si trovano su uno dei
piani (comprendente due delle 3 rette) hanno proiezione parallela nul-
la sulla terza retta; cosi’ ad esempio tutti i punti-tests che si tro-
vano sul piano o (fig. 123), piano che e’ individuato dalle due rette
Fg ed F;, hanno proiezione parallela nulla sulla retta F, (1).

Ruotando dunque i vettori fattoriali in questa posizione, in modo

“da farli coincidere con le intersezioni dei piani che contengono i vet-
tori-tests (gli spigoli di fig. 123) si raggiunge la composizione fat-
toriale semplice, in quanto risultano semplici (cioe’ costituite di me-
no di tre termini) le equazioni di specificazione dei tests. F¥ questo,
come si e detto, il fine che secondo Thurstone si deve raggiungere:rtot—
tenuta la struttura semplice con i vettori di riferimento (V,, V. V.

Fig. 123.

(1) Infatti, per ogni punto del piano @ la proiezione parallela al pia-
m & sull* asse FA si trova congiungendo il punto stesso al punto di interse-

zione del piano o con Fy. puato che corrisponde all’origine ed Wa quindi pro-
iezione nulla. :
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‘Vettori di riferimento

©ortogonali ai piani
contenenti i vettori-
tests)

LV

Fattori primari_
(intersezioni dei piani
contenenti i vettori-
tests)

in fig.

b

Proiezioni ortogonali

[F., Metelli

-

Proiezioni parallele

'a)’Struttura semplice

Correlazioni fra tests
e vettori di riferimento
(cioe* proiezioni orzaéo-
nali di vettori-tests sui
vettori perpendicolari ai
piani contenenti i vetto-
ri-tests).

£) composizione non
semplice .

saturazioni dei tests
nei vettori di r;{eéihento
(c ioe* 1;)‘1'.018 zioni paralle-
le dei vettori-tests sui
vettori perpendicolari ai
piani contenenti i vetto-
ri-tests).

y Struttura non semplice

Correlazioni fra tests
e fattori primari (cioe’
proiezioni ortogonali dei
vettori-tests sui vettori
collineari alle interse-
zioni fra i piani che con-
tengono i vettori—ifsts).

d) Composizione semplice I'
Saturg@;opildei tests
nei fattori b;imari (cioe’
proieéioni parallele dei
vettori-tests sui vettori
gollineari alle interse-
zioni fra i piani che con-
tengono i vettori-tests).

t’.’
Tabe Lla “T96.

3

7

i123) si deve compiere un ultimo passaggio, assumendo come vet-

tori fattoriali le intersezioni fra i piani, che egli chiama fattori
primari, e realizzando in tal modo la composizione semplice.
Come vedremo in seguito, vi e* la possibilita’ di passare median-

te un calcolo,

dalla struttura semplice alla composizione semplice,

cioe’ dalla matrice delle proiezioni ortogonali dei tests sui vettori

di riferimento (i quali, essendo raggiunta la struttura semplice, sono
orientati ortogonalmente ai piani contenenti i tests) alla matrice del-
le proiezioni oblique dei tests sui fattori primari, cioe’ sui vettori
che coincidono con le intersezioni dei piani contenenti i tests. Ma non
¢ questa la sola trasformazione delle coordinate di cui si offre la
possibilita’ . Vi e’ anche la possibilita’ di passare dalla matrice del--
le proiezioni ortogonali dei tests sui vettori di riferimento (orien-
tati in modo da ottenere la struttura semplice) alla matrice delle pro-
‘Yezioni ortogonali dei tests sui fattori primari (che, come si e det-
to, non costituiscono una struttura semplice). vi e* infatti la possi-
bilita’ di ottenere (e quindi di calcolare) le proiezioni ortogonali o
le proiezioni oblique, sia sui vettori di riferimento sia sui fattori
primari, ma solo le proiezioni ortogonali sui. vettori di riferimento
(orientati come e’ stato detto) rappresentano una struttura semplice, e
soltanto le proiezioni oblique sui fattori primari rappresentano una
composizione semplice (tab. 126).
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9. Il passaggio dalla struttura semplice alla composizione semplice

Prima di considerare i procedimenti di calcolo che consentono di
passare dalla struttura semplice dei vettori di riferimento alla strut-
tura dei fattori primari o alla composizione semplice, riprendiamo in
esame la trasformazione ottenuta estendendo i vettori-tests fino ad ot-
tenere proiezione 1.000 sul primo vettore centroide A, trasformazione
che ci permette di eseguire direttamente in modo intuitivamente eviden-
te una rotazione degli assi tale da prtarli a coincidere con le inter-
sezioni tra i piani contenenti i tests.

Utilizziamo ancora una volta il diagramma di fig. 117, riprodotto
in fig. 124, cioe’ il piano perpendicolare all’ asse centroide A, a di-
stanza 1.000 dall’ origine, su cui appaiono le estremita’ dei’ vettori-tests e-
stesi, e le tracce dei piani @ [ e Y su cui giacciono i vettori-tests.

Congiungendo i tre vertici del triangold con la proiezione dell’ o-
rigine otteniamo le proiezioni, sul predetto piano perpendicolare al
vettore A, delle intersezioni dei tre piani, cioe’ dei vettori fatto-
riali primari.

Per ottenere la matrice delle proiezioni dei vettori-tests sui
vettori primari (cioe' sulle intersezioni dei piani contenenti i tests)
occorre la matrice di trasformazione, comprendente i coseni degli ango-
li fra i vettori fattoriali primari e i vettori centroidi. Si tratta
quindi di otfenmere, al solito, le proiezioni degli assi ruotati, cioe’
degli assi dei fattori primari (prolungati in modo che una delle proie-
zioni sia 1.000), sugli assi.centroidi. ,

Consideriamo a tale scopo uno dei vertici P,. Pg, P; del triango-
lo rappresentato in fig. 124, per es. il punto Pp. Tale punto puo’ es-
sere considerato 1’ estremita’ di un vettore fattoriale prolungato (1):
infatti esso si trova nel piano E, e, come tutti i punti del piano E
ha proiezione 1.000 sul vettore centroide A (fig. 125).

Dunque la proiezione del punto Pp (e quindi del vettore primario
prolungato Fp) sul vettore centroide A e’ 1.000. Le proiezioni su B e
C si possono leggere direttamente sul diagramma di fig. 124, su cui
sono stati proiettati i suddetti vettori fattoriali B e (¢, ortogonali
‘ad A Essi sono, rispettivamente -1.67 e .06; ma in questo caso parti-
colare, poiche’ Py coincide con 1, possiamo ricavare da tab. i21 le pro-
iezioni det vettore-test esteso 1, che conosciamo con molta maggior e-
sattezza, e cioe’ -1.6745 e .0611.

Nella matrice che denominiamo P,., per distinguerla dalla S, e
dalla Loy, si registrano le proiezioni dei vettori primari prolungati

(1) In guesto caso particolare il punto Pgp coincide con 1’estremita’ del
vettore-test 1. Va tenuto presente pero’ che non e affatto necessario che i
vertici del triangolo corrispondano & dei punti-tests, cioe’® a dei punti d* in-
contro di vettori-tests prolungati col piano perpendicolare all’estremita’
del vettore fattoriale centroide. Quando cio’ avviene, significa che un vetto-
re-test coincide, per la sua direzione, con un fattore primario.
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Fig. 125.

Fy, Fygo F,, e cio?’ la proiezione.1.000 (per tutti e tre i vettori)
sul vettore centroide A e le proiezioni dei punti P,, Pg, P sui vet-
tori centroidi B e C (v. tab. .127). .palla matrice delle proiezioni
dei vettori protungati si passa, col solito procedimento di normalizza-
zione, alla matrice dei coseni degli angoli tra vettori fattoriali ori-
ginari e vettori® fattoriali ruotati, matrice che, per distinguerla dal-
la Ao: denominiamo Kgz. |, ¢ - ‘ ' '

Py p " Kop
Fy Fy Fe Lo Wt
1.0000 1.0000 1.0000 .634 =512 . T27

A A
B -6400 -1.6745 .6814 B | .406 -.857 .495
C |-1.0366 .0611 .6547 C |--657 .031 .476

p2 2.4841 3.8077 1.8929
V2p? 1.5761 1.9513 1.3758

'/-Z;?? .634 . 512 SCHT,
4 Tabella 127.

Moltiplicando la matrice centroide F, per la matrice di trasforma-
zione K, otteniamo la matrice J}; delle proiezioni (ortogonali) dei
vettori-tests sui vettori fattoriali primari (tab. 128). In tab. 129 ot-
teniamo, al solito, premoltiplicando la matrice di trasformazione per



322 — ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

la sua trasposta, i coseni degli angoll che i fattori primari formano .
tra loro.tAst CA\ Wea{nwtl @ Jelle COVULS an (b Lalie L)

Q
F, Kig ! i
1] .507 -.8%0 .031] A[ .es¢a .512 .757] 1 [-.044 .989 -.038 |
o | .71 -.246 .310|- B| .406 -.857 .495|=2 | .185 .615 .586
3| 638 .43¢ .a17| cC|-.651 .031 .476| 3| .307 -.032 .87
4| .504 .34 .91 4| .288 -.029 .661
5| .s00 .548 .192 5| .609 -.050 .951
6 | .39 .217 -.252 6 | .462 -.026 .227 |
7 | .05 .381 -.617 7| .937 -.041 .37
8 | .46 -.462 -.32 g | .500 .768 .1mv
9 |.240 -.369 -.008 9 | .013 .444 -.005
3 [5.148 -.003 .005] 5 13.258 2.63 3.743

contr. 3.260 2.639 3.743
Tabella 128.

) Kop . A
) 7 o W 2 - SRR T
F,[.63¢ -4ps -6571] A[.63¢ .512 .7271| F,[.998 -.043 .349

Fg |.512 -.857 .031| B | .406. -.857 .495| = Fg |--043 .998 -.037
Fo |-72T .495 .476 C |-.651 031 .476 Fo | -349 -.037 1.000

_ghn

Tabella 129,

—

confrontando la matrice V, (tab. 123) con la matrice J#, si consta-

ta che quest’ultima, a differenza della prima, non e’ caratterizzata da
semplicita® di struttura. si tratta infatti del caso B di tab. 126: ab-
biamo calcolato le proiezioni ortogonali dei vettori-tests sui fattori
primari, cioe’ la struttura dei fattori primari, che non e’ semplice.

Tﬁllo scopo di rendere piu’ familiare la nozione di fattore prima-
rio e di metterne in luce le caratteristiche prendiamo in esame la ma-
trice Ko ¢ la sua trasposta Kjg. Gli elementi di queste due matriei
sono i coseni degli.angoli che i vettori primari formano con i vettori

centroidi, cioe’ le correlazioni dei vettori primari con i vettori een-

troidi; ed anche - poiche’-i vettori centreidi sono ortogonali - le sa-
turazioni dei vettori primari nei vettori fattoriali eentroidi. '
Per renderci conto di che cosa cio’ 51gn1flch1 ricordiamo che nel
nostro esempio tre tests (1, 3, T) coincidevano per direzione con 1 tre
vettori primari. Come abbiamo gia® fatto in un’ altra occasione possia-
mo anche qui ricorrere all’ artificio di considerare 1 vettori fattoria-

i

1
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1i come tests perfetti, privi di fattore specifico. Cio’ posto, possia-
mo considerare la matrice Kjp,0-meglio la sua trasposta K;p, come una
matrice fattoriale centroide, o meglio come una continuazione della ma-
trice fattoriale centroide F,, che comprenderebbe in questo caso oltre
ai tests 1-9 anche i tre tests F,FgF, (1).

Viene fatto allora di chiedersi quale risultato si ottenga se, con-
siderando K,y parte della matrice F,, si moltiplica anche Kyy per Ao:
(v. tab. 130).

Fo o1 Vi
- A B C i A.F BI‘ C! " AI B.I' C!-
1 007 -.850 .031 Al .422 557 . 550 1 000 .989 .002
2 171 -.246 .310 B| -220 -.831 .353 2|-.002 .639 T2
3 .638 .434 41T C|-.880 017 .758 3 |-.002 001 .820
4 . 504 .344 . 261 & .058 -.001 . 596
5] . 809 . H48 . 192 =5 .203 -.001 .84
(¢] .39 s2d =252 6 .408 =.002 . 067
T .595 .381 -.617 7 .878 .004 -.006
8 .Td6 -.462 -.32 8 . 502 .T3 -.002
9 .249 -.369 -.008 9 -031 . 445 .001

.PF D

e _

F} .634 .406 -.657 E} .935 .004 -.006
Fg | -512 -.857 .031 Fg .000 .998 .002
Fe | .T21 .495 .476 F.|-.003 .002 .935
2 |7.021 .041 ---145_| 2 |3.098 3.871 3.765

contr. 3.099 3.873 3.766
Tabella 130.

Eseguendo -la moltiplicazioné si sono. calcolate-le proiezioni di
Fy, Fg, Fo sui vettori di riferimento disposti ortogonalmente ai piani
su cui giacciono i vettori-tests, in modo da realizzare la struttura
semplice.

Il risultato della moltiplicazione e’ una matrice diagonale D,
cioe’ una matrice che ha non~nulli soltanto gli elementi che costitui-
scono la diagonale principale.

(1) La ragione per cui la trasposta di Kop ha questo carattere e®° che,

date le regole della moltiplicazione di matrici (riga per colonna), le matrieci
moltiplicatrici si devono disporre per colonne anziche® per righe, cioe®* si
devono scrivere trasposte. !
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Non si tratta di un risultato fortuito. Basta pensare-che i fat-
tori primari costituiscono ognuno 1’ intersezione di due dei tre piani
o B, Yy, e che ciascuno di tali piani ¢ ortogonale a uno dei tre vet-
tori di riferimento V,, Vg, V., per rendersi conto che ogni vettore pri-
mario, giacendo su due di tali piani, ha proiezione ndlla su due vetto-
ri di riferimento, e proiezione non nulla su uno soltanto, cioe* sul
terzo. La moltiplicazione di matrici ﬁgF Aoi = D pud’ servire dunque di
controllo dei calcoli.]

La struttura dei fattori primari, cioe’ 1’ insieme delle proiezio- _
ni ortogonali dei vettori-tests sui vettori primari (la matrice W) ser- _=
ve, come si e’ detto, per calcolare la misura probabile dei fattori pri-
mari di un soggetto, in quanto, per calcolare i coefficienti dell’ equa-
zione di regressione multipla, occorrono appunto tali proiezioni orto-
gonali, che sono i coefficienti di correlazione dei tests con i fatto-
ri primari. Le proiezioni oblique dei vettori-tests sui vettori fatto-
riali primari costituiscono invece la composizione fattoriale dei fat-
tori primari, cioe’ I insieme delle saturazioni dei tests nei fattori,
che sono i coefficienti delle equazioni di specificazione fattoriale e
servono per interpretare fattorialmente i tests. La composizione fatto-
riale dei vettori primari si ottiene facilmente dalla struttura dei vet-
tori di riferimento, in quanto le colonne della matrice W, (saturazio-
ni dei tests nei fattori primari, cioe’ composizione fattoriale) sono
proporzionali a quelle della matrice V (correlazioni dei tests con i vet- {
tori di riferimento, cioe’ struttura fattoriale) (1i); la formula per il
calcolo, la cui deduzione richiede un po’ di algebra matriciale (2) e

(1) cio? equivale a dire che una delle due matrici e uguale allfaltra,
moltiplicata per una matrice diagonale. Infatti moltiplicare una matrice per
una matrice diagonale significa moltiplicare tutti i termini della ia colonna

- per i1 T termine della diagonale, tutti i termini della 2a colonna per il II
termine della diagonale, ecec.

aj1 @a @3 X112 0 O a12X21 @Gi2X22 G13Xsg
Gp1 Qos apz| - |0 Xz2 0 =la21X11 agoXoo agakas
agy Gg2 933 0 0 Xsg agiX11 agoXoo Gsglss

(2) Per dedurre 1°¢equazione che permette il calcolo della matrice g i
cui elementi sono le saturazioni {(cioce® le proiezioni oblique) dei ftests nei
fattori primari, dobbiamo anzitutto definire‘alcuni simboli:

z = matrice dei risultati dei soggetti nei tests (le righe corrispondono
al tests e le colonne ai soggetti), in unita’ ‘normalizzate, cioe’ unita® stan-

- n
dard divise per Jh-[percio‘ i termini saranno simboleggiati da z ]i;
B = matrice delle misure dei soggetti nei fattori (le righe corrispondo-

n

no ai fattori e le colonne ai soggetti), pure in unita® normalizzate [f{ ];

11 vantaggio delle unita’ normalizzate e la semplificazione de;la formula
della correlazione che si riduce a una somma di prodotti [rle = 1;:“} z;"]]
e una matrice di correlazioni puo® quindi venir espressa mediante una molti-
plicazione di matrici; per es. zz' = R, cioe’ la matrice dei risultati dei
sogegetti, moltiplicata per la sua trasposta, e’ uguale alla matrice delle cor-
relazioni. Cio' premesso z = Hcfb. infatti ogni elemento di 2z, Ztp = Watfﬁp =
- w (R T g L. : 2
+ Watfppr 28p = ﬁcfbf}- ma be; e la matrice delle correlazioni fra i fattori
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kY

in particolare la nozione di inverso di una matrice (vedi nota 1 & pie’
di pagina) e’ :

"_\ We = ¥p™

‘in cui D™*\e’ 1’ inverso della matrice D (1) (tab. 130).

primari, in quanto i termini della matrice-prodotto sono le somme dei prodotti
delle misure dei soggetti in due fattori.

Quindi FyFy = A= Igpkp (V- teb. 129) e percio’
2Ry = WeKopkop
ma Kypldoy = D e quindi
=1
H{: Dhoy e Kog = (AoW)

percio’

-1 I =1
perche’ fKyp e’ la trasposta di KbP- e la trasposta di un prodottn (ﬂﬂo?) &’

!

il prodotto delle trasposte in ordine inverso. cioe’ (ﬁev} D .. Ma e* inutile
scrivere D! perche’ D! = D.
Ma 11 risultato del prodotto zﬁb e’ la mtrice delle correlazioni

fra i tests e i fattori primari {gli elementi della matrice prodotto sono

("] f{") = cioe’* la correlazione fra il test ¢t e il fattore j];
i= 1 t j

cioe* la struttura dei fattori primari W. D' alire parte } = gﬁﬁbF (v. tab.

128), e Kyp = (AGV)'l D, quindi

¥ e ¢ -1
zﬁb = W = Fy (Agy) D,
e guindi
-1 =1 -1
Fo(agy) D = We D agy (Agy) D -
semplificando,
-1
Fb = ﬁc D J%v
moltiplicando da ambo le parti per Aoy
Fyhgy =
moltiplicando da ambo le parti per Dt
o
c = FotgyD

equazione che permette di calcolare Kg; disponendo gia® di J , siccome J =
= Fofgy (v. tab. 123) si giunge infine alla semplice relazione

e = vD*
(vedi G. THOMSON, ©P-. cit., Mathematical Appendix, 19).

(1) L*inverso, o valore reciproco di una matrice 4 e quella matrice
(A'j“) che premoltiplicata per A4 da' la cosiddetta matrice identica J, cioeg’
una matrice diagonale che ha gli elementi della diagonale uguali a 1 e gli al-
tri elementi uguali a zero. Per es. una matrice identica di ordine 3 e’
0

I O
o0 1 0
0o 0 1
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Per ottenere la composizione di fattori primari basta dunque cal-
colare I’ inverso della matrice D (tab. 130) cioe’ la matrice D™* (tab.
131) e postmoltiplicare V; per D~! (tab. 132).

D D
_ Wh et B c: Fa Fg Fe
F; .935 .004 -.006. At 1Le70 .000 . 000
FB .000 .998 .002 B! .000 1.002 .000
Fc -.003 .002 .935 G* .000 .000 1.070

Tabella 131.

A D We
L . N ) e & S Eis unky i

.000 .989 .002] ‘A’ [1.070 .000 .000 [.000 .991 ..002]
-.002 .639 .572| <B"| .000 1.002 :.000 -.002 .640° .612
-.002 - .001 .820 C'| .000 .000 1.070 -.002 .001 .877

.058 -.001 .396 .062 -.001 .634

-293 =001 .784 .314 -.001 .83

.408 -.002 .067 437 -.002 .072

.878 .04 -.006. .939 .004 -.006

.502 .T3 -.002 537 .795 -.002

.031 .445 .001 033 .446 .001

2.166. 2.867 2.33%J 2.318 2.873 3.029

M O 00~ W O DD

M D00 A DL W N

contr. 2.318 2.873 3.032
Tabella 139.

punque, una volta ottenuta la struttura semplice rispetto al si-
stema dei vettori di riferimento, si' passa mediante un semplice calco-
lo, alla composizione semplice rispetto al sistema dei fattori primari,
e con cio® si raggiunge quella che e 'la finalita’ dell’ analisi fatto-
riale secondo Thurstone. :

La matrice identica, pre- o post-moltiplicata per un"altra matrice!la lascia
invariata.

I’ inverso di una matrice ha, nel calcolo con matrici, le stesse funzioni
che ha nel calcolo numerico, il valore reciproco di un numero: la moltiplica-
zione per 1° inverso di una matrice corrisponde all® operazione del dividere per
la matrice suddetta. .

Soltanto le matrici quadrate non singolari, cioe’ quelle matrici quadrate
il cui determinante e’ diverso da zero, hanno un inverso.

Il calcolo dell® inversc di uns matrice e* lungo e complesso, tranne per
le matrici diagonali: 1° inverso di una matrice disgonale e* una matrice 1 cui
elementi sono il valore reeiproco del corrispondenti elementi della matrice
originaria. Siccome ) e° una matrice diagonale., e’ molto semplice calcolarne

1* inverso cioe’ D~ \
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La ragione per cui il sistema dei fattori primari gode della pro-
prieta’ di fornire una descrizione semplice ed adeguata (1) delle va-
rigbili, in termini di equazioni di specificazione, risulta chiara con-
siderando che ottenere la struttura semplice ruotando i vettori di ri-
ferimento, significa ottenere che la maggior parte delle variabili coin-
cidano con i pianiX Ma le variabili che stanno in un piano sono punti
del piano, e come tali vengono descritte adeguatamente mediante le lo-
ro proiezioni su un sistema di due assi appartenenti al piano; cioe’
sono definiti ciascuno mediante un’ equazione (1’ equazione di specifica-
zione) i cui coefficienti sono soltanto le proiezioni sui due fattori
primari che appartengono al piano (in quanto costituiscono i due spigo-
1i che limitano il piano) (2).

Resta ora da generalizzare quanto e stato detto, dato che, per
poter fare riferimento ad una rappresentazione spaziale, abbiamo consi-
derato finora soltanto il caso particolare rappresentato da una strut-
tura tridimensionale.

In uno spazio ad r dimensioni, quando cioe’ i fattori comuni sono
r, ed r >3, quelli che in uno spazio & 3 dimensioni erano i 3 piani
contenenti i vettori-tests, sono gli r iperpiani (spazi ad r-1 dimen-
sioni); e la struttura semplice e’ caratterizzata dal fatto che i vet-
tori di riferimento sono normali agli iperpiani, uno ad ogni iperpiano.

Alle intersezioni dei piani, che nello spazio fattoriale tridimen-
sionale definiscono i vettori primari, corrispondono nello spazio fat-
toriale r-dimensionale le intersezioni degli iperpiani, che definisco-
no pure - sebbene in modo non intuibile - i vettori primari.

Tutti i vettori-tests che giacciono in un iperpiano hanno proie-
zione ortogonale nulla sul vettore di riferimento normale all® iperpia-
no e proiezione obliqua nulla sul vettore primario che costituisce la
'inge}sezione di tutti gli altri iperpiani, escluso quello in cui giac-
ciono i suddetti tests. :

Il calcolo delle saturazioni nei fattori primari (matrice We) e’
semplice quando lo spazio fattoriale e’ a tre dimensioni, perche’ allo-
ra applicando il metodo dei vettori estesi si ottiene agevolmente, sia
la matrice W (cioe’ la struttura rispetto ai vettori di riferimento)
sia la matrice K, (dei coseni degli angoli tra vettori centroidi e
vettori primari) dalla quale si ricava la matrice ]) necessaria per il
calcolo della matrice M.. Ma quando le dimensioni dello spazio fattoria-
le sono piw’ di tre, \1* applicazione del metodo dei vettori estesi di-
venta complessa e' pue’ quindi risuitare preferibile raggiungere la strut-

(1) cioe* tale da offrire un'interpretazione soddisfacente in termini
psicologici, o, in generale, nei termini di quella scienza alla gquale si rife-
riscono i dati dell® analisi

(2) Cioe' il fattore primario che non appartiene al piano considerato,
non serve a definizne i punti, i guali hanno infatti proiezione obligua nulla
sull' asse di tale fattore.

F



328 — ANALISI PATTORIALE [P, Metelli

tura semplice per successivi tentativi prendendo in considerazione due
assi per volta, col metodo radiale.

In questo caso la matrice D si ottfiene per un’altra via. La ma-
trice‘delle iglteroorrelazioni (o dei coseni degli angoli) fra i fatto-
ri primari A si ottiene, al solito, premoltiplicando la matrice delle
intercorrelazioni (o dei coseni degli angoli) tra vettori primari e
vettori centroidi K,y per la trasposta. Cioe’

A = Kop Kop  (tab. 129).

Ma abbiamo veduto anche
Kor Aoy = D
quindi
Klsi="DiA> u, . Kap-= €ME) =D (1Y
si puo’ percio’ operare la sostituzione in A
A=\Dihgy €hgy) ™ D

Ma il prodotto di due matrici inverse e 1 inverso del prodotto delle
due matrici in ordine inverso. Cioe’

Aoy VT = (hovdon)
quindi
A=D (Agyloy) ™" D

Questa formula permette di calcolare la matrice diagonale D, ne-
cessaria per applicare la formula W, = 40 per il calcolo della com-
posizione fattoriale relativa ai fattori primari.

La matrice A presenta una importante particolarita’; gli elementi
della diagonale principale sono tutti unitari; infatti, trattandosi dei
coseni degli angoli che formano tra loro 1 vettori primari, gli elemen-
ti della diagonale, che rappresentano i coseni degli angoli che ogni
vettore forma con se stesso, devono essere tutti pari ad i.00, dato che
¥ angolo che un vettore forma con se stesso e di 0 gradi.

Percio’ , calcolato il prodotto delle matrici AjyAgy (2) e 1° inver-
so0 della matrice-prodotto (3), si tratta semplicemente di calcqlare

(1) La trasposta del prodotto di due matrici (K e’ la trasposta di K') e’
il prodotto delle trasposte delle due matrici, in ordine inverso,se A = BC,
A* =GB!,

(2) Ricordiamo che la matrice AD? e’ la matrice di trasformazione che
moltiplicata per la matrice fattoriale centroide da* la matrice della struttu-
ra semplice del tests rispetto ai vefiori di riferimento., Si tratta quindi di
un dato di cui si dispone

(3) il caledlo dell® inverso di una matrice e° lungo e compljcato, tanto
zhe spesso gli sperimentatori preferivano limitarsi a fornire cope risuliato
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quella matrice diagonale che pre- e postmoltiplicata per il suddetto
inverso, rende unitari gli elementi della sua diagonale principale.

Tale calcolo e semplicissimo. Premoltiplicando una matrice per u-
na matrice diagonale, i termini di ogni riga della matrice vengono mol-
tiplicati per il termine della riga corrispondente della matrice diago-
nale, e postmoltiplicando una matrice per una matrice diagonale, i ter-
mini di ogni colonna della matrice vengono moltipligcati per il termine
della colonna corrispondente della matrice diagonalée, cioe’

x o ol |la b ¢ ax by ‘cx a b'c| |x o o ax by cz |
oy o|l-|ld e fl=\dy ey fy d e fl:lo ¥ o|=|dx ey fz
o o z| |g h i| gz hz iz g h i| o o z| |gx hy iz

Premoltiplicando e postmoltiplicando una matrice per la stessa ma-
trice diagonale, gli elementi della diagonale principale vengono molti-
plicati due volte per lo stesso elemento della matrice diagonale, cioe’
vengono moltiplicati per il quadrato di tale elemento. Infatti, molti-
plicando la matrice B = DA per D si ottiene

_ B=DA DER C = DAD

Gi1d Oi ¥ A% X0 0 1% WXy Gy gxZ
G21Y @22Y @og¥| - |0\ ¥y of = lap;¥x azay’ _'5!233’2
ez Ges? GanZ o \o. z A34ZX Ggo2y Gagi”

Si tratta dunque di stabilire quale valore dare ad xz, y e z, af-
finche’ a;.%°, G,,y°, asgz° siano uguali a 1.00. Risolvendo per x I’ e-
quazione a;;x” = 1 si ha

1 15
=% = §f —
Qg ¥a,

cioe’ prendende in considerazione soltanto la radice reale 7;:::? -
Qi1

Quindi la matrice D e’

1
0 0 %
V@344
0 E—— 0
Vﬁg? .
Spra el
o Vagg |

la matrice ¥, cioe® la struttura semplice rispettc ai vettori di riferimento.
Attualmente, con 1° uso dei calcolatori eiettronici tale difficolta® non sussi-
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essendo K 1’ ordine della matrice quadrata (Ag?ﬂa?)"i.

In altre parole, otpenuto 1’ inverso della matrice (Aévﬂoy) si puo’
costruire la matrice D ‘(necessaria per ottenere la matrice delle sa-
turazioni dei tests nei fattori primari), in quanto gli elementi della
diagonale D sono ognuno il reciproco della radice quadrata del corri-
spondente elemento della diagonale principale della matrice Al whow) 7=

Ottenuta in tal modo la matrice D, se ne calcola 1’ inverso D%, e

~quindi, postmoltiplicando la matrice ¥, (che rappresenta la struttura

semplice ottenuta per successive approssimazioni col metodo radiale)
=
per D

VDT =il

si ottiene la matrice W delle saturazioni dei tests neli fattori prima-
ri F, Fg F¢ (composizione semplice).™

ste piu'. Dovendo calcolare 1’ inverso di una matrice di ordine 'superiore a 3
conviene senz’altro ricorrere ad un calcolatore elettronico




L°INTERPRETAZIONE DELL *ANAL ISI FATTORIALE

Capitolo VII

1. Interpretazione, stima e utilizzazione dei fattori

1. Il risultato dell’ analisi fattoriale e’ rappresentato da una ma-
trice fattoriale - la matrice fattoriale ortogonale ruotata - in modo
da realizzare la semplicita’ della struttura, o, nel caso piw’ comune
di obliquita’ della struttura, la matrice dei fattori primari che espri-
me la composizione semplice. (1).

Raggiunto tale risultato si passa a formulare un’ ipotesi sul si-
gnificato dei fattori.

In una matrice fattoriale che esprime una struttura semplice, ogni
fattore satura un numero limitato di variabili (tests). Si tratta quin-
di di trovare cio’ che e’ comune alle variabili saturate: se i fattori
sono bipolari, cioe’ hanno anche saturazioni negative sostanziali, si
tratta di mettere in evidenza cio’ che e’ comune oltre che nelle varia-
bili saturate positivamente, anche nell’ inverso delle variabili satura-
te negativamente (2).

Consideriamo un esempio particolarmente semplice di tale procedimento, ri-
cavato da uno studio di G. Lepore (3).

La matrice fattoriale ruotata [struttura semplice obliqua (4)] si riferi-
sce alla seguente batteria di 12 tests (5):

(1) ¢i riferiamo al metodo di Thurstone.

(2) Qui ci limitiamo a dare un esempio relativo a una matrice fattoriale
ruotata in cui oltre alla struttura semplice e' presente anche 1*“insieme po-
sitivo”. Esempi di interpretazione di strutture fattoriali con fattori bipola-
ri 8i trovano nell'ultimo paragrafo di questo capitolo

(3) G: LEPORE. Costruzione e analisi fattoriale di una batteria di tests
attitudinali, Riviste di Psicologia sociele, 1957, 3.

(4) va tenuto presente che spesso ci si accontenta di raggiunhgere la
struttura semplice obliqua, che, gquando 1’°obliquita® degli assi e’ limitata,
differisce di poco dalla composizione semplice. '

(5) Op. cit.. Tab. 2.
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Test 1. prOBLEMI- Il soggetto deve trovare la soluzione di una serie di pro-
blemi aritmetici presentati verbalmente.

Test 2. caALcoLo- Il soggetto deve eseguire un certo numero di operazioni arit-
metiche elementari.

Test 3. ANALOGIE. Fra quattro parole il soggetto deve scegliere le due che me-
glio si adattano per completare un’ analogia verbale di cui sono noti
solo i primi due termini.

Test 4. SIMILI-CONTRARI.- Il soggetto deve scegliere fra quattro parole le due
che hanno un significato simile o contrario. e

Test 5. QUADRATI. Fra quattro figure geometriche piane, il soggetto deve sce-
gliere quella che permette di costruire un quadrato con le due parti
di cui si compone.

Test 6. cupl. Fra varie figure geometriche solide il soggetto deve scegliere
quelle che permettono di formare un cubo.

Test 7. RICONOSCIMENTO DI FORME. Dati due gruppi di figure geometriche identi-
che, ma disposte in modo diverso nei due gruppi, il soggetto deve ri-
cercare nel secondo gruppo ciascuna figura del primo.

Test 8. CONFRONTO DI PAROLE. Il soggetto deve controllare se due parole nella
loro espressione grafica sono uguali o diverse.

Test 9. CONFRONTO DI NUMERI- Il soggetto deve controllare se due numeri compo-
sti di varie cifre sono identiei oppure no.

Test 10. TRACCIAMENTO. Il soggetto deve tracciare una linea avendo cura di non
toccare determinati punti.

Test 11. PUNTEGGIATURA, Il soggetto deve collocare dei punti in un certo nume-
ro di cerchietti disegnati a varia distanza fra di loro.

Test. 12.. SEGUIRE. - Il soggetto deve seguire con lo sguardo il percorso di una
linea facente parte di un gruppo di linee variamente intrecciate fra
loro.

Il Lepore interpreta i fattori nel modo seguente (1):

1) I1 fattore I presenta le saturazioni piu’ elevate nei tests Quadratt,
Cubi, Riconoscimento di forme e Seguire, che hanno tutti un contenuto spazia-
le: senza dubbio esso corrisponde al fattore spaziale trovato da altri autori
e puo’ essere indicato con la lettera’S. Questo fattore presenta saturazioni
praticamente zero nei tests di contenuto verbale e numerico.

2) 11 fattore II presenta le massime saturazioni nei tests Confron-
to di parole e Confronto di numeri. E' evidente che esso e’ di natura per-
cet'tiva perche’ 1’esecuzione dei tests ora ricordati richiede essenzial-
mente velocita’ ed accuratezza di percezione di parole e di numeri nella
loro espressione grafica, indipendentemente da qualsiasi significato. Que-
sto fattore presenta saturazioni praticamente zero nei tests Analogie e
Simili-contrari che hanno anche un contenuto verbale, ma la cui esecuzione
implica la conoscenza del significato delle parole ed un riconoscimento

(1) LEPORE. op.ctit., PpP. 267-268.




cap. VII, 1] L' INTERPRETAZIONE DELL’ ANALISI FATTORIALE — 333

I II 111 IV V'
1. Problemi .154 . 347 .010 . 206 . 552
2. calcolo 005 [ .555| .096 .135 [.577 |
3. Analogie 101 i=.044 o 124 o] 523 . 168
4. Simili-contrari .003 . 149 .019 -543 .012
5. Quadrati [ 633 ] -.038 .207 .186 .135
6. Cubi .855] -.086 .12l -.082 .098
7. Riconoscimento di forme .336 . 212 .053 -.097 . 180
8. Confronto di parole -.072 . DBT -.113 . 143 077
9. confronto di numeri . 152 . 626 -.0683 -.102 . 136
10. Tracciamento 223  -.108 '[::}Eﬁi} 202 . =02
11. punteggiatura .006 -.024 | .453] -.040  .078

12. Seguire U382 | 180! L. 2230 = 106 . 220

Tabella 133.

Da LEPORE. op. cit., tab. 6. Sono stati aggiunti i nomi dei tests e le in-
casellature alle saturazioni piw elevate per rendere piu’ agevole la let-
tura.

del nesso logico che le unisce. Esso presenta una saturazione bassa nel test
Problemi che e’ formato di parole e di numeri, ma implica un ragionamento arit-
metico: presenta invece una saturazione elevata nel test Calcolo che implica

1’ esecuzione di operazioni aritmetiche semplicissime, le quali non presentano
alcuna difficolta’ per i soggetti su cui noi abbiamo sperimentato ed in cui
pertanto gioca una grande importanza la velocita’ e 1’ accuratezza di percezio-
ne. Tale fattore puo’ essere identificato con la clerical perception degli au-
tori americani ed indicato con la lettera P.

3) Il fattore III presenta le piw elevate correlazioni nei tests Punteg-
giature € Tracciamento che implicano 1’ esecuzione grafica di punti e linee: per
eseguire bene questi esercizi si richiede la giusta valutazione delle distanze
e la coordinazione dei movimenti della mano con la visualizzazione effettuata.
ESSo puo’ essere considerato di natura spaziale e motoria e puo’ essere denomi-
nato di coordinazione occhio-mano. Corrisponde all’ aiming degli autori america-
ni e lo indichiamo con la lettera (.

4) 11 fattore IV presenta la massima saturazione con i tests Analogie e
'Simili-contrari. Puo’ essere considerato come un fattore di comprensione verba-
le ed indicato con la lettera V.

5) Il fattore Vv presenta le saturazioni piuw’ elevate con i tests Problemi
e Calcolo: il primo implica ragionamento aritmetico ed esecuzione di calcoli,
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ed il secondo esecuzione di calcoli. Il fattore puo’ essere interpretato di na-
tira numerica ed indicato con la letfera N.

2. L’ interpretazione rappresenta un’ ipotesi che e’ opportuno control-
lare. Nell’ esempio citato il controllo non € necessario, poiche’ i
fattori sono gia’ noti, in quanto corrispondono alle Pfimary Mental A-
bilities di Thurstone o ad altri fattori ampiamente confermati da pre-
cedenti ricerche. Ma se si tratta di fattori non precedentemente noti
e’ necessario un controllo: si procede allora alla costruzione di un
test o di un questionario o si utilizza un altro mezzo (1) idoneo a misu-
rare direttamente il tratto che rappresenta 1’ interpretazione ipoteti-
ca di ogni singolo fattore, e si applicano questi strumenti di misura
allo stesso campione al quale era stata applicata la batteria di tests
fattorizzata, o se questo per ragioni pratiche non e’ possibile, si ap-
pPlica tutta la batteria, insieme ai nuovi strumenti di misura, ad un
nuovo campione di soggebti della stessa popolazione.

Ottenuta cosi’ la matrice delle correlazioni, la si sottopone nuo-
vamente ad analisi fattoriale: a rotazione ultimata, se 1’ interpreta-
zione del singolo fattore era adeguata, il test fattoriale o la misura
che ne assume le funzioni deve avere una saturazione molto elevata, su-
periore a quelle degli gltri tests della batteria, nel nuovo fatto-
Te (2).

La costruzione di tests fattoriali, o di altri mezzi per una sti-
ma diretta dei fattori, e comunqgue una fase naturale di una ricerca
che abbia finalita’ applicative, perche’, una volta individuate le di-
mensioni essenziali (cioe’ i fattori), le dimensioni arbitrarie (i
tests) hanno scarso interesse (3).

Ad ogni modo, a prescindere dai tests fattoriali, va tenuto pre-
sente che le misure dei fattori dei singoli soggetti si possono stima-
re in base alla matrice fatforiale., La stima migliore e” quella che si
ottiene impostando, per ogni fattore, I’ equazione di regressione mul-
tipla (4). e introducendo poi nei diversi termini dell’ equazione, i ri-

|}

{1) Non e’ necessario che la stima diretta del fattore sia costituita da
un test; cosi?, ad esempio, se un fatftore viene interpretato come “neurotici-
smo’, si1 possono sottoporre i soggetti ad un esame psichiatrico chiedendo allo
psichiatra di valutare con un punteggio il grado di neuroticismo del singolo
soggetto, o almenc di ordinare i soggetti secondo il grado di neuroticismo.

(2) Un procedimento, dovuto al Dwyer, consente di stimare le saturazioni
fattoriali di una nuova variabile, non compresa nella batteria gia® fattoriz-
zata (V. FRUCHTER. op. cit., Appendice).

(3) D*altra parte benche’ possa apparire un vicolo vizioso, una volta
accertata 1° interpretazione dei fattori, leggendo la matrice fattoriale per
righe anziche’ per colonne, ci si puo’ rendere conto del significato fattoria-
le del singolo test.

(4) Vedi Parte I, Cap. IV. Si tenga presente che, nel caso di rotazione
obligua, per il calcolo delle equazioni di regressione multipla per la stima
dei fattori primari occorre la matrice delle correlaziont fra tests e fattori
primari (e non la mairice delle saturezioni dei iests nei fattori primari)
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sultati del soggetto nei singoli tests. sia ad esempio 1’ equazione di
regressione multipla per la stima del fattore C

Sn. :
G ==Laczyy + Boezgp +enn. + Pyczup

quando sono stati calcolati i coefficienti 3, si tratta soltanto di so-
stituire agli z i risultati del soggetto p nei vari tests (espressi in
unita’ standard) per calcolare la stima del fattore C del soggetto p.
Ma, come afferma Cattell (1) ben di rado il lavoro di calcolo ne-
cessario per ottenere le equazioni di regressione multipla e’ giustifi-
cato dalla maggior precisione delle stime rispetto a quelle che si ot-
tengono con mezzi di approssimazione del tutto grossolani, e cioe’ uti-
lizzando semplicemente, senza alcun coefficiente ponderale, i tests che
nella matrice fattoriale risultano saturi (positivamente o negativamen-
te) nel fattore che si vuol stimare e poco saturi in altri fattori. .
cosi’, nell’ esempio citato piu’ sopra, trattandosi di stimare la i
misura del soggetto p nel fattore IV si puo’ semplicemente calcolare la Al
media aritmetica dei suoi risultati nei tests 3 e 4 che nella matrice '
fattoriale risultano saturi nel predetto fattore, e cioe':

. Zyyp = 1y (Zgp + Z4p)-

Naturalmente, se la batteria e’ piu’ ampia, e si dispone di un mag-
gior numero di tests saturi nel singolo fattore, la stima della dota-
zione fattoriale di un soggetto e piu’ attendibile.

3. Disponendo delle dimensioni fattoriali di un soggetto, c¢i si puo’
servire delle equazioni di specificazione fattoriale per stimare il suo
probabile risultato nelle variabili di cui si conosce la composizione
fattoriale,

Cosi’ ad esempio per una variabile 7, in base alla matrice fatto-
riale si puo’ scrivere:

Zyp = G4y + OB, + ¢;C + Ay, + eE + 58

(in cui il fattore di errore casuale e’ conglobato nel fattore specifi-
co) . .
Ricavando aj, by, cy, dy, ey, dalla matrice fattoriale e disponen-
do di Ay, By, Gy, Dp, Ep [cioe’ delle stime dei fattori 4, B, C, D, E
del soggetto p, espresse in unita’ standard (4 = zﬁp)J,si puo’ ottene-
re la misura approssimativa di Zyp (2).

Sorge pero’ naturale 1°obiezione che non vi e ragione di stimgre
il risultato di un soggetto in un test, quando si puo’ ottenere diret-

(1) CATTELL. Factor Analysis, p. 80.
(2) 81 ignora l1la misura del fattore specifico'éﬁp il quale viene percio®

trascurato: con cio®* si attribmisce ad Eﬁp il valore 0, cioe’ il valore medio
(dato che i fattori sono misurati in unita’ standard).
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tamente tale risultato applicando il test al soggetto. E inoltre, per-
che’ andare in cerca del risultati nei tests, quando si dispone ormai
dei fattori, cioe’ delle reali dimensioni del fenomeno studiato?

La risposta a tutte queste obiezioni e’ che le correlazioni, che
in sseguito vengono sottoposte ad analisi fattoriale, si possono calco-
lare oltre che fra tests anche fra altre variabili.

Se una batteria di tests comprende anche una variabile, come il
risultato all’ esame finale di un determinato tipo di scuola, o il ri-
sultato in una determinata professione, e’ evidente che la previsione
di una variabile di questo genere, in base all’ equazione di specifica-
zione, non mancherebbe di interesse. Naturalmente, non si tratterebbe
di formulare la previsione per i soggetti del campione sul quale sono
state calcolate le correlazioni per 1°analisi fattoriale - perche’ in
questi doveva essere noto il successo scolastico alla fine della scuo-
la (se era questa la variabile introdotta nella batteria) o il risulta-
to professionale,  ma per altri soggetti, di cui con altri mezzi (misu-
re fattoriali dirette) siano state stimate le misure dei fattori risul-
tati dall’ analisi fattoriale della suddetta batteria. Per questi sog-
getti, sostituendo nell’ equazione di specificazione fattoriale relati-
va alla variabile che ci si propone di stimare, le misure individuali
dei fattori, si puo’ giungere a una previsione utile agli effetti del-
T orientamento scolastico o professionale.

¢’ ¢ tuttavia una grave obiezione a questo modo di procedere. Il
procedimento classico di previsione di una prestazione scolastica o pro-
fessionale consiste nell®’ impostare un’ equazione di regressione multipla
che mette in relazione i risultati di un soggetto in un particolare
gruppo di tests con il suo risultato probabile nella prestazione che si
intende prevedere (1). Orbene, se si puo’ stimare una variabile diret-
tamente dai tests, perche’ seguire la via piw’ lunga, e cioe’ fare 1’ a-
nalisi fattoriale per poter sostituire i fattori ai tests, e quindi sti-
mare la variabile per mezzo dei fattori? Non ¢ un giro vizioso?

[’ obiezione non manca di creare una certa perplessita’; Thomson
nella suas trattazione non si sente di prendere posizione a favore del-
la via piw’ Ilunga, tanto piu’ che oltre ad essere piuw’ lunga €' anche
quella che da’ una peggiore approssimazione. Infatti all’ approssimazio-
ne insita nella stima ottenuta per mezzo della regressione si aggiunge,
se si usano i fattori, 1’ approssimazione dovuta alla stima dei fattori,
i quali sono anch’essi, necessariamente, stimati con lo stesso metodo.

Una diversa posizione, nettamente ottimistica, e quella di Cat-
tell, il quale fa presente 1’ enorme vantaggio consistente nel fatto che
le misure di un numero limitato di fattori consentono di fare tutta u-

(1) I1 metodo, illustrato nei suoi fondamenti logici nel Cap. IV della I
Parte di questo volume, e* esposto, con esempi, in ogni tests di statistica
psicologica. Vedi per es., J.P. GUILFORD, Fundamental Statistics in Psychology
and Education, New York, 1956. Cap. XVI.
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na serie di previsioni riguardanti una persona, risolvendo tutta una
serie di equazioni di specificazione. Ma 1’ argomento fondamentale a fa-
wre dell’ uso dei fattori e’ che mentre la previsione per mezzo dei
tests e cieca, perche’ non si sa che cosa i tests abbiano in comune
col “criterio”, cioe’ con la variabile che si intende prevedere, 1’ ana-
lisi fattoriale da’, nell’ equazione di specificazione, la composizione
fattoriale del “criterio”, e in questo modo rende comprensibile la pre-
visione. Inoltre, essendo i fattori in numero ridotto di fronte alla
miriade dei tests, diminuisce il rischio che con un diverso campione di
soggetti il valore di previsione di una data combinazione di fattori
svanisca, come non di rado avviene per una determinata combinazione di
tests che pure erano stati sperimentati a tale scopo.

Cattell presenta a tale proposito un guadro avveniristico - che
purtroppo continua ad essere tale anche oggi, a dieci anni dalla pub-
blicazione del suo volume - secondo cui lo psicologo professionista fi-
nirebbe con 1’ aver bisogno soltanto di due schedari: uno schedario di
persone, con le loro misure standard in un piccolo numero di fattori
primari di personalita’ (1); e uno schedario di “situazioni” (professio-
ni, materie scolastiche, cure psicoterapiche, ecc.) con i rispettivi
coefficienti di saturazione nei vari fattori, cosi’ da poter calcolare
il probabile successo di ogni soggetto nelle varie situazioni.

2 Pilani dell’analisi e loro significati

L' analisi fattoriale ha avuto origine dalle difficolta’ inerenti
al metodo dei tests, difficolta’ messe in evidenza dal calcolo delle
correlazioni. Per lungo tempo il metodo fattoriale e’ rimasto legato ai
problemi dei tests, come uno sviluppo particolare della teoria dei tests.
Thurstone, pur avendo sottolineato il carattere di procedimento scien-
tifico generale dell’ analisi multifattoriale, da lui considerata come
un metodo per la prima esplorazione di nuovi campi di indagine, ha svi-
luppato il metodo tenendo presente quasi esclusivamente il problema del-
la struttura delle attitudini umane, Ma in seguito, pur rimanendo lo
studio della struttura della personalita’ T argomento al guale e’ dedi-
cata la massima parte delle indagini, si sono aperte altre vie all’ ap-
plicazione del metodo.

Il cambiamento nell’ oggetto dell’ indagine si. ripercuote sulla
struttura concettuale alla quale si e fatto riferimento nel corso di
questa esposizione: la relazione fra soggetti e tests. Non si tratta in-
fatti soltanto di sostituire alla nozione di test una nozione piw ge-
nerale, come quella di misura o di variabile: se ai tests vengono a so-
stituirsi altre variabili, viene a cadere (o puo’ venire a cadere) an-

(1) Nel senso lato che comprende anche le funzioni strettamente mentali.
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che la nozione di soggetto o persona, altrettanto essenziale alla teo-
ria fattoriale, in quanto i fattori sono misure individuali. ]

Le complicazioni non sono connesse soltanto all®estensione del me-
todo a campi diversi da quello della Psicologia; anche nel campo di ap-
plicazione originario si sono presentate delle possibilita’ nuove, che
aprono nuove vie alla ricerca e hanno imposto una ristrutturazione con-
cettuale.

Per rendersi conto di queste innovazioni, cioe’ dei diversi piani
su cui puo’ essere condotta 1° analisi, conviene riconsiderare le moda-
lita’ di applicazione del calcolo della correlazione.

pin qui, i dati per calcolare una correlazione consistevano in due
serie di misure, ottenute applicando due tests ad un campione di sog-
getti. Ogni soggetto forniva due misure, relative 1’ una all’uno e 1’al-
tra all’ altro test. F* questo il modo piw’ comune di calcolare le cor-
relazioni nelle scienze umane; ma non & 1°unica via per ottenerle. Un
altro procedimento, proposto da Cattell, consiste nell’ applicare le due
misure piw’ volte, in tempi diversi, allo stesso individuo; in questo
caso, la coincidenza fra le due misure si ottiene applicandole nelle
stesse "occasioni”.

Cosi’, ad esempio, due tests possono venire applicati, ad un campio-
ne di 200 persone o invece alla stessa persona in 200 occasioni diver-
se, Le occasioni possono essere scelte con un particolare criterio o in-
vece conservando costante 1° intervallo (per es. il primo giorno della
settimana, alle 9 del mattino); ma in ogni occasione si applicano tut-
ti e due i tests.

E° chiaro che, sia nell’ uno che nell’ altro caso, si puo’ calcola-
re un coefficiente di correlazione fra i due tests. E in tutti e due i
casi, se, anziche’ applicare soltanto due tests, si applica una batte-
ria di tests, si ottiene una matrice di risultati (v. tabb. 134 e 135)
dalla quale si puo’ ricavare una matrice di correlazioni fra tests, che
puo’ essere sottoposta ad analisi fattoriale.

i, to SheTe N t, to AT ty
P Xpltﬂ. Xpng ] Xpit. oi Xﬂ;t:_ Xoltg =5 Xﬂlt‘
P2 Xp,ty Xthz e ngt. %2 Xh2t1 XBQtQ S55 sztn
Pn X@nti antg ses Xﬁ“tl On XBntl antg i antl
Tabella 134. Tabella 135
Matrice di risultati ottenuti ap- Matrice di risultati ottenuti ap-
plicando m tests ad n soggetti in plicando m tests ad uno stesso sog-

una stessa occasione. getto in n occasioni.
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Le due matrici di risultati sono diversissime perche’ nella prima
le righe contengono ognuna i risultati di un diverso soggetto, mentre
nell” altra le diverse righe contengono i risultati di uno stesso sog-
getto, esaminato in occasioni diverse; tale diversita’ svanisce invece,
almeno dal punto di vista formale, quando, tanto per 1’ una quanto per
I’altra matrice, prendendo le colonne a due a due, si calcolano tutte
le possibili intercorrelazioni e si costruiscono le due matrici delle
correlazioni. Si tratta, infatti, di due matrici di intercorrelazioni
fra tests, contenenti cioe’ 1’una e 1’ altra altrettante misure dell’ af-
finita’ (o analogia) fra gli stessi m tests, e quindi, salvo il mate-
riale che e’ servito per ottenere le misure e che non compare nelle ma-
trici di correlazioni, formalmente non diverse tra loro.

In altre parole, una matrice di correlazioni fra tests (o, in ge-
nerale, tra variabili), ottenuta mediante una ricerca sul piano P (1)
non differisce, agli effetti della fattorizzazione della matrice di cor-
relazione, dalle classiche ricerche compiute sul piano R (batteria di
tests applicata ad un campione di soggetti); cioe’ dal punto di vista
tecnico non pongono alcun problema nuovo. I problemi nuovi sorgono quan-
do si tratta di interpretare i risultati dell’ analisi. Basti ricordare
che i fattori che sul piano R rappresentano caratteri individuali, di
cui ogni soggetto dispone in maggior o minor misura, sul piano P sono
proprieta’ delle singole occasioni.

Ma la possibilita’ di compiere un’ analisi sul piano P sta a dimo-
strare che in ogni ricerca compiuta con lo strumento della correlazio-
ne si devono considerare non due, ma tre ordini di fatti: a) variabili
misurate con particolari strumenti (es.: tests); b) oggetti, a cui ap-
plicare le misure (per es.: persone); c¢) occasioni, in cui si applica-
no tali misure.

Abbiamo veduto che calcolando le correlazioni si considerano solo
due dei suddetti tre ordini di fatti: cosi’ sul piano R si applica una
serie di tests (2) a un campione di soggetti, mentre sul piano P si ap-
plica una serie di tests in un campione di occasioni: ma va tenuto pre-
sente che il terzo ordine di fatti, apparentemente assente, e tuttavia

presente ma rappresentato da un solo membro. Cio’ e evidente per 1’ a-

nalisi sul piano P (i tests sono applicati, in una serie di occasioni
successive, allo stesso soggetto), ma vale anche per 1’ analisi sul pia-
no R (i tests sono applicati ad una serie di soggetti nella stessa oc-
casione), cloe’ si devono escludere differenze sistematiche dovute al-
le diverse circostanze in cui si applicano i tests (3).

(1) La scoperta di diversi piani dell® analisi (cattell) esige 1*uso di
diversi simboli per indicare tali piani. Il piano P, e’ caratterizzato dal-
I applicazione di una batteria di tests in una serie di occasioni, ad un® unice
persona.

(2) Invece di tests, od olire ai risultati dei tests, si possono utiliz-
zare altre misure: eta’, reddito, grado di istruzione, ecc. :

(3) Nel caso molto comune, dell® applicazione collettiva di una batteria
di tests, si realizza di fatto l*unicita’ dell’ occasione.
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I1 procedimento per cui, partendo da tre ordini di fatti si sono
ottenute le correlazioni sul piano R e P, considerando di volta in vol-
ta due ordini di fatti, si completa naturalmente considerando insieme
le 0 e le p (cioe’ le occasioni e le persone) e trascurando le t, i
tests (cioe’ riducendoli ad un unico membro). E chiaro che anche in
queste condizioni e’ possibile il calcolo di una matrice di correlazio-
ni; in che cosa consistono, e come vanno interpretate?

Per maggior chiarezza, esaminiamo la matrice dei risultati che si
ottengono applicando uno stesso test a una serie di soggetti in una se-
rie di occasioni diverse (tab. 136).

Ogni colonna della matrice

91 92 DL | comprende i risultati ottenuti ap-

p}_ XP 101 Xpioz CRCIC Xpiol Dli?ando il test DE:!.la StE!SS?‘l OC'
casione ad n soggetti; ed ogni ri-

Pz ‘X92°1 352“2 i sz“n ga comprende i risultati relativi

allo stesso soggetto esaminati ri-
petutamente (con lo stesso test)
= in m occasioni diverse.
Po Xpposi Xppo, -+ Kppo, I dati raccolti in tab. 136
consentono di calcolare la corre-
lazione fra due colonne, cioe’® fra
due occasioni diverse; e la matri-
ce delle correlazioni che si ottengono associando le colonne a due a
due e calcolando ogni volta il coefficiente di correlazione e’ una ma-
trice di correlazioni fra occasioni.
Prima di interpretare il significato di queste correlazioni e quin-
di il significato di una eventuale fattorizzazione, va tuttavia notato
che la stessa matrice dei risulta-

Tabella 136.

ghe anziche’ tra le colonne. Infat-
ti non vi era nessuna ragione per
scrivere la suddetta matrice C
Xouos B piuttosto ch? la §ua trasposta :

R m (tab. 137), in cui, essendo le ¢o-
lonne costituite ciascuna dai ri-
sultati di una persona alla quale

¢ stato applicato lo stesso test in occasioni diverse, calcolando, co-
me al solito, le correlazioni fra colonne, si ottiene una matrice di
correlazioni tra persone.

che cosa significa una correlazione fra due persone? Siccome lo:
stesso problema si presenta anche nella situazione abituale della ma-
trice delle correlazioni R dove e pure possibile calcolare la corre-
lazione fra le righe anziche fra le colonne, cioe’ correlare fra loro

Pa Do Tate Pn ti puo’ dar luogo ad una diversa

01 Xo,p, Xogp, -+ Xogp, matr}cemdl correlaZLini calcolanj

O R X X do cioe’ le correlazioni tra le ri-
2 0oPq 09Po 0oPg

On XQn Pi

Tabella 137.
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i + le persone anziche’ i tests, e' prefe-
(1) ty 2 ‘o n HE ; : 3
\ ribile esaminare il problema del si-
Pi Xp,ty Xbitz e Xbit. gnificato della correlazione fra per-
Po Xpot,y Aioto, s Xp,t, Sone in questo contesto ormai familia-

re (tab. 138). Correlare fra loro le
righe della matrice dei risultati ot-
tenuti applicando un gruppo di tests
a un campione di soggetti significa
(se la matrice e’ scritta secondo le

Tabella 138. consuetudini, intestando le colonne

ai tests e le righe ai soggetti) cal-

colare i coefficienti di correlazione fra le persone anziche’ fra i
tests. E mentre e’ facile rendersi conto che cio’ e’ tecnicamente pos-
sibile (applicando cioce’ la formula di Pearson) non ¢ altrettanto fa-
cile rendersi conto del significato di una tale operazione.

A tale scopo e utile riesaminare il significato della correlazio-
ne fra tests. Nell’ impostazione iniziale dell’ analisi fattoriale i tests
erano considerati come entita’ ignote o assai poco conosciute, e le cor-
relazioni, determunandone il grado di affinita’ reciproca consentivano
di raggrupparli, cio’ che costituiva una forma di classificazione obiet-
'tiva, e quindi di conoscenza. ;

Come per i tests, anche per le persone il coefficiente di correla-
zione misura 1’ affinita’ reciproca e ne permette il raggruppamento. So-
lo che quando si calcola un coefficiente di correlazione fra due tests,
sl ricorre a un campione di soggetti, rappresentativo di una popolazio-
ne, per cui, applicando i tests ad un altro gruppo di soggetti, il ri-
sultato varia soltanto entro i limiti dell’ errore di campionatura, ri-
manendo quindi approssimativamente costante. Invece i tests di una bat-
teria non rappresentano un campione casuale di una popolazione di tests,
per cui non vi e’ ragione di ritenere che, usando un’ altra batteria di
tests, la correlazione fra due persone rimanga approssimativamente la
stessa.

Si tratta comunque di una difficolta’ che e’ stata superata con va-
ri mezzi, creando particolari tipi di tests che presentino la caratte-
TIistica di essere un campione casuale di una popolazione di tests 2y

Pn X

(1) La possibilita’ di correlare fra loro le persone anziche’ i tests e’
stata presentata per la prima volta contemporaneamente a G. Thomson e a
W. Stephenson nel 1935, cioe* oltre 30 anni dopo il primo articolo di Spearman
sull’analisi fattoriale.

{2) Un primo procedimento consiste nell’ utilizzare come tests una serie
di saggi (disegni, compiti) da valutare. I saggi (per es. una serie di compiti
di un gruppo di scolari) fungono da tests di abilita® da giudicare; e in que-
sto caso i tests si possono considerare come un campione rappresentativeo di
una popoclazione di tests: ogni saggio deve essere giudicato per es. su una
scala di 7 punti, e ognuno degli n giudici (soggetti) esprime il suo giudizio
sugli m saggi. Si genera in tal modo una matrice m-n di risultati {tab. 139,
in cui t; - ty-sono i tests, e p; - Pn 1 soggetti). Ogni colonna della matrice
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con cio® le correlazioni fra persone acquistano un preciso significato
in quanto costituiscono una misura dell’ affinita’ fra due persone ri-
spetto a una determinata popolazione di variabili (i); e la matrice del-
le correlazioni fra persone ottenuta. dalla trasposizione-della matrice
~dei-risultati puo’ essere sottoposta ad analisi fattoriale (piano ().
I fattori cosi’ ottenuti stanno alle persone come i fattori ottenuti
nelle analisi compiute sul piano R stanno ai tests. Come questi ultimi
rappresentano le-reali dimensioni che sono presenti, combinate fra lo-
ro in misura diversa, nelle variabili arbitrarie, cosi’ nell’analisi
compiuta sul piano Q i fattori rappresentano i-tipi, le dimensioni del-
la personalita’ , combinate diversamente nelle singole persone (2).

E’ chiaro che, una volta dimostrata la possibilita’ dell’ analisi
“inversa”, basata sulla trasposizione della matrice dei risultati, i
piani dell’ analisi da tre diventano sei; cioe’, quando le due serie in
relazione sono persone e tests, si possono calcolare e fattorizzare le
correlazioni fra tests (piano R) o le correlazioni fra persone (piano
Q); se le due serie sono tests e occasioni, si possono calcolare e fat-

' costituita dai voti che un soggetto ha espresso sugli m saggi, cioe” dai
risultati del soggetto nei tests di valutazione. Il coefficiente di correla-

28 P2 sl Pn

ti th[:ll thPQ Tew Xtipn
t2 Xtgpy Xtppy <-- Ltopp

Tabella 139.

ta Ktgpy Xtgpp, - Xrgpy

zioni fra due soggetti (ottenuto correlando fra loro gli elementi di due co-
lonne) fornisce la misura dell’affinita’ di due soggetti (nei riguardi dell’o-
perazione di valutare dei saggi di quella determinata disciplina).

Un altro metodo utilizzabile a tale scopo e' il (-sort, un procedimento
che consiste nel valutare, secondo uUna scala di 5 punti, una serie di tratti
psicologici, propri (autovalutazione) o di altri (eterovalutazione). I tratti
che sono sempre gli stessi, per ogni operazione di valutazione, e rappresenta-
no le variahili, dovrebbero costituire un campione rappresentativo di un uni-
verso di tratti di personalita’. Le valutazioni di tratti, cosi’ ottenute,
consentono di calcolare la correlaziome fra le persone valutate.

Infine si possono utilizzare come tests delle “scale di valutazione” co-
stituite ciascuna da due opposti, fra i quali deve cadere il giudizio nei ri-
guardi di un particolare oggetto (Differenziale semantico, v. il n. 4 del se-
guente paragrafo). Per es::

Buono ISR B E GRS S e d v o
Fristel N 1N SR g gl g T el Tegro), ece.

Anche queste scale di valutazione si possono scegliere in modo tale che
esse costituiscono un campione rappresentativo di um universo di scale di va-
lutazione; utilizzandole per valutare un campione di soggetti si ottiene una
matrice di risultati “tests (cioe® scale di valutazioni) per soggetti”, che
consente di calcolare le correlazioni fra le persone valutate.

(1) Questo vale anche per i tests: per es. 1’affinita’ fra due tests di
attitudine e' diversa a seconda che la popolazione di soggetti rappresentata
dal campione al quale sono stati applicati i tests e una popolazione di adul-
ti o di bambini.

(2) 1 fattori possono rappresentare soltanto quelle dimensioni della per-
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torizzare le correlazioni fra tests (piano P) o fra occasioni (piano 0);
e infine se le due serie sono persone e occasioni si possono calcolare

*\Q VARIABILI :
[
Q
o
g
S
2 ot
o P "2
’iﬁt»éﬁa s
e
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Fig. 196. - Diagramma di covariazione di cattell (da R.B. CATTELL. Descrip-
tion and measurement of Personality, World Book Co., 1946).

e fattorizzare le correlazioni fra persone (piano S) e fra occasioni
(piano T) (fig. 128).

A prescindere dal piano R, che com prende la grande maggioranza del-
le ricerche e degli studi di analisi fattoriale finora compiuti, e dal
piano () sul quale sono state eseguite parecchie ricerche, soprattutto
dallo Stephenson e dai suoi collaboratori, gli altri quattro piani che
rappresentano altrettante tecniche di ricerca fattoriale sono stati sco-
perti dal cattell.

Le ricerche sui piani P ed O sono caratterizzate dal fatto che le
correlazioni e quindi i risultati dell’ analisi fattoriale si riferisco-
no a un singolo individuo. Le due tecniche sono state proposte dal cat-
tell come mezzi di indagine clinica. L’ indagine viene condotta (in am-
bedue i casi) sottoponendo una singola persona ad una serie di misure
(tests psicologici, misure fisiologiche o altre determinazioni quanti-

sonalita® che sono state messe in gioco dai tests ntilizzati per il calcolo
delle correlazioni. :
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tative) e ripetendo tali misure in una serie di occasioni: per la tec-
nica P il numero delle occasioni dev’ essere tale da consentire il eal-
colo di un coefficiente di correlazione sufficientemente aitendibile
fra le due misure; mentre, per la tecnica (O, il numero delle misure de-
Ve essere sufficiente per permettere di calcolare le correlazioni fra
le occasioni. Finora ambedue le tecniche sono state scarsamente utiliz-
zate (1).

Delle tecniche S e T. (applicazione di un’ unica misura ad una se-
rie di soggetti in una serie di occasioni) la tecnica S (correlazione
fra persone) potrebbe essere utilizzata, secondo Cattell, in Psicolo-
gia sociale, nello studio della somiglianza di comportamento di due per-
sone (per es. marito e moglie, leader e seguace, gemelli) in una serie
di occasioni sociali: i fattori ottenmuti rappresenterebbero categorie
di persone che reagiscono similmente in diverse occasioni - si tratte-
rebbe quindi di uno strumento utile per la determinazione empirica di
gruppi e ruoli. La tecnica T consisterebbe invece nella fattorizzazio-
ne di coefficienti di fedelta® (r::) ottenuti applicando ripetutamente
lo stesso test ad una stessa collettivita’ di soggetti in diverse occa-
sioni. Le correlazioni si.calcolano tra occasioni. e percio’. sempre
secondo Cattell, questo piano di ricerca, che metterebbe in evidenza i
fattori della somiglianza o affinita’ fra occasioni, dovrebbe servire
allo studio delle “atmosfere” o caratteristiche situazionali che influi-
scono sui risultati dei soggetti.

3. Esempi di interpretazione dei risultati dell’ analisi fattoriale, u-
sata come strumento di ricerca

1

1. - Una delle piw’ importanti applicazioni dell’ analisi fattoria
le come strumento di ricerca in Psicologia ¢’ la determinazione della
struttura della personalita’. A questo proposito e giusto ricordare
1’ opera di tre studiosi di primo piano, R. Cattell, J.P. Guilford e H.
Eysenck; qui accenneremo, schematicamente, ad alcuni dei risultati ot-
tenuti dal cattell, lo studioso che ha trattato il problema da un pun-
to di vista generale, dedicandovi buona parte della sua feconda atfivi
ta? di ricercatore. (2).

I1 problema della struttura della personalita’ era stato imposta-
to im maniera affascinante e originale, nei primi decenni del secolo,

i

(1) La tecnica P e* stata utilizzata da Cattell per ricerche sui fattori
di personalita® e per lo studio dell’ evoluzione deil caratteri nazionali (v. il
paragrafo successivo). Per la tecnica 0, va ricordato uno studio longitudinale
di una persona a diverse eta’ (Burt e Watson). _

(2) Gli studi di cattell su questo problema si estendono ad oltre un ven-
tennio. Ci limitiame a citare Personaliiy. A'Systematic Theoretical and Fac-
tual’ Study (1950), “Personality and Motivation Theory based on Structural Mea-
surement”, in I.L. MacCARY. Psychology of Personality (1956) e The Scientific
Analysis of Personality (1966).
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da numerosi studiosi, di diversa origine - non soltanto psicologi, ma
anche psichiatri, medici costituzionalisti, biologi, filosofi e pedago-
gisti - ognuno dal particolare punto di vista della propria disciplina.
La ricerca fattoriale, obiettiva e senza pregiudiziali, ha fatto giu-
stizia di queste concezioni parziali, non tanto in quanto ha sostitui-
to i risultati di una ricerca generale a teorie basate su osservazioni
limitate e a concezioni a carattere speculativo, ma soprattutto in quan-
to nei risultati della ricerca fattoriale si trova confermato tutto cio’
che di vitale c¢’era in quei punti di vista parziali.

Scopo della ricerca - che qui viene esaminata soprattutto nei suoi
aspetti metodologici - era la determinazione delle dimensioni della per-
sonalita’, cioe’ dei tratti unitari e relativamente indirendenti che
rappresentano le variabili essenziali e si contrappongono a quelle va-
riabili arbitrarie che costituiscono il materiale delle descrizioni fat-
te intuitivamente. I’ analisi fattoriale e’ lo strumento che dalle cor-
relazioni fra le variabili arbitrarie ricava le variabili essenziali,
cioe’ -i fattori; ma e chiaro che il risultato dell’ analisi e’ condi-
zionato dai dati utilizzati in partenza. Cattell si preoccupo’ quindi
anzitutto di disporre di un insieme di misure che costituissero una cam-
pionatura il piu’ possibile completa delle forme del comportamento uma-
no. Percio’ egli parti’ da una raccolta, compiuta sul vocabolario, di
tutte le espressioni che costituivano descrizioni di aspetti del com-
portamento; dalla successiva condensazione di circa 3000 espressioni
sono risultate le variabili arbitrarie su cui e’ stata compiuta la ri-
cerca.

Un altro aspetto metodologico importante e costituito dal control-
lo dei risultati. La ricerca si e’ svolta lungo tre direttrici indipen-
denti, utilizzando dati di diversa origine:

a) Osservazioni di comportamenti (allo scopo di ottenere misu-
re o stime relativamente alle variabili arbitrarie ottenute, come ¢’
stato detto. a partire dalla campionatura del vocabolario) in situazio-
ni naturali della vita di ogni giorno.

b) Dati introspettivi che i soggetti fornivano su se stessi ri-
spondendo a questionari.

¢) Risultati ottenuti mediante 1’ applicazione di tests obietti-
vi. 3

I tre ordini di dati, elaborati separatamente in tre matrici di
correlazioni, hanno dato luogo a tre distinte analisi fattoriali. In
tal modo le tre analisi fattoriali si controllavano a vicenda dato che,
se un fattore rappresenta veramente una dimensione fondamentale della
personalita’, esso si deve ripresentare in tutte e tre le analisi, ben-
che’ in ciascuna i dati di partenza appartengano a tre diversi campi di

osservazione. i
I’ applicazione di questo “principio dell’ indifferenza dell’ indica-

tore” trova tuttavia un grosso ostacolo nel fatto che la campionatura
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dei dati di osservazione diretta trova riscontro solo parzialmente ne-
gli altri due campi di osservazione: se entro certi limiti e possibi-
le tradurre una variabile osservativa esterna, cioe’ un termine che de-
scrive un comportamento, in una variabile introspettiva e’ ben piw
difficile trovare un corrispettivo a tale variabile nell’ ambito dei
tests obiettivi, cioe’ trovare un test obiettivo che metta in evidenza
e misuri la variabile stessa (1). Percio’ la corrispondenza e’ risulta-
ta fin da principio chiara soprattutto per i fattori ottenuti nelle due
prime analisi, quella relativa ai dati osservativi esterni e quella re-
lativa ai dati introspettivi.

Le dimensioni della personalita’ piu® sicuramente stabilite risul-
tano essere le seguenti:

A - Ciclotimia-schizotimia

B - Capacita’ mentale generale - deficienza mentale

C - Forza dell’ Jo o carattere emozionalmente stabile - emozionalita’
generale neurotica

(2) - Dominanza - sottomissione

- Euforia - depressione (o malinconia ansiosa)

- Forza del Super-Io - carattere dipendente, non cumpulsivo

- Immunita’ - sensibilita’ rispetto alla minaccia

- Mollezza - durezza

Raffinatezza - grossolanita’

Ciclotimia fiduciosa - paranoia

Calma - preoccupazione

sofisticazione - semplicite’

¥

2R RNy

E' interessante notare come parecchie.delle suddette dimensioni corri-
spondano esattamente a guelle messe in luce nelle diverse concezioni della
personalita’ e del carattere - le cosiddette "caratterologie” - sorte nei pri-
mi decenni del secolo; cosi’ la dimensione A (ciclotimia-schizotimia) corri-
sponde esattamente ai due temperamenti descritti da Kretschmer, la dimensio-
ne (G (forza del Super-io) trova riscontro nella concezione psicoanalitica
della personalite’ , mentre la dimensione I (mollezza-durezza). richiama i ti-
pi di James. I.a dimensione estraversione-intraversione si ritrova invece
come fattore di secondo ordine, ottenuto sottoponendo ad analisi fattoriale
la matrice delle correlazioni tra i fattori (3).

Ognuna delle dimensioni fattoriali suddette (tranne forse la se-
conda, che corrisponde alla G di Spearman) ha carattere bipolare, cioe’
satura positivamente alcune delle variazioni descritte (che funzionava-

(1) Tale difficolta’, presente all® inizio della ricerca, si e’ attenuata
nel corso degli studi successivi, in quanto Ccattell e i suoi collaboratori si
sono dedicatl alla costruzione di batterie di tests obiettivi di personalita’.

(2) 11 tratto D non e stato sufficientemente confermato da ricerche in-
dipendenti

(3) 8i tratta di fattori non-ortogonali, che presentano una certa corre-
lazione fra loro.
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no come tests agli effetti dell’ analisi) e negativamente altre (1).
Riportiamo qui come esempio le saturazioni della dimensione A (2), in
base alle quali essa e stata interpretata come ciclotimia-schizotimia.

A - ciclotimia-schizotimia

‘Variabili saturate positivamente Variabili saturate negativamente
facilone ostruzionista, intrattabile
adattabile (nelle abitudini) inflessibile, rigido
di buon cuore freddo, indifferente
aperto, placido silenzioso, segreto, ansioso
emozionalment§ espressivo riservato
fiducioso, credulo sospettoso, circospetto
impulsivamente generoso chiuso, cauto
cooperativo, dimentico di se’ ostile, egotistico
sensibile agli appelli emozionali impersonale

personali :
faceto impassibile

La precedente tabella, che raccoglie, in ordine di saturazione i
tratti elementari (variabili osservative) piw’ saturati, positivamente
o negativamente, dalla dimensione (cioe’ dal fattore) ‘A, rappresenta u-
na colonna della matrice fattoriale. Analoghe tabelle raccolgono i trat-
ti elementari che saturano le altre dimensioni.

In base ai risultati dell’ analisi e’ stato costruito da cattell u-
no strumento diagnostico, che in questo caso non e’ costituito da una
serie di tests fattoriali (unmo per ogni dimensione), ma da un questio-
nario da cui si ricava la misura approssimativa di ognuno dei dodici
fattori (piw altri quattro: 16 in tutto) di un soggetto.

L’ indagine del Cattell e’ andata piuw’ in la’: oltre ai tratti fon-
damentali della personalita’ sono state determinate, sempre col metodo
fattoriale, le dimensioni degli stato d’ animo (moods) degli istinti, e
dei "sentimenti” (3).

Per queste ricerche che, a differenza da gquella sui tratti della
personalita’, hanno preso le mosse da certe ipotesi sulla struttura del-
le tendenze, fu usata oltre alla classica tecnica R, anche e soprattut-
to la tecnica P che utilizza la fluttuazione delle funzioni affettivo-

(1) I nomi alternativi (ciclotimia-schizotimia, euforia-depressione,
ecc.) stanno ad indicare le due forme opposte che la dimensione assume, a se-
conda che risulta positiva o negativa nella dotazione fattoriale del singolc
soggetto.

(2) Lordine, indicato dalle lettere A-J, sta ad indicare la quantita® di
varianza assorbita da ogni dimensione. La dimensione 4 e’ in questo senso lsa
piu* importante., perche’ assorbe una proporzione di varianza maggiore delle
altre.

(3) Lasciamo da parte, per brevita®, il procedimento, basato sulla tecni-
ca P, per determinare la struttura degli stati d’animo; e ei limitiamo a qual-
che cenno sulla struttura degli istinti e dei sentimenti.
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tendenziali e permette di studiarne la struttura nel singolo individuo,
con risultati di grande interesse dal punto di vista clinico, in quan-
to la matrice fattoriale che ne risulta rappresenta la struttura ten-
denziale di un singolo individuo. Le variabili elementari arbitrarie
erano in questo caso una cinquantina di “atteggiamenti di interesse”,
scelti in modo che ogni tendenza ipotizzata fosse rappresentata da al-
meno due variabili elementari.

I fattori ottenuti con questa impostazione di ricerca, chiamati
dal cattell ergs, allo scopo di evitare espressioni come “istinti” o
‘tendenze ”, cariche di significati connessi a particolari impostazioni
teoretiche, rappresentano la struttura motivazionale innata della per-
sonalita’ umana. Si tratta di una decina di dimensioni tendenziali che
corrispondono piu’ o meno agli istinti ipotizzati dagli etologi nei mem-
miferi superiori, fra cui sesso, paura, gregarismo, autoasserzione, i-
stinto parentale e protettivo, pugnacita’, ecec. La seguente tabella
rappresenta un esempio degli atteggiamenti-interessi saturati dall’ erg
‘paura”.

Saturazione
fattoriale
Voglio che il mio paese raggiunga una maggiore protezione
contro il terrore della bomba atomica 0,5
Voglio vedere attaccata e distrutta ogni formidabile po- i
tenza militaristica che rappresenta un’ attiva minacecia

contro di noi 0,5
voglio che si riduca il pericolo di morte per accidenti e

per malattie 0,4
Voglio veder puniti i responsabili dell’ inflazione 0,4
Voglio che non mi tocchi mai di essere ricoverato in un o-

spedale psichiatrico 0,4
Voglio che si ottenga una riduzione della tassa sul reddi-

to per quelli della mia categoria 0,3
Voglio avere un’ assicurazione piu’ elevata contro le ma-

lattie 0,3
Voglio far carriera 0,3
voglio che il mio paese sia potente e abbia influenza nel

mondo 0,5
Mi piace partecipare a discussioni politiche 0,3

Nell’ estendere le ricerche nell’ ambito delle tendenze e degli in-
teressi, furono ottenute anche delle strutture fattoriali di altra na-
tura, le cui dimensioni non apparivano innate, cioe’ preformate costitu-
Zionalmente, e risultavano percio’ non avere nessuna parentela con le
caratteristiche delle altre specie, biologicamente affini all’ uomo; ta-
1i dimensioni risultavano acquisite socialmente ed erano centrate ognu-
2 su una particolare istituzione sociale: la famiglia, la nazione, la
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chiesa, la professione, lo svago preferito, ecc. Cattell, con evidente
riferimento alla concezione di McDougall, indica come sentimenti questa
classe di strutture dinamiche. Al pari delle altre dimensioni fattoria-
li, ogni sentimento satura una serie di atteggiamenti o interessi.

E' interessante il fatto che in un primo tempo 1’ analisi delle cor-
relazioni fra variabili motivazionali (di atteggiamento-interesse) ele-
mentari porto’ alla determinazione delle dimensioni istintive innate
(ergs) e solo in seguito, usando come strumenti di misura speciali
tests, il cattell riusci’ a mettere in evidenza la struttura dei senti-
menti acquisiti (metanergs). Si tratta, secondo 1’ Autore, di due diver-
si tipi di misure di cui - come si e’ detto - 1’una, E, esprime 1’ in-
tensita’ di bisogni istintivi, 1’altra, M, tratti sociali determinati
dall’ esperienza. I’ equazione di specificazione per un determinato inte-
resse o atteggiamento, I, misurato mediante un test o un questionario
sara’ dunque

I = .SElEi + -SEQEQ--"I' RO SENEN + S“1M1 + -&QMQ‘F S .&NMN

in cul J e’ 1’intensita’ di un particolare interesse o atteggiamento di
una persona;
S e’ il coefficiente di saturazione dell’ interesse suddetto, in un

fattore E oppure M, cioe’ in una dimensione istintiva o sentimentale:

E,-yx sono le misure delle diverse dimensioni istintive (ergs) del
soggetto;

Mi-.y sono le misure delle diverse dimensioni sentimentali (metan-
ergs) del soggetto.

2. - Uno studio fattoriale del Remondino (1) riguarda la determi-
nazione delle dimensioni del giudizio degli insegnanti che valutano le
composizioni scolastiche nella lingua materna.

I1 problema delle dimensioni del giudizio e’ essenziale nei riguar-
di di tutte le valutazioni di saggi scolastici. Una volta messa in evi-
denza dai docimologi 1’ enorme disparita’ dei giudizi, la prima questio-
ne che si pone e' quella di stabilire se tale disparita’ non dipenda
dal fatto che 1’ oggetto del giudizio di due valutatori puo’ essere di-
verso. Cio’ e particolarmente evidente quando si tratta di composizio-
ni nella lingua materna, in cui si valuta ad un tempo la correttezza,
lo stile, il contenuto e, magari inconsciamente, anche la pulizia, la
‘decenza” della presentazione dal punto di vista grafico.

Si tratta dunque anzitutto di stabilire quali e quante sono le di-
mensioni indipendenti del giudizio dei valutatori.

Per ottenere tale risultato, 1’'A. procede nel modo seguente:

(1) C. REMONDINO. Studio fattoriale della valutazione di composizioni
scolastiche in lingua materna, Bollettino di Psicologia e Sociologia applica-
ta, 205-218 (1958). Vedi anche British Journal of Educational Psychology, 29,
3 (1959) e Travail Humain, 22 (1959). vale la pena di leggere nell’originale
il breve articolo, che & un modello di rigore metodologico.
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1. E’ stato intervistato un campione di insegnanti (professori di
materie letterarie) ai quali e’ stato chiesto un elenco di attributi, o

che si possono distinguere in una composizione scolastica. Riu-

nendo tutte le informazioni ottenute e dopo numerosi controlli e sta-

to compilato 1"elenco seguente (1):
1%

=1 @ W

Leggibilita’

. Estetica

. Presentazione

. Correttezza ortografica

. Correttezza morfologica

. Correttezza sintattica

. Organicita’ di esposizione

8. Ricchezza di idee

10.

11

12.

14.

15

16.

17.

. Adeguatezza di idee

Precisione d’ informazione

completezza

concisione

Proprieta’ di linguaggio
stile

originalita’

Maturita’

Fantasia

gualita’ di una scrittura che si presta
a una lettura facile, rapida, senza
equivoei.

linea armonica e gradevole delle lette-
re e buon gusto nell’ impaginazione.

pulizia, cura, buona presentazione del
lavoro.

densita’ errori ortografici.

densita’ errori morfologici.

densita’ errori sintattici.

qualita’ di un’ esposizione fatta con or-
dine, nelle giuste proporzioni, e se-
guendo uno schema.

quantita’ di idee, spunti e argomenti.

qualita’ per cui le idee esposte sono
pertinenti e adeguate con il tema.

veridicita’ ed esattezza oggettiva del-
le affermazioni e dei fatti esposti

qualita’ che consiste nel non aver tra-
lasciato niente di quanto si doveva
dire.

qualita’ per la quale le cose da dire
sono dette con il minimo indispensa-
bile di termini senza ripetizioni, ri-
dondanze o tortuosita’.

giusto impiego dei vocaboli,

facilita’ , esattezza, padronanza della
lingua in cio’ che riguarda la costru-
zione delle frasi.

qualita’ per la quale, attraverso il la-
voro, traspare e si afferma qualche
cosa della personalita’.

capacita’ di giudizio, profondita’ cri-
tica, acutezza dei ragionamenti espo-
sti.

capacita’ di creazione, di trasfigura-

zione, di proiezione, rivelata dallo

scritto.

{1) Op. cit., Tav. 1. (Le citazioni si riferiscono sl Bolleftino di Psico-
logia e'Sociologia arplicata).
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stato quindi valutato secondo le
17 categorie sopra indicate [per ogni composizione ogni valutatore e-
sprimeva il suo giudizio secondo ognuna delle 17 voci, indicando un

(+) se giudicava la qualita’ indicata nell’ elenco, presente in mi-

sura superiore alla media, un meno (-) se la giudicava presente in mi-
sura inferiore alla media, e uno zero (0) se non si distaccava dalla

media]. Si sono calcolate quindi le correlazioni fra le varie categorie
di giudizi, ottenendo in tal modo una matrice di correlazioni per ogni
valutatore. Essendo stato constatato che i risultati dei diversi valu-

tatori presentavano una fondamentale analogia, si e’

trice di correlazione media (1).

calcolata una ma-

3. Sottoposta ad analisi fattoriale la suddetta matrice di corre-
lazioni si e’ ottenuta in seguito a rotazione la struttura semplice o-
bliqua rappresentata dalla matrice di tab. 140.

"

&

o ek kb
[ S S
; -

14.
15.
186.
17

Dei 4 fattori ottenuti, 1’ Autore da’

. Propriet#

Leggibilita’

Estetica

Presentazione

Correttezza ortografica
Correttezza morfologica
Correttezza sintattica
Organicita’ di esposizione
Ricchezza di idee

. Adeguatezza d° idee

Precisione d’ informazione

. Completezza

goncisione

di linguaggio
stile

Originalita’

Maturita’

Fantasia

A B C D

73 -. 10 -.09 - 17
.80 -.16 -.15 -.15
.79 Sl -.08 -.22
.07 . 59 -.04 .06
il .66.| -.01 .06
.18 .70 .07 .10
.06 13 .49 .07
AT .09 .50 .24
.03 -.01 .68 .02
.00 .04 .56. .01
.05 -.03 .45 AT
.14 .04 .26 .07
.01 .49 .16 .13
.06 .52 .13 .24
gty niiIg .07 . 67
.06 513 .23 .44
Sl .22 .06 .65

(da Remondino, Tav. V)

Tabella 140.

la seguente interpretazione.

1) Il primo fattore satura altamente i parametri:

1. Leggibilita’
2. Estetica
3. Presentazione.

(1) Pra i tre valutatori che presentavano fra loro la massima analogia e

sl potevano quindi considerare tipici.
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Si tratta di tre parametri riguardanti la forma esteriore dell’ e-
laborato. Il termine pRESENTAZIONE GRAFICA puo’ designare in modo abba-
stanza chiaro gquesto complesso fattoriale.

9) I parametri piw’ saturi del secondo fattore sono:
“4. correttezza ortografica
5. Correttezza morfologica
6. Correttezza sintattica
13. Proprieta’ del linguaggio
14. stile.
Evidentemente ognuno di questi cinque parametri rispecchia un 1li-
vello diverso di una stessa qualita’ dimostrata dal redattore, che si
puo’ esprimere bene con il termine USO DELLA LINGUA.

3) 11 terzo fattore satura specialmente 1 parametri seguenti:
7. Organicita’ di esposizione
8. Ricchezza di idee
9. Adeguatezza di idee
i0. Precisione di informazione
11. Completezza.
Si tratta indubbiamente di diversi aspetti tutti attinenti alla
sostanza degli elaborati, e che possono venir sintetizzati bene dall’ e-
spressione: CONTENUTO ED ORGANIZZAZIONE DELL’ ESPOSIZIONE-

4) I parametri piu® saturati del quarto fattore sono:
15. Originalita’
16. Maturita’
17. Pantasia.
Troviamo raggruppate qui le caratteristiche piu’ sottili, le piu’
difficili a definire e a rintracciare nelle composizioni.
come ci risulto’ chiaro dall’ indagine di controllo, gli insegnan-
ti, facendo uso di questi termini, intendono significare alcuni aspet-
ti della composizione che sono strettamente connessi alla personalita’
del redattore; sempre secondo gli insegnanti intervistati, sarebbe al-
meno teoricamente possibile trovare due distinte composizioni che pre-
sentino uno stesso contenuto, che siano espresse con forma linguistica
e grammaticale simile e tracciate sulla carta con grafia identica, e
che siano cio’ nonostante manifestamente diverse: 1’ elemento che, nel-
le condizioni esposte, puo’ rendere diverse le due composizioni e, se-
condo le espressioni degli insegnanti intervistati, una “forma”, una
“solorazione” di natura assolutamente “personale”. Originalita’, matu-
rita’ e fantasia potrebbero percio’ venir definiti come ASPETTI PERSO-

NALI DEL CONTENUTO (1).

(1) Op. cit., pp. 210-211.

|
|
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3. - Un gruppo di ricerche fattoriali, dovute al Cattell, riguar-
dano le dimensioni culturali delle nazioni. Tali studi rappresentano,
per eosi” dire, il parallelo delle ricerche fattoriali compiute dallo
stesso Cattell per la determinazione delle “dimensioni” della persona-
lita’ . Infatti, come per ricavare le dimensioni della personalita’ si
comincia col misurare un certo numero di variabili su un campione di
soggetti, e poi si calcolano le correlazioni fra le variabili, sotto-
ponendole quindi ad analisi fattoriale, cosi’, per determinare le di-
mensioni di quell’ unita’ relativamente indipendente che e il gruppo
nazionale, e che egli chiama "syntality” (con evidente riferimento al-
la nozione di "personality”), il Cattell procede in modo strettamente
analogo: in una originalissima ricerca egli (1) utilizzo® le misure di
una serie di variabili su 69 nazioni, calcolando le correlazioni fra
le suddette variabili, e quindi sottoponendo la matrice delle correla-
zioni ad analisi fattoriale.

In altre parole, riferendoci per maggiore chiarezza allo schema
soggetti-tests, in questa ricerca le nazioni sono i soggetti, e le va-
riabili sono i tests. Le 69 nazioni non rappresentano un campione, ma
1’ intera popolazione delle nazioni esistenti al tempo in cui e’ stata
compiuta la ricerca (2). Le variabili utilizzate nella ricerca sono 82,
poi ridotte a 72 (in quanto 10 risultarono inutilizzabili per incomple-
tezza, infedelta’ o altre cause) parte delle quali (le variabili “sto-
riche”) si riferiscono ai 100 anni dal 1837 al 1937, e le altre all’ ul-
timo decennio di questo periodo. Si tratta di dati per la maggior par-
te statistico-demografici come ad esempio: popolazione, densita’ di po-
polazione, espansione (o contrazione) dell’ area della nazione, percen-
tuale -di popolazione cattolica, percentuale di popolazione buddista,
ecc.; percentuale di telefoni, percentuale di spesa per armamenti, spe-
sa destinata all’ educazione, numero di gruppi linguistici, miglia di
ferrovia per 1000 persone, percentuale di popolazione in servizio mili-
tare permanente, percentuale di illetterati, morti per omicidio su 1000
morti per suicidio per 1000 ecc., numero di premi Nobel, livello di vi-
ta, aumento della produzione industriale, rapporto fra divorzi e matri-
moni, consumo di proteine per persona al giorno, frequenza di guerre,
numero di partiti politici (1927-37), numero di trattati, numero di ri-
voluzioni, percentuale di uomini eminenti (in diverse aree), grado di
liberta’ nel divorzio, prostituzione (graduazione da “legalmente Tico-
nosciuta” a “proibita”y.

La matrice fattoriale ruotata ottenuta analizzando la matrice del-
le correlazioni fra le 72 variabili, rappresenta una struttura semplice
di 12 fattori, di cui i piw chiaramente interpretabili sono:

¥

(1) R. CATTELL. The Dimensions of culture Patterns by. Factorization of
National Characters, in’'J. of Abn. and’Soc. Psychol., 1949, 44, pp. 443-469.

(2) Percio’ viene a cadere la critica relativa all*esiguita’ del cam-
pione.
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1. grandezza, 2. pressione culturale, 3. benessere illuminato,
4. solidarieta’ patriarcale conservatrice, 5. razionalismo urbano e-
mancipato, 6. intelligente laboriosita’, 7. ordine energico, autode-
terminato, 8. filisteismo borghese, 11. buddismo-mongolismo, 12. in-
tegrazione culturale e morale.

Va notato che si tratta per la maggior parte di fattori di signi-
ficato psicologico e sociologico, che sono tutti, tranne il 1%°e I* 11°
bipolari. Ma i nomi dei fattori somo, come dice lo stesso Cattell, ten-
tativi di interpretazione, data soprattutto la novita’ della ricerca.
Cosi’, ad esempio, il primo fattore, “grandezza”, che presenta le se-
guenti saturazioni (1)

Saturazioni

0,63 area grande (in senso assoluto)

0,65 molti assassinii politici

-0,63 poche citta’ sopra i 20.000 abitanti per milione di
popolazione

0,61 grande numero assoluto di abitanti

0,52 molte rivolte e ribellioni locali nel periodo 1837-
1937

0,52 molti gruppi linguistici diversi

0,47 tardo sviluppo della produzione industriale

0,46 elevato rapporto divorzi/matrimoni

0,33 frequenza di trattati segreti nel 1837-1937

=0-%32 bassa percentuale di spesa governativa per 1’ educa-
zione

starebbe ad indicare che le organizzazioni sociali gigantesche soffro-
no di un disagio sia interno che esterno, per cui il fattore si potreb-
be eventualmente interpretare come un fattore bipolare di grandezza in
sicura contrapposta a esiguita’ ben organizzata (2).

A scopo di esemplificazione consideriamo anche il 4° fattore, in-
terpretato come solidarieta’ conservatrice, patriarcale contrapposta a
fermento di liberazione. Le variabili sono numerose e anche se per la
maggior parte sature in misura non molto elevata, hanno tuttavia 1’ im-

(1) Si noti che nella descrizione delle variabili e* gia’ tenuto conto
del segno della saturazione. Cosi', per es., la variabile “Percentuale di spe-
sa governativa per 1’educazione” essendo saturata negativamente dal fattore
grandezza, e tradotta in “PBassa percentuale di spesa governativa per 1’ educa-
Zione”.

(2) Op. cit:, pp. 458-59. Secondo questa interpretazione le nazioni che
presentano in misura molto elevata questo fattore sarebbero caratterizzate da
grandezza di area e di popolazione e insicurezza interna ed esterna, mentre le
mzioni che presentano una misura molto bassa in questo fattore sarebbero ca-
ratterizzate da un’ area e una popolazione piccole e da una buona organizza-
zione.

_ag.
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portante caratteristica di presentare la massima saturazione in questo
fattore (1).

-0,61 Dbassa percentuale di politici eminenti fra gli uomini emi-
nenti

-0,59 scarsa frequenza di telefoni per 1000 abitanti

0,56, alta percentuale di popolazione permanentemente sotto le
armi

-0,53 grandi restrizioni nel divorzio

-0,47 scarsa tendenza alle gravi depressioni industriali

-0,41 scarsa poligamicita’ nei costumi matrimoniali

0,37 elevato rapporto di femmine illetterate rispetto ai maschi
illetterati

-0,34 scarsa creativita’ in scienza e filosofia

0,34 marcata tendenza al risparmio

0,32 alta percentuale - fra gli uomini eminenti - di uomini emi-
nenti in campo religioso

-0,32 Dbassa percentuale di morti per cancro

50,30 basso rapporto di esportazioni rispetto alle importazioni

-0, 26 molto analfabetismo

Il fattore caratterizza le nazioni con tradizioni religiose e mo-
rali restrittive (compresa una forma di cauto risparmio) con una sempli-
ce organizzazione autoritaria (nessuna necessita’ di uomini politici e
di telefoni) e con i valori tipici di una societa’ mascolina [donne il-
letterate, interessi militari (2)]; esso ¢ presente in societa’ molto
diverse, come le colonie del New England, la Svizzera dell’ 800 e 1’ an-
tica sparta. Psicologicamente tale fattore avrebbe carattere ossessivo,
originato dalla severita’ nella relazione padre-figlio, caratteristica
di quelle civilta’, e persistente per ragioni storiche e ambientali (3).

Un altro studio dello stesso Autore, pure sulle variabili naziona-
1i (4) e' stato condotto invece con la tecnica P. Come nello studio del-
la personalita’ la tecnica P ne mette in evidenza le dimensioni fatto-
riali, applicando tests o altro genere di misure a un unico soggetto,
che viene esaminato ripetutamente per un lungo periodo di tempo, cosi’
nello studio delle dimensioni culturali delle nazioni, con la tecnica
P si ripetono molte volte, attraverso un lungo periodo di tempo, le mi-
sure delle stesse variabili in un’ unica nazione. Lo studio compiuto dal
Cattell riguarda la Gran Bretagna (5), le misure delle variabili, ripe-

(1) Op. cit., p. 462,

(2) Non militarismo come tendenza alla guerra e alle conquiste, ma piut-
tosto mantenimento di cospicue forze armate come espressione di cauntela e di
diseiplina (op. cif., pp. 461-62).

(3) Op. cit., pp. 461-462.

(4) R. CATTELL, A quantitative Analysis of the changes in the culture
Pattern of Great Britain 1837-1987 by the P technique, in Acte Psycho logica,
1953, 9, pp. 89-121.

(5) Fu scelta la Gran Bretagna per la completezza dei dati disponibili.
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tute anno per anno, riguardano il centennio 1837-1937. Le variabili,
scelte tra quelle di cui erano disponibili le misure, anno per anno,

nel predetto periodo, sono in parte quelle dello studio fattoriale com-
piuto su 69 nazioni, precedentemente esposto, in parte quelle usate in
un’ altra ricerca, pure compiuta con la tecnica P, negli Stati Uniti di
America (1). Uno degli scopi della ricerca era di stabilire se la strut-
tura fattoriale ottenuta con la tecnica R sulla popolazione delle nazio-
ni si ritrovava, almeno in parte, applicando la tecnica P su una nazio-
ne singola. Tale ipotesi trova conferma nei risultati di questo studio,
in quanto, dei 5 fattori chiaramente interpretabili, quattro risultanc
uguali o analoghi a fattori messi in luce dalla precedente ricerca, e
precisamente: pressione culturale, emancipazione-rigore, (prosperita’) -
illuminata (2), condizioni morali depresse-integrazione culturale.

I risultati della ricerca (e cioe’ le diversita’ non meno delle a-
nalogie di risultato con la ricerca condotta col metodo R sulle 69 na-
zioni e piu’ ancora con la ricerca condotta col metodo P negli Stati
Uniti), offrono all’ Autore I’ occasione di impostare il problema genera-
le delle cause delle analogie e delle diversita’ che si constatano nel-
le strutture fattoriali emerse da questo genere di studi. Dal punto di
vista tecnico ¢ interessante la possibilita’ di rappresentare 1° anda-
mento dei fattori, cioe’ la loro misura anno per anno (fig. 127). Il
calcolo della misura di un particolare fattore in un determinato anno
e’ stato eseguito approssimativamente (senza ricorrere all’ equazione
di regressione) sommando le misure in unita’ standard delle variabili
piu® importanti e rappresentando poi ogni fattore con media e deviazio-
ne standard uguali (3). Dal diagramma si vede anzitutto che i fattori
hanno un’ individualita’ indipendente, in quanto hanno ognuno un diver-
so andamento nel tempo; inoltre le modificazioni delle singole curve,
messe in relazione agli eventi storici, offrono la mssibilita’® di in-
teressanti interpretazioni.

I intensita’ di azione (grandezza) di ogni variabile in ogni anno
puo’ essere espressa con la consueta equazione di specificazione, e
cloe’

Hny = Sl.lF‘ly x SIQF:zy SRS - slnFn_'f * S:Fly

in cui
Hyy © una particolare manifestazione storica m nell’ anno y (cioe’
una delle 48 variabili misurata in un determinato anno);

(1) R. CATTELL e M. ADELSON. The Dimensions of Social change in the
U.S.A. as determined by P technique, 'Soc. Forces, 1952, 30, pp. 190-201.

(2) La coincidenza ¢' solo parziale, poiche’ 1°’aspetto “prosperita’” non
e’ presente nel fattore messe in luce in questa ricerca.

(3) Op. cit., p. 115. In altre parole, i 100 valori annuali ottenuti
sommando le variabili piu* importanti per un determinato fattore sono stati
trasformati in unita® standard. dopo averne calcolato la media e la deviazio-

ne standard.
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I 4 fattori il cui andamento e’ rappresentato nel
1. Pressione culturale
2. Tensione bellica - vita tranquilla
3. Emancipazione - rigore
5
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1935
1937

(da CATTELL., op. cit.)

diagramma sono:

condizioni morali depresse - integrazione culturale
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Sgy -.. Spp sono le saturazioni della variabile Hp nei fattori
F, ... Fp cioe’ quelli che cattell chiama "indici situazionali”, che
stanno ad indicare in che misura ogni fattore influisce su quella de-
terminata situazione (cioe’ su quella determinata variabile H.);

Fi ... F, sono le misure dei fattori, diverse di anno in anno;

Fy e 1l fattore specifico della situazione m, del quale s, e la
saturazione.

4. - Di particolare interesse per i problemi logici connessi al
metodo fattoriale sono le ricerche fattoriali che stanno in rapporto
alla nota tecnica del differenziale semantice di C. Osgood.

Il differenziale semantico consiste in una serie, di solito abba-
stanza numerosa, di coppie di aggettivi opposti, come grande-piccolo,
triste-allegro, bello-brutto, su ciascunga delle quali viene valutato,
da un campione di soggetti, un qualsiasi oggetto (una parola, una no-
zione, una sensazione, una persona, un oggetto inanimato, ecc.). La va-
lutazione si compie servendosi di sette intervalli; cioe’ per es. per
la coppia grande-piccolo, i sette intervalli corrispondono alle defini-
zioni sottoindicate;

2 3 4 5 6 T
grafdey METEa | IS SR T M N ey =0 piceolo
molto abbast. un po’ nef un po’ abbast. molto
grande grande grande gl;]a;fde piceolo piccolo piccolo
piccolo

Tl soggetto ha il compito di valutare 1’ oggetto rispetto alla sca-
la di sette intervalli segnando 1’ intervallo prescelto (se 1° oggetto
da giudicare e’ per es., 'il nano”, il giudizio sara’ “molto piccolo”,
cioe’ 7T; se I’ oggetto da giudicare e per es. Stalin, il giudizio va-
riera’ secondo le convinzioni politiche del soggetto).

ogni "oggetto” viene giudicato in base ad una serie di coppie di
opposti, cioe’ di “scale”. Quando tale valutazione e compiuta, 1’ in-
sieme dei punti segnati sulle diverse scale costituisce un "profilo”
(v. fig. 128). Si possono confrontare fra loro, per es., due profili
relativi allo stesso oggetto, forniti da due diversi soggetti, o due
profili relativi a due oggetti diversi forniti dallo stesso soggetto.,
Di solito si procede al confronto fra profili relativi a oggetti diver-
si e i risultati forniti da un campione di soggetti relativamente allo
stesso oggetto vengono utilizzati per calcolare il profilo medio rela-
tivo a quell’ oggetto.

gi misura 1f affinita’ fra due profili mediante il calcolo della
correlazione, e una matrice di correlazioni fra profili puo’ essere sot-
toposta ad analisi fattoriale.

conviene pero’ anzitutto precisare il significato di correlazione
tra profili. Quali sonoc le variabili di cui si calcola la correlazione,
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PROFILO MEDIO DEL CONCETTO ' AMORE”
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Fig. 198.

Va notato che le scale che non appaiono applicabili all’ oggetto giudicato
¢(in questo caso, ruvido-liscio, chiaro-confuso, angolosc-rotondo) danno come
risultato 4, il che significa che 1'oggetto giudicato non corrisponde ne* al-
1’ uno ne® all®altro dei due aggettivi opposti.

e su che base viene calcolata?
Per chiarire questo punto, giova riferirsi allo schema abituale
soggetti-tests. Le scale, cioe’ le coppie di contrari rispetto a cia-
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scuna delle quali vieme valutato 1° oggetto della valutazione, si posso-
no assimilare ad altrettanti tests, in quanto ciascuna di esse forni-
sce (indipendentemente dalle altre) una misura (su una scala di 7 gra-
di). Gli “oggetti”, che vengono misurati per mezzo delle scale, hanno
la stessa funzione dei soggetti che vengono misurati per mezzo dei
tests.

Un “profilo” non e altro che un insieme di misure relative a un
oggetto (1); e quindi una correlazione fra due profili non e’ altro che
la correlazione (cioe’ la misura dell’affinita’) fra i due oggetti ai
@ali si riferiscono i profili. E poiche’, come si e’ detto, nella tec-
nica del differenziale semantico le scale corrispondono ai tests e gli
oggetti ai soggetti, il calcolo della correlazione tra oggetti corri-
sponde al calcolo della correlazione fra soggetii, e dunque 1°analisi
fattoriale di una matrice di correlazioni fra oggetti rappresenta un’ ap-
plicazione della tecnica ( dell’analisi fattoriale. (2).

Nel campo di applicazione del differenziale semantico 1°analisi
fattoriale ha trovato numerose applicazioni.

vanno ricordati anzitutto gli studi che hanno costituito la pre-
messa all’ utilizzazione del differenziale semantico, compiuti da Osgood
e dai suoi collaboratori (3). per determinare i fattori semantici, cioe’
le dimensioni del stgnificato di un oggetto.

come i tests, anche le scale del differenziale semantico - cioe’
le coppie di aggettivi opposti che contribuiscono a definire il signi-
ficato di un oggetto - sono piu’ o meno correlate fra loro, cioe’ for-
niscono delle misure che non sonc indipendenti, ma si ricoprono in par-
te. F una matrice di correlazioni fra scale puo’ essere sottoposta ad
analisi fattoriale per trovare un numero limitato di dimensioni da so-
stituire a un grandissimo numero di scale.

I1 problema, impostato da Osgood in termini il piu’ possibile ge-
nerali (4) ed elaborato in tre analisi fattoriali indipendenti, diede
ome risultato coincidente tre principali dimensioni semantiche: 1. u-
m dimensione di walutazione, rappresentata da scale come buono-catti-
vo, bello-brutto, grato-ingrato, vero-falso, saggio-pazzo; 2. una di-
mensione di poten:za, rappresentata dalle scale forte-debole, duro-mol-
le, mascolino-femminino, tenace-cedevole, pesante-leggero, ecc.; 3. u-
m dimensione di ettivita’, rappresentata dalle scale rapido-lento.at-

(1) come il “profilo psicologico” di un soggetto non e che 1’ insieme dei
risultati ottenuti applicando un certo numero di tests allo stesso soggetito.

(2) Naturalmente si possono calcolare - e Vengono spesso calcolate, come
si vedra’ piu’ sotto - le correlazioni tra le scale che corrispondonc alle co-
mini correlazioni fra tests. L®analisi fattoriale di una matrice di correla-
zione tra scale rappresenta un' applicazione della comune tecnica R.

(3) Ch.E. 0SGOOD. G.J. SUCI, P.H. TANNENBAUM. The lfeasurement of Meaning,
Urbana, 1957.

ﬁl‘i} Facendo due diverse campionature di scale, una delle quali partendo
ial Thesaearus di Rogei, un’opera che intende dare una classificazione logica-
wnte esaustiva dei significati delle parole
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tivo-passivo, caldo-freddo, eccitabile-calmo. In base al risultato dei
suddetti studi, valutazione, potenza e attivita’ rappresentano le tre
dimensioni fondamentali del significato (1).

Tra le numerose applicazioni del differenziale semantico come
strumento di ricerca c¢i limiteremo a ricordarne una, dovuta a P.R. Hof-
staetter, che riguarda il significato di una parola, la parola solitu-
dine, in due nazioni diverse, la Germania e gli U.S.A. (2). Si tratta,
naturalmente, di due.diverse parole, la parola tedesca Einsamkeit e la
parola inglese lonesomeness. Ma mentre per altri concetti (successo, amo-
re, maschile, tragedia, eroe, dittatore, sonno, ansia, odio) 1’ analo-
gia del significato fra le due parole, tedesca e inglese, misurata me-
diante la correlazione fra i due pofili semantici medi (ottenuti ri-
spettivamente con un campione di soggetti germanici per la parola tede-
sca, e -americani per la parola inglese) risulta elevatissima (i coeffi-
cienti di correlazione sono nell® ordine .96. .96, .93, .91, .90, .88,
.87, .84, .78, .T0), per il concetto di solitudine, il coefficiente di
correlazione scende a .40.

Da che cosa dipende questa scarsa affinita’ fra i due con-
cetti? Nella sua elegante analisi, Hofstaetfer ricorre a diversi mezzi:
confronto dei profili grafici dei due concetti, correlazione dell’uno e
dell’ altro con altri concetti (3). Ma la chiarificazione piu’ completa
¢ data dal risultato dell’ analisi fattoriale di una matrice di corre-
lazione fra 17 concetti, due dei quali sono la “solitudine tedesca” e
la "solitudine americana”, mentre gli altri sono stati scelti in fun-
zione di indicatori semantieci:

Fi F2 F3 h?
Amore 0,98 0,00 -0,05 0,96
Gioia 0,99 -0,03 -0,06 0,94
Successo 0,92 0, 29 =0,10 ° 0,94
Eroe 0,84 0,48 -0,15 0,95
Femminile 0,80 -0, 40 0,13 0,82
. Maschile 0,78 0, 59 -0,05 0,96
Superbia 0,74 0,37 -0,38 0,83
Dolcezza 0,76 -0,48 0,24 0,87
Sonno 0,51 -0,58 0,49 0,84
. Dittatore -0, 009 0,9% =0, 15 0,88

. 0dio -0,19 0,89 0,15 0,85

. Tragedia -0, 05 0, 69 0,49 0,72
. Stanchezza -0, 44 -0, 73 0,48 0,95
. Noia 0.76 -0,47 0,30 0,89
. Angoscia 0,84 0,19 0,40 0,90

. Solitudine (ted.) -0,06 0,22 0,74 0,60
Solitudine (amer.) -0,93 0,05 0,35 0,98

Matrice fattoriale ruotata ortogonalmente

Pt e et et el el el
=1 DD Iy = O L0011 i L b=

(1) Altri fattori semantici, molto meno importanti perche’ assorbono una
piccola percentuale di varianza, non sono comparsi in tutte e tre le analisi e
quindi non hanno avuto uguale conferma

(2) P.R. HOFSTAETTER. Die amerfkanische und die deutsche Einsamkeit, Ver-
handlungen des {3. Deutschen Soziologeniages, Westdeutscher verlag.

(3) correlazione calcolata per mezzo dei rispettivi profili semantieci.
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I due primi fattori F, e F, vengono interpretati da Hofstaetter,
anche in relazione a precedenti ricerche fattoriali compiute col dif-
ferenziale semantico, come fattori dell’ atteggiamento positivo (F,, eca-
ratterizzato dall’ elevatissima saturazione del concetto di “amore”) e
atteggiamento negativo (F,, caratterizzato dall’ altissima saturazione
del concetto di "odio"”). Essi si possono percio’ identificare con amo-
re e odio; ed il fatto interessante, e in un certo senso sorprendente,
e che si tratta di due dimensioni ortogonali, cioe’ prive di correla-
zione fra loro. Amore e odio non risultano dungue 1’ uno la negazione
‘dell’ altro (in tal caso sarebbero rappresentati da un’ unica dimensione
bipolare), ma dimensioni indipendenti che possono dunque coesistere ri-

F2
Dittaiare — ~
7 Jmoo Tragedia \
/ £ e Ynaschile
/ e Kroe |
/ @ Sgperbra
| ®Angoscia ®|Solitudine "15”553550
-F4 | ©Solitudine (am), ('€d.) g/Amonre Fq
I !61"0!0
\ /
\ - e femminile
\\'NC’"G o °Dolcezza
N ® Sonn o, /
~ iMnchczza = 7
e ] [N -
-~y F2
L (da HOFSTAETTER, op. cit.)
Fig. 129.

spetto allo stesso oggetto, come la psicologia dinamica ha mostrato da
tempo. Per il terzo fattore 1’ interpretazione (ipotetica) dell’ Autore
¢ che si tratti della dimensione del “ritiro”, cioe’ dell’ infraversio-
ne,

I due concetti di solitudine hanno saturazioni sostanziali in fat-
tori diversi. La solitudine americana ha una fortissima saturazione ne-
gativa in F,, si trova dunque al polo opposto dell’ amore, che e carat-
terizzato dall’ angoscis, mentre la solitudine tedesca ¢ fortemente sa-
tura in F5, il fattore dell® intraversione,
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Rappresentando in un diagramma F, e F, e le proiezioni dei 17 con-
cetti (fig. 129) Hofstaetter rende evidente, oltre al significato del-
la solitudine americana (la solitudine tedesca e’ localizzata nella zo-
na centrale) il significato dei due fattori e 1’ analogia fra i concet-
ti. I1 primo fattore F, e’ caratterizzato al polo positivo dai concet-
ti di amore e gioia, e al polo negativo da solitudine (americana) e
angoscia; :il secondo fattore, F, ha al polo positivo i concetti di dit-
tatore e odio, mentre al polo negativo mancano concetti che lo carat-
terizzino; le proiezioni negative piu’ importanti sono “stanchezza” e
“sonno”.

Ritornando ai due concetti di solitudine, il risultato dell’ ana-
lisi ¢ che uno dei due concetti e’ nettamente negativo, mentre 1°al-
tro e’ estraneo sia a un giudizio positivo che a un giudizio negativo.
Secondo il primo la solitudine e debolezza, anormalita’ sociale, ma-
lattia; secondo 1’ altro puo’ essere - anche se non lo e necessariamen-
te - forza, capacita’ di bastare a se stessi, elevatezza spirituale.

La nozione inglese di solitudine ha una posizione simile a quella ame-
ricana, ma tuttavia meno radicale.

In una ricerca condotta, seguendo lo schema di quella di Hofstaet-
ter, in ambiente italiano da D. Capozza (1), il concetto italiano di
solitudine risulta in una posizione intermedia fra i concetti america-
no e tedesco, poiche’ ha una proiezione negativa sul fattore F, (-.52)
ma molto meno elevata del concetto americano nella ricerca di Hofstaet-
ter (-.93), e una proiezione positiva sul fattore F; (.60), poco meno
elevata di quella del concetto tedesco nella ricerca di Hofstaetter
(.74).

(1) Ricerca non ancora pubblicata,
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