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CONCESSIONE SPECIALE C

DIPENDENTE DELLO STATO

MINISTERO ... della. Pubhlica lIstruzione ..

oo UMNIVERSITA” di PADOVA

VIAGGIO

. =
di numero (9 5
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Dichiaro che .i{gtitolam&del]a presente, si trova..... nelle condizioni volute per
teoncessione suddetta.
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Rilassito 3 Biglieto Mo veos oo it CURE L

1,-Ta presentazlone d guesta rlchiesta Impliea la plens
conoseenzn ¢ U'accettnzlone da parte del Cltolari di tutte
le condizionl stabilite’ per frulre della ridozione.

Bollo composte daila stazlans
2.=TI 'wiaggiator] debbono sempre ezscre munitl dl dooua-
mento di identitd personale preseritto dalla concessione;

(1) Titolo e-sede dell'UMclo. cho: rilaseis In: richicsta. = (2) Cognomo, noms & qualiflcs del dipendente, = (3) In tutte lottere, —
(#) Cognome o nomo dello persone chp visggiano, compreso 1l dipendente, so esso pure deve viagglare con la presonta
richiesta. —(5) elazlons dl parentela o di servizio col dipendente; etd del figli o del fratelll.—(0) Classl dl viaggio, —
(7) Luogo e datn del rilaselo, (8) Qualifica o Arma di chi rilaseln Ia richlesta,

Da trattenere dalla stazione di partenza

(2221233) Roma, 1963 - Iatltuta Pollgrafico dello Stato PiV.
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318 — ANALISI FATTORIALE

proiezioni ortogonali

[F. Metelli

Proiezioni parallele

Vettori di riferimento |a) Struttura semplice

©ertogonali ai \piani

correlazioni fra tests

contenenti i vettori-lg yoi¢ori di riferimento

tests)

Fattori primari

(intersezioni dei pianifl

(cioe' proiezioni ortogo-
nali di vettori-tests sui
vettori perpendicolari ai
piani contenenti i vetto-
ri-tests).

c) Composizione non

semplice

Saturazioni dei tests
nei vettori di riferimento
(cioe’ proiezionmi paralle-
le dei vettori-tests sui
vettori perpendicolari ai
piani contenenti i vetto-

ri-tests).

) Struttura non semplice

Correlazioni fra tests

contenenti i vettori- [\ fattori primari (cioe’

tests)

proiezioni ortogonali dei
vettori-tests sui vettori
collineari alle interse-
zioni fra i piani che con-

tengono i vettori-tests).

d) Composizione semplice
saturazioni.dei tests
nei fattori primari (cioe’
proiezioni parallele dei
vettori-tests sui vettori
collineari alle interse-

zioni fra i piani che con-

tengono i vettori-tests).

Tabella 126.

in fig. 123) si deve compiere \un ultimo passaggio, assumendo come vet-

tori fattoriali le intersezioni fra i piani,

che egli chiama fattori

primari, e realizzando in tal modo la composizione semplice.
come vedremo in seguito, vi e’ la possibilita’ di passare median-

te un calcolo,

dalla struttura semplice alla composizione semplice,

cioe’ dalla matrice delle proieziomi ortogonali dei tests sui vettori

di riferimento

quali, essendo raggiunta la

struttura semplice, sono

orientati ortogonalmente ai piani contenenti i tests) alla matrice del-
le proiezioni oblique dei tests sui fattori primari, cice’ sui vettori
che coincidono con le intersezioni dei piani contenenti i tests. Ma non
¢ questa la sola trasformazione delle; coordinate di cui si offre la

anche la possibilita’ di passare dalla matrice del

possibilita’ .

le proiezioni ortogonali dei tests

sui \vettori di viferimento (orien-

tati in modo da ottenere la struttura sémplice) alla matrice delle pro
Yezioni ortogonali dei tests sui fattori primari (che, come si ¢’ det
to, non costituiscono una struttura semplige).
bilita’ di ottenere (e quindi di calcolarc)\le proiezioni ortogonali o
le proiezioni oblique, sia sui vettori di riferimento sia sui fattori

primari,

(orientati come e’

stato detto) rappresentano

vi e’ infatti la possi-

ma solo le proiezioni ortogonali sui vettori di riferimento

una struttura semplice, e

soltanto le proiezioni oblique sui fattori primari rappresentano una

composizione semplice (tab. 126).

cap. VI, 9] LE STRUTTURE OBLIQUE - 39

e

€0 4»),'” P P 5 i ; :'.‘;\ /"“*"J‘-\‘

v/ Il pas:-agglo dalla struttura ,semnlice alla composizione semplice
/_,\\ . P St

ot
1%W/proced1ment1 di calcolo che consentono di

passare dalla struttura semplice dei vettori di riferimento alla strut—
ture—dei—fattori primeri-o.alle composizione semplice, riprendiamo in
esame la trasformazione ottenuta estendendo i vettori-tests fino ad ot-
tenere proiezione 1.000 sul primo vettore centroide A, trasformazione
che ci permette di eseguire direttamente in modo intuitivamente eviden-
te una rotazione degli assi tale da mrtarli a coincidere con le inter-
bezmnl tra i piani contenenti i tests. )F\—‘

& Utlllzzla.mo ancora una volta il diagramma di fig. 117, riprodotto
in fig. 124, cioe’ il piano perpendlcolare all® asse centroide 4, 2 di-
stanza 1.000 dall’ origine, su cui appaiono( Ao ¢ estremite’ dei vettori- -teste €t
stesi, e le tracce dei piani @, B e y su cui giacciono i vettori- tests.

Congiungendo i tre vertici del triangolo con la proiezione dell’ o-
rigine otteniamo le proiezioni, sul predetto pisno perpendicolare al )
vettore A, delle intersezioni dei tre piani, cioe’ dei vettori fatto-
riali primari. AT

Per ottenere la matrice dehe proiezioni dei vettori-tests sui
vettori primari (cioe’ sulle’intersezioni dei piani contenenti i tests)
occorre la matrice di trasformazione, comprendente i coseni degli ango-
11 fra i vettori fattoriali primari e i vettori centroidi. Si tratta
quindi di ottenere, al solito, le proiezioni degli assi ruotati, cioe’
degli assi dei fattori primari (prolungati in modo che una delle proie-
zioni sia 1.000), sugli assi.centroidi.

Consideriamo a tale scopo uno dei vertici P,, Pg, P; del triango-
lo rappresentato in fig. 124, per es. il punto Py. Tale punto puo® es-
sere considerato I’ estremita’ di un vettore fattoriale/prﬂin‘g‘ziﬁ)/? o
infatti esso si trova nel piano E, e, come tutti i punti del piano E
ha proiezione 1.000 sul vettore centroide A (fig. 125).

Dunque la proiezione del punto Py (e quindi del vettore primario
prolungato Fg) sul vettore centroide A e* 1.000. Le proiezioni su B e
C si possono leggere direttamente sul diagramma di fig. 124, su cui
sono stati proiettati i suddetti vettori fattoriali B e (, ortogonali
ad A. Essi sono, rispettivamente -1.67 e .06; ma in questo caso parti-
colare, poiche’ Py coincide con 1, possiamo ricavare da tab. 121 le pro-
iezioni del vettore-test esteso 1, che conosciamo con molta maggior e-
sattezza, e cioe’ -1.8745 e .0611.

Nella matrice che denominiamo Pyp. per distinguerla dalla Sy, e
dalla Lo,, si registrano le proiezioni dei vettori primari prolungati

(1) In questo caso particolare il punto Pp coincide con 1’estremita’ del
vettore-test 1. va tenuto presente pero’ che non e affatto necessario che i
vertici del triamgolo corrispondano a dei punti-tests, cioe’ a dei punti d’ in-
contro di vettori-tests prolungati col piano perpendicolare all®estremita’
del vettore fattoriale centroide. Quando cio* avviene, significa che un vetto-
re-test coincide, per la sua direzigne. con un fattore primario

AL
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Piano E

Vettore A

Fig. 125.

Fpo Fy Feo e ciod’ la proiezione.1.000 (per tutti e tre i vettori)
sul vettore centroide A e le proiezioni dei punti P,, Pjp, .Pc sui vet-
tori centroidi Be C (v. tab. .127)..Dalla matrice delle proiezioni

dei vettori, protungati si passa, col solito procedimento di normalizza-
zione, alla matrice dei coseni degli angoli tra vettori fattoriali ori-
ginari e vettori’ fattoriali ruotati, matrice che, per distinguerla dal-
la Ay, denominiamo K- ’

Pop T
Ey Fyg Fe Fy Fy
1.0000 1.0000 1.0000 .63¢ .512
- 6400 -1.6745 . 6814 .406 -.857
-1.0366 0611 .6547 657 .031
2.4841 3.8077 1.8929
1.5761. 1.9513° 1.3758
634 -512 2T
Tabella 197.
Molfiplicando la matrice centroide F, per la matrice di trasforma- .
zione %r otteniamo la matrice 491 delle proiezioni (ortuynnalz) dei 3

vettori-tests sui vettori fattoriali [)l‘;?nell (tab. 128). In tab. 129 ot-
teniamo, al solito, premoltiplicando la matrice di trasformazione per

322 — ANALISI FATTORIALE LF. Metelli cap. VI, 9] - LE STRUTTURE OBLIQUE - 323

la sua trasposta, i coseni degli angoli cl i fe tal i i formano 1i come tests perfetti, privi di fattore specifico. Cio’ posto, possia-
tra loro.:i : d ! mo considerare la matrice Kyp—e-meglio-ia-sua traspéste K;p come una
matrice fattoriale centroide, o meglio come una continuazione della ma-
. s G o~ 5 trice fattoriale centroide H- che comprenderebbe in questo caso oltre
v
A B ¢ P - ¢ 7, Ecr« ai tests 1-9 anche i tre tests FPIFL (1). fa
I = e g - Viene fatto allora di chiedersi quale risultato si ottenga se con—
2507 -.850 .031 044 . =038 siderando Kjp‘parte della matrice F, i moltiplica anche K,
-.246 .310 OF C o S 0lT1ip a che Kgp DPET Aga
(v. tab. 130).
638 434 417
-504 .34 .261
.809  .548 192
.329  .21T -.252
.381 -.617
-.462 ~-.329
% -.369 -.008

.03 .05

-307 ~.032 8717 =

.28 - %R
609 - < 7

462 -.026 . _ B a .
-.850 .031
246 .310
43 417
.34¢  .261
548 .192
217 -.252
.31

-.462° -.38
-.369

-937
-501
-013
3.28

M PCRAD U W
0 ©® IR G W

=23

-.001
contr. 3.260
- 004
-193
- 445

Tabella 128.

D00 ~I Do Wy =
© w10 g dwi

o i
%y 'm’a Hor 7
¢C_ | K KK A o P D

s -657) A [.63¢ .s12 .mar| FP[.008 - . s e b
-.857 .031| - B | .406 "-.857 .95 = Fy - - e = A o

495 476 -.657 031 .476| K¢ -406 -6 935 .004
=857 - 5 | 000 998

-.003 .002
S
confrontando la matrice &, (tab. i23) con la matrice #, si consta I
ta che quest’'ultima, a differenza della prima, non e’ caratterizzata da Contr. 3.099 3.873
semplicita’ di struttura. Si tratta infatti del caso B di tab. 126: ab-
biamo calcolato le proiezioni ortogonali dei vettori-tests sui fattori
prlma.rl, Clocgyla) stritturaidoirationiyneine pcts aon G DT Eseguendo la moltiplicazione si sono calcolate le proiezioni di
| 2 | Allo-scopodirendere piu' famiiiare lanostenc di-—fatloTe prina, | ﬁ: £a F‘c’ sui vettori di riferimento disposti ortogonalmente ai piani
! Q;\,J\W\‘n a,,.\c 2rio e di metterne—in—luce e caratteristicheprendiame—imeseme- la ma L cat g‘iaccionc A vbttoriitists Linlmodo dalreslinsare lalatruttura
triceKyp e la sua traspustaTo? Gli elementi di queste due matrici | semplice. ' /
sono i coseni degli angoli che i vettori primari formano con i vettori 11 risultato della moltiplicazione e’ wema matrice diagonale Dy
centroidi, cioe le correlazioni dei vettori primari con i vettori een | cioe’ una matrice che ha non-~nulli soltanto gli elementi che costitui-
troidi; ed anche - poiche’ i vettori centroidi sono ortogonali - le sa | eono iaic neons e iprineioaie!
turazioni dei vetiori primari nci vettori fattoriali centroidi
per renderci conto di che cosa cio® significhi ricordiamo che nel
nostro esempio tre tests (1, 3, 7) coincidevang per direzione con i tre

% Tabella 129. f‘
.041 -.145 3.098 3.871

Tabella 130

\

(1) La rﬂgiune/ner cui la trasposta|di Kyp ha questo carattere e’ che,

. ; 5 A . : i ssi date le regole dellal moltiplicazione di matrici (riga per colonna), le matrici
ori prime . £ ' altra ;asione possia- O o : / A : L&A :
vettori primari. Come abbiamo gia' fatto in un’altra occas r moltiplicatrici si Hevono disporre per calonne anziche’ per righe, cioe’ si

mo anche qui ricorrere all’ artificio di considerare i vettori fattoria devono scrivere tradposte.
b
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324 - ANALISI FATTORIALE [F. Metelli

k)lzf,ruw

Non si tratt di un risultato fortuito. Baste pensare che iffat-

La struttura dei fattori primari, cioe’ I'insieme delle proigzio-
ni ortogonali dei vettori-tests sul vettori primari (la matrice ) Ser-
ve, come si e detto, per % 1@ misurf probabite dei fattori pri-
mari di un soggettoYin quanto, per calcolare i coefficienti dell’ equa-
zione di regressione multipla:f occorrono appunto tali proiezioni orto-
gonali, che sono i coefficienti di correlazione dei tests con i fatto-
ri primari. Le proiezioni obligue dei vettori-tests sui vettori fatto-
riali primari costituiscono invece la composizione fettortmte dei fat-
tori primari, cioe’ I' insieme delle saturazioni dei tests nei fattori,
che sono i coefficienti delle equazioni di specificazione fattoriale e
servono per interpretare fattorialmente i tests. La composiz"one fatto-
riale dei vettori primari si ottiene facilmente dalla strqttura dei vet-
t’—'g di ;1fer1mento,4 in quanto le colonne della matrice }P (saturazio-
ni dei tests mei fattori primari, cioe’ composizione fattnrlale) sono
proporzionali a quelle della matrice ¥ /correlazioni dei tests con i vet-
tori di riferimento, cioe’ struttura fattoriale) (i); la formula per il
calcolo, la cui deduzione richiede sun po’ di algebra matriciale (2) e

S feS LN e lle g code b MW@ Wiens pan

(1) cio* equivale a dire che una delle due matrici e’ uguale all’altra,
moltiplicata per una matrice diagonale. Infatti moltiplicare una matrice per
una matrice diagonale significa moltiplicare tutti i termini della ia colonna
per il I termine della diagonale, tutti i termini della 2a colonna per il II
termine della diagonale. ecc.

@11 G2 &g a13X13  azoXeo  a15Xag

W50 @ s ¢ = leoaYas | @an¥on aroXos

%Gy @3y 43y 3¢ ag1X11 agoXoz @ggkan

(2) Per dedurre he equazione che permette il calcolo della matrice K¢ i
cui elementi sono le saturazioni {(cioe’ le proiezioni oblique) dei tests nei
fattori primari. dobbilemo anzitutto definire alcuni simboli:

z matrice dei nisultati dei soggeiti nei tesis (le righe corrispondono
al tests e le colonne |ai soggetti). in unita’ \normalizzate cioe' unita’ stan-
dard divise per vh [p\)rcm‘ i termini saranno simboleggiati da z ]

B = matrice delle misure dei soggetti nei| fattori (le righe corrispondo

: : i - {n)

no ai fagtori e le colonne ai soggetti). pure in unita® normalizzate [f ]

11 vantaggio delle unita’ normalizzate e* la semplificazione della formula

< = 5 5 A s (n (n

della correlazione chel si riduce a una somma di prodotti [rxy = 2{" 2{"]
e una matrice di correlazioni puo’ quindi venir|espressa mediante una molti-
plicazione di matrici;|per es. zz/ = R cloe' la matrice dei risultati dei
soggetti, moltiplicata per la sua trasposta, e uguale alla matrice delle cor
relazioni (io' premesse z = WoFp infatti ogni elemento di 2, 2zpp = Wpefpp *
+ P # 2 trice deliée rr zioni fra i fattori
- Warfep: 2 WefpFy: e KB e 1a matrice delly correlazioni fra i fattor

cap. VI, 9] LE STRUTTURE OBLIQUE — 325

in particolare la nozione di inverso d1 una matrice (wedi-nota i s.piet
di-paginz) e >

in cui D°! e’ 1’ inverso della matrice D (1) (tab. 130).

N

primari, in uum}to i termini della matrice-prodotto sono le somme dei prodotti
delle misure def soggeth in due fattori.
Quindi FPFP x\A- l@plﬁp (v. tab. 129) e percio’
i ety
2Ry = Wckopkor
na kgploy = D e gumdi
;-1
kor = (aov) /D
percio’
' =1 =3
= Helioy (hoy) D
perche’ Ky e la trasposta d ]{O'P; e la trasposta di un prodotto (DA&jv)' e’

i1 prodotto delle trasposte in omme inverso, cioe’ (pgy). D''. Ma e’ inutile

scrivere D' perche’ D' = D.
Ma il risultato del prodotito zi'p e’ la mtrice delle correlazioni

fra i tests e i fattori primari {gl] elementi della matrice prodotto sono

n
3 8 f“'" = e cioe' la cortelazione fra il test t e il fattore jl,

i=1
cioe’ la struttura de: fattori primari H‘. D’ alira parte H = FOKpp (V.

128), e Kyp = (on’ "L D, quindj

tab.

-1

= »
= Fo (2ow)
e quindi
Al S -1\ -1
Folaoy) D= Ko D gy (Agyd "D -
Semplificando,
. -1
Fy = ¥o D on
moltiplicando da ambo le parti per Agy
Foloy =
mltiplicand’da ambo le parti per D7
Wei= Eghoyl

equaziong che permette di calcolare Hjc; disponendo giar
= Fofyy/(v. tab. 123) si giunge infine alla semplice relazione

di y, \siccome

We= vD?*
(vedi G. THOMSON. op. cit., Mathematical Appendix, 19).
(1) L*inverso, o valore reciproco di una matrice A e quella matrice
A da* la cosiddetta matrice identica I, cioe'

elementi della diagonale uguali a 1 e gli al-
identica di ordine 3 e’

-1 .
(A"7) che premoltiplicata per
una matrice diagonale che ha gli
tri elementi uguali a zero. Per es. una matrice
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Vi@ Tl ooty o nolies D fan

-Pgr-ottenere la composizione di fattori primari basta dungqwe—cal-
colare—}-inverso della matrice D (tab. 130)-eieei—la-matrice P—(tab.
18i)y~e postmoltiplicare %,: per D! (tab, 132).

s Is
D Dicd
A B ofd Fa Fy Fe
-.006 A' [1.o70- 000" 000
-002 B! .000 17002 .000
.935 G - 000 .000- 1.070

Tabella 137.

v
% Omu SlipiE s
B & HR _EC

989 .002] {4'* 1.070 .000 .000

639 .572| - BA| .000 1.002 . .000| =
002 .001 .820| C*|.000 .000 1070
058 - 596
.293 -.001 .784
.408 -.002 067
.878  .004 -.006
502 -T93 .002
031 .445 .00%

|2.166 2.867

.8 2
R

-.001
~-.001
002
004
T95
. 446

2.318 2873

o
PRy
bl

© 00O
§

™
o
@
W

Contr. 2.318 2.873
Tabella 132

punque, una volta ottenuta la struttura semplice rispetto al si-
stema dei vettori di riferimento, si passa mediante un semplice calco

lo, alla composizione semplice rispetto al sistema dei fattori primari,

e con cio’ si raggiunge quella che ¢ la finalita® dell’analisi fatto-
riale secondo Thurstone

—

La mairice identica, pre- o post-moltiplicata per un‘altra matrice la lascia
invariata.
L° inverso di una matrice ha, nel calcolo con matrici, le stesse funzioni
che ha nel calcolo numerico il valore reciproco di un numero: la moltiplica
* inverso di una matrice corrisponde allfoperazione del dividere per
suddetta
nto le matrici quadrate non singolari, cioe'
cul determinante e’ d o da zero. hanno un inverso
11 calcolo dell®inv m un./ matrice ¢’ lufigo e comy
le matrici dmpunah 50 di rice :lwponnu, e un
€ ¥ ti elementi (della mat
molto semplice calcolar

quelle matrici quadrate

emenii sono il/valo:
iginagia Sic pme D e
-t P
werso cioet D

N waea W

cap. Vi, 9] T (‘t&lsmmmna OBL

i =
X' Avmp Un wlwns Urolwntni ond s | (5o p Pt £oe
¢ ¢ y

La ragione per cui il sistema dei fattori primari gode della pro-
prieta’ di fornire una descrizione semplice ed adeguata (1) delle va-
riabili, in termini di equazioni di specificazione, risulta chiara‘con-
siderandojthe ottenere la struttura semplice ruotando i vettori di ri-
ferimento, significa ottenere che la maggior parte delle variabili coin~tf
cidano con i piani.”Ma le variabili che stanno in un piano seme-punti
Ael—piano, e—eeme-tativengono descritte adeguatamente mediante le lo-
ro proiezioni ‘su un ‘sistema di ‘due assi appartenenti al piano; cioe’
sono definitf eiasewns mediante un’ equazione (1’ equazione di specifica-
zione) 1 cui coefficienti sono sedtanmto le proiezioni sui due fattori
primari che appartengono al piano (in quanto costituiscono i due spigo-
1i che limitano il piano) (2). el

Resta ora da generalizzate quanto e statn dettc, dato che per
poter fare riferimento gd una rappresentazione spaziale, abbiamo consi-
derato finora solta.nto/il caso particolare rappresentato da una strut-
tura_ tr1d1men51ona1e.

f‘[n Uno spaz:to ad r dimensioni, quando cioce’ i fattori comuni sono
r, ed=F=>=3, quelli che in 'uno spazio a 3 dimensioni erano i 3 piani
contenenti i vettori-tests, sono gli r iperpiani (spazi ad r-1 dimen-
sioni); e la struttura semplice e’ caratterizzata dal fatto che i vet-
tori di riferimento sono normali agli iperpiani, uno ad ogni iperpiano.

Alle intersezioni dei piani, che nello spazio fattoriale tridimen-
sionale definiscono i vettori primari, corrispondono nello spazio fat-
toriale r-dimensionale le intersezioni degli iperpiani, che definisco-
no pure - sebbene in modo non intuibile - i vettori primari.

Tutti i vettori-tests che giacciono in un iperpiano hanno proie-
zione ortogonale nulla sul vettore di riferimento normale all® iperpia-
no e proiezione obliqua nulla sul vettore primario che costituisce la
mtersezmne di tutti gli altri iperpiani, escluso quello in cul giac-
ciono i suddetti tests: \ &

11 calcolo delle saturazioni nei fattori priméri (matrice J{ﬁ) e’
semplice quando lo spazio fattoriale e’ a tre dimensioni, perche’ allo-
ra applicando il metodo dei vettori estesi si ottiene agevolmente, sia
la matrice W [(cioe’ la struttura rispetto ai vetitori di riferimento)
sia la matrice K,y (dei coseni degli angoli tra yettori centroidi e
vettori primari) dalla quale si ricava la matrice ) necessarila per il
calcolo della/matrice We/ Ma quando le dimensioni dello spazio fattoria-
le sono piu’ /i tre, 1*applicazione del metodo dei vettori estesi di-
venta complessa e puo’ quindi risultare preferibile raggiungere la strut-

(1) cioe” tale da offrire un'interpretazione soddisfacente in termini
psicologici, o, in generale, nei termini di quella scienza alla quale si rife-
riscono i dati dell’ analisi

(2) Cioe’ il fattore primario che non appartiene al piano considerato,
mon serve & definizne i punti, i quali hanno infatti proiezione obliqua nulla
sullr asse di tale fattore.
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